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Introduction

Contrairement & la physique, qui s’intéresse a la structure microscopique de
la matiere, la mécanique et, plus particulierement, la mécanique des milieux
continus s’intéressent au comportement macroscopique des solides, des fluides
ou de milieux plus complexes.

Cette modélisation de milieu continu nécessite de maitriser un certain nombre
de notions algébriques sur la manipulation des champs scalaires, des champs
de vecteurs ou encore des champs de tenseurs d’ordre deux qui seront identifiés
ici & des matrices par le choix d’un repere orthonormé. Les notions d’algebre
tensorielle essentielles pour le présent cours de mécanique des milieux continus
sont regroupées dans le chapitre 1.

La justification de la modélisation des milieux par des champs continus et
dérivables est effectuée au chapitre 2 ou 'on introduit la notion de loi de
conservation d’une grandeur physique sur ’exemple de 1’énergie interne. On
montre que 'existence de telles lois implique 'existence d’un vecteur flux pour
modéliser les phénomenes de courte portée agissant sur des distances micro-
scopiques plus courtes que les échelles considérées commes infinitésimales par
la modélisation continue.

Pour pouvoir relier les efforts aux variations locales de longueurs, d’angles
ou de volumes, on modélise les déformations des milieux par des applications
de l'espace au chapitre 3. La différentielle d’une telle application permet de
décrire la transformation des longueurs, des angles ou des volumes. L’accent
est mis sur les petites déformations dans la mesure on I’on n’aborde pas, dans
ce cours, la rhéologie des grandes déformations.

Le chapitre 4 énonce la loi de conservation de la masse et le principe fondamen-
tal de la dynamique dans le cadre des petites pertubations. Les efforts sont ici
modélisés par leur résultante et leur moment sur tous les sous-domaines du mi-
lieu. La loi de conservation de la quantité de mouvement permet de démontrer
I’existence d’'un tenseur flux de quantité de mouvement nommé tenseur des
contraintes. La loi de conservation du moment cinétique permet de démontrer
que ce tenseur est symétrique.

Une premiere application du principe fondamental est exposée au chapitre 5
pour la loi de comportement des solides élastiques homogenes et isotropes en
petites perturbations appellée loi de Hooke. Les petites oscillations de tels
solides sont régies par les équations de Lamé dont les solutions sont la su-
perposition d’ondes élastiques longitudinales ou transversales. On calcule les
vitesses de propagation de ces ondes.



6 Introduction

Le chapitre 6 aborde I’étude du mouvement a I’aide d’une description eulérienne
plus appropriée pour la modélisation des écoulements fluides. Les notations de
dérivée particulaire, de transport de petits vecteurs ou encore de tenseur des
taux de rotations et de déformations sont explicitées. On s’intéresse ici aux
taux de variations des longueurs, des angles ou des volumes.

Le chapitre 7 complete les outils mathématiques en dérivant par rapport au
temps des intégrales triples dont le domaine d’intégration est transporté par
le mouvement. Ces outils permettent de formuler les équations de bilan qui
constituent les axiomes de la mécanique des milieux continus. C’est le cas du
principe fondamental de la dynamique généralisé ici au cas des mouvements
de déformations quelconques.

Le chapitre 8 ouvre le champ de la mécanique des fluides en formulant la
rhéologie des fluides newtoniens. Dans le cas compressible, la dynamique est
alors couplée a la thermodynamique a travers le champ de pression. Il convient
alors de postuler le “théoreme” de I’énergie cinétique pour obtenir I’expression
de la puissance des efforts intérieurs, puis d’énoncer le premier principe de la
thermodynamique sous forme d’une équation de bilan pour I’énergie interne.
On regroupe alors les lois de conservation et équations de bilan essentielles dans
le systeme des équations de Navier-Stokes en détaillant les types de conditions
aux limites nécessaires pour les résoudre. L’étude des ondes sonores permet
d’appréhender "approximation de fluide incompressible comme étant la limite
des tres petits nombres de Mach.

L’objectif de ce cours est donc de maitriser les étapes qui relient les axiomes
de base de la mécanique, les lois de comportement et les équations d’états aux
deux équations d’évolution que sont :

— les équations de Lamé pour les solides élastiques,

— les équations de Navier-Stokes pour les fluides newtoniens.
Ce cours ouvre vers des études plus approfondies de ’élasticité linéaire et de
la mécanique des fluides.
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Chapitre 1

Algebre linéaire et tenseurs
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8 Chapitre 1. Algebre linéaire et tenseurs

Introduction

On introduit les outils mathématiques minimaux nécessaires pour une premiere
approche de la mécanique des milieux continus. Des notions de base d’algebre
linéaire sont présentées en identifiant les vecteurs avec les matrices de leurs
composantes a l’aide d’un repere orthonormé. Il en va de méme pour les appli-
cations linéaires ou les formes quadratiques, appelées “tenseurs d’ordre deux”,
que 'on identifie aux matrices carrées de leurs composantes. Comme la base
canonique est orthonormée, les regles de changement de base sont identiques
pour tous ces tenseurs. On introduit alors la notion de champs de vecteurs
ou de champs de tenseurs en fonction d’'une variable d’espace et on passe en
revue les opérateurs de dérivations de base. On exprime alors ces opérateurs
et coordonnées cartésiennes, cylindriques ou sphériques.

1 Algebre linéaire

On indroduit ici les notations décrivant les produits scalaire, matriciel ou ten-
soriel en identifiant vecteurs ou tenseurs d’ordre deux avec les matrices de
leurs composantes dans une base orthonormée. La convention d’Einstein per-
met d’exprimer ces produits a ’aide d’une notation trés compacte.

1.1 Identification entre tenseurs et matrices

Fi1GURE 1.1 — Composantes du vecteur u dans le repére orthonormé.

On considere un espace vectoriel E euclidien de dimension trois muni d’une
base orthonormée (e;, ey, e3). On identifie alors les vecteurs u de cet espace
aux matrices colonne 3 x 1 en écrivant

U1

U= 1uy€e; +u2ey + uges — u=| ug Zt(u17u2,u3)- (1.1)
u3

On peut ainsi considérer que le produit scalaire de deux vecteurs est le produit
de deux matrices en écrivant
U1
u-v= "uv=(up,uz,u3z) | v2 | =urvi+ugve+u3zvs. (1.2)
U3
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Algébre linéaire 9

On identifie ensuite une application linéaire de F dans F avec la matrice 3 x 3
de ses composantes en notant v = A - u le produit matriciel

U1 A A Agg U1 Appur + A ug + A1z us
vg | = A21 A Az ug | = | Ag1ur + Az ug + Aszuz | . (1.3)
U3 A3z1 A3y Asz u3 Asiuy + Ao ug + Az us

De méme, on identifie une forme bilinéaire C(u,v) sur E a la matrice 3 x 3 de
ses composantes en écrivant

Cni Ci2 Ci3 U1
Cluv)=u-C-v="uCuv=_(u,ug,uz) | Co1 Chr Ch3 vg | . (1.4)
C31 O3 Css U3

@ C, une matrice ligne, que I'on ne
= (C v, une matrice colonne.

On a utilisé le produit “a gauche” -

C=
doit pas confondre avec le produit “a droite’

HQH

Etant donnée une matrice 3 x 3, on peut la considérer indifférement comme
étant identifiée a une application linéaire ou a une forme bilinéaire. En effet, un
changement de base v = P v’ et u = P v conduit au changement de matrice
A =p 1A P pour une e application linéaire et au changement de matrice
A = tE c B pour une forme bilinéaire. En se restreignant aux changements

de base orthonormées, la relation P~ = ti entraine que les composantes des
deux types de matrices changent de la méme manicre.

On dira donc qu'une application linéaire ou une forme bilinéaire sont des
“tenseurs d’ordre deux” sur ’espace E que ’on identifiera & une matrice 3 x 3
dans le cadre de la base (e, €5, €3). Avec les mémes arguments de changement
de base, on peut définir le produit tensoriel de deux vecteurs par la relation

B=u®v=u"v= | uz | (v1,v2,03) <— Bij = u; vj . (1.5)

Un vecteur peut étre vu comme un “tenseur d’ordre 1”7. De méme que les com-
posantes d’un tenseur d’ordre 1 comportent un seul indice et celles d’un tenseur
d’ordre deux en comportent deux, on peut définir des tenseurs d’ordre quel-
conque en considérant que leurs composantes comportent une nombre d’indice
plus élevé.

1.2 Convention d’Einstein

La convention d’Einstein consiste a omettre le signe somme Z?:1 lorsque
I'indice j est répété dans une expression comme par exemple
v =1uj; vy, Q:é.g@vi:flzjum g~g‘y:ui0ijvj. (16)

U -

Ces sommations traduisent les produits entre tenseurs d’ordres quelconques
que 'on nomme, de maniere générique, “produit contracté” comme par
exemple u - v, A-u, v-Aetu-C-v de composantes d’expressions respec-

tives ujvj, Aijuj, v Aj ot u; Cz] vj. De méme, le produit contracté de deux

Mécanique des milieuz continus, O. Thual, 14 juin 2020



10 Chapitre 1. Algébre linéaire et tenseurs

tenseurs d’ordre deux est le produit C = A - B de composantes C;; = A By,
vérifiant donc

Cn Ci2 Ciz A Ap Agg Bi1 B2 Bis
Cor Coy Coz | = | Ao Az A3 By Bas Bos (1.7)
C31 C3 Cs3 Az1 Aszp Az B31 B3z DBsg

On pourra aussi considérer le produit “doublement contracté” entre deux ten-
seurs d’ordre deux défini par la relation

A:B=AiBji=tr(A-B). (1.8)

Si D est symétrique (‘D = D < D;; = Dj;) et Q est antisymétrique (*Q =
- & Q;; = —Qj;), on vérifie facilement que

Q:Q:Di]’jS:—DﬁQi]’:—QIQ:O. (19)

Le symbole de Kroenecker d;; constitue les composantes du tenseur identité 1.
On peut par exemple écrire

£ . é = 51’]' Ajz' = A“ =tr (é) . (110)
On pourra également utiliser la convention de sommation d’Einstein pour ex-
primer les vecteurs ou les tenseurs en fonction des vecteurs de base en écrivant

u=uje;, A=A;¢®e¢;. (1.11)

En remarquant que (v ® w) -u = (w-u)v et ¢; - e; = d;j, on peut écrire

é U = Aij €; ®§j Uk Ef = Aij €; 5jk Up = Aij U; €; - (1.12)

Le pseudo-tenseur fondamental alterné €;;;, défini par les relations €123 = €231 =
€312 = 1, €301 = €913 = €132 = —1 et €ijk = 0 si au moins deux indices
sont égaux. Ces composantes ne définissent qu'un “pseudo-tenseur” plutot
qu'un tenseur d’ordre 3 dans la mesure ou cette définition n’est pas invariante
par changement de l'orientation de la base orthonormée. Le pseudo-tenseur
fondamental alterné permet d’écrire le produit vectoriel de deux vecteurs avec
la convention d’Einstein a ’aide de la relation

w=uAv — Wy = €k Uj Vi, - (1.13)

Si Q est une matrice antisymétrique (*Q = —Q), on montre qu’il existe un
unique vecteur w tel que pour tout vecteur u on puisse écrire

Qu=wAu — Qijuj = €k wj U = €15 W Uj - (1.14)

On en déduit que ;; = €;;; w; et donc que w; + Qi = Q5 +wi, = 081 €55 = 1.

Le produit mixte de trois vecteurs est défini par les relations équivalentes
Uy U1 wy
(w,v,w) =|ug v2 w3|=WAV) - w=u-(VAW) =€k u; vjwg . (1.15)
us vy w3
Comme uAv = Sn ou S est aire du parallélogramme engendré par le couple
(u,v) et n un vecteur unitaire normal & leur plan, on voit que |(u,v,w)| = Ah
ol h = |n-w| est la hauteur du parallélépipede engendré par les trois vecteurs.
Si u, v et w engendrent un repere direct, leur produit mixte est donc le volume
V = A h du petit parallélépipede engendré.

On déduit de ce qui précede que le déterminant d’un tenseur d’ordre deux F
identifi¢ & une matrice de composantes Fj; s’écrit det I = €, F1; Foj Fp,.
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Champs de tenseurs 11

F1GURE 1.2 — Calcul du volume du parallélépipede engendré par trois vecteurs.

1.3 Décompositions de tenseurs

Tout tenseur d’ordre deux K se décompose de maniére unique en une partie
antisymétrique €2 et une partie D symétrique en écrivant

K=Q+D avec Q:%(K—té) et Q:%(£+t£> (1.16)

Cette décomposition correspond a des projections sur des sous-espaces vec-
toriels de 'espace des tenseurs d’ordre deux, de dimensions respectives 3 et
6.

On peut aussi décomposer, de maniere unique, un tenseur d’ordre deux o
(pour varier les notations) en une partie “sphérique” ¢®) proportionnelle au
tenseur identité I et une partie “déviatorique” g(d) de trace nulle. En effet,
on peut écrire

1
ot o =g— gtr (o) L. (1.17)
On a bien tr [g(d)] = 0. Cette décomposition correspond a des projections sur
des sous-espaces vectoriels de I’espace des tenseurs d’ordre deux, de dimensions

respectives 1 et 8.

[~

g=0g"+g" avee g =_tr(g)

2 Champs de tenseurs

Lorsqu’on associe a tout point de I’espace un vecteur ou un tenseur d’ordre
deux a 'aide de fonctions différentiables, on parle de champs de tenseurs. On
présente ici les principaux opérateurs de dérivation des champs de tenseurs
ainsi que quelques unes de leurs principales propriétés.

2.1 Opérateurs de dérivation

On repere les points M d’un espace affine de dimension 3 muni d’une origine
O par le vecteur z = OM. On considére une base orthonormée (e, e, €3) et

on note
x1

xs3

Mécanique des milieur continus, O. Thual, 14 juin 2020



12 Chapitre 1. Algébre linéaire et tenseurs

ou l'on a utilisé la convention de sommation d’Einstein. On se place ici en
coordonnées cartésiennes en repérant tous les vecteurs ou tenseurs a ’aide de
leurs composantes dans la méme base orthonomée (e, €5, €3) indépendante de
T.

FIGURE 1.3 — Point x et vecteur V (z) dans le repére orthonormé.

On souhaite différentier des champs scalaires B(z), des champs de vecteurs
V(z) ou des champs de tenseurs d’ordre deux A(z). On introduit pour cela les
notations équivalentes

0B _, Vi _ DA 0°B

- 7 _V;'? =A
8:131' ’ 8:1,‘j 7

ik, = B... ete. (1.19
oxy, ik Ox; O " ete. )

On considere des champs scalaires B(z) différentiables par rapport aux va-
riables d’espace. Le gradient du champ B(z) est défini par la relation

0B
Si dz est un petit vecteur, on peut écrire
B(z + 6) = B(z) + grad B(z) - 6z + O (02?) (1.21)
ot 6z = ||dz| et O (62%) est un terme d’ordre deux en dz. On s’affranchit

de ce terme d’ordre deux en considérant des variations “infinitésimales” dx
pour désigner un petit vecteur dz “infiniment petit” et dB pour désigner une
variation 6B = B(z + dz) — B(z) “infiniment petite”. On peut ainsi écrire

dB = grad B(z) - dz . (1.22)

On définit la divergence de V(z) = V;(z) e; par la relation

divV = ——+4 = =
v ox1 + Oxo Oxs al‘j

Le Laplacien d’un champ scalaire est défini, de maniere intrinseque, par
AB = div (grad B) . (1.24)

Comme la base (e, €9, €3) ne dépend pas de z, on peut écrire

_9°B  0°B  0*B _ 0’B

AB = =
Ox3  0z3  0x3  Ox; 0z

=B, (1.25)

Mécanique des milieuz continus, O. Thual, 14 juin 2020



Champs de tenseurs 13

ou l'utilisation de la convention d’Enstein nécessite de dupliquer la variable
au dénominateur. L’opérateur rotationnel est défini par les relations

) oVs _ 0Vp

o1 Vi Ox2 Ox3 Vi
_ ) _ | ovi _ows k
otV = Do A Ve = Dzs GED = €k 7 O €; = €k Vk,j €,
o Va s _ ov j
oxs ox1 Oxa

(1.26)
ou la convention d’Einstein et le pseudo-tenseur fondamental alterné sont uti-
lisés.

2.2 Différentielle d’'un champ de vecteurs
La différentielle en z d’'un champ de vecteur V(x) est la Jacobienne en z de

’application de IR? dans IR? qui & x associe V(z). Cette Jacobienne s’écrit
Vi 9V ovi

BB OB _w
_ > b3 2 _ 7t =T . e. .
grad V.= 52 52 oo | = op. G198 = Vijei®ej . (1.27)
oVa Vs 0Vh j

ox1 Oxo Ox3
La valeur absolue du déterminant |det (grad V)| de cette Jacobienne est le
Jacobien et sa trace vérifie tr (grad V) = div V.

FIGURE 1.4 — Vecteurs V (z) et V(x4 dzx) en deux points voisins x et x + dx.

Si dx est un petit vecteur, on peut écrire

8;/; (z) 6x; + O ((5:52)

= V(z+or) = V(z)+grad V(z) dr+0(62%)  (128)

Vi(z + dz) = Vi(z)

ot 6z = ||dz|| et O (62?%) est un terme d’ordre deux en dz. En considérant des
variations infinitésimales, on peut écrire

dV = grad V(z) - dz . (1.29)

On définit 'opérateur de dérivation “le long de V7 par la relation

0
V.erad =V, — 1.30
V- grac i B (1.30)
On vérifie que (V -grad ) B =V - (grad B) ce que l'on écrit V - grad B sans se
préoccuper du placement des parentheses. Il en va de méme pour la relation

oV

U-grad V.= (U grad )V = (grad V) - U = U; i B,

e, =U;Vije . (1.31)

Mécanique des milieuz continus, O. Thual, 14 juin 2020



14 Chapitre 1. Algébre linéaire et tenseurs

Etant donné un champ de tenseur d’ordre deux A(z), on définit sa divergence
par la relation

0A1; + OA12 + 0Ai13

Ox1 Ox2 Ox3 OA;

. 1,
0A31 + 0As2 + 0As3 J
8901 8x2 axg

Cette définition n’est valable que dans le cas ou les composantes de A sont
exprimées dans une base indépendante du point z. Dans le cas généal des
coordonnées curvilignes, pour lesquelles les tenseurs sont exprimées dans des
bases variant avec z, la définition intrinseque de la divergence d’un tenseur
est obtenue a ’aide du produit doublement contracté de sa différentielle avec
I'identité. Mais par souci de simplicité, nous avons choisi de ne pas définir ici
la différentielle d’'un champ de tenseur d’ordre deux.

Le Laplacien d’un champ de vecteur est défini par la relation intrinseque
AV =div (grad V) . (1.33)
Lorsque la base (ej, €5, €3) ne dépend pas de x, on peut écrire

AV = AVi e; = Y(AVY, AV, AV3) . (1.34)

2.3 Théoréme de dérivation

L’utilisation de la convention de sommation d’Einstein permet de retrouver
facilement les regles usuelles de dérivation de produit comme par exemple

B’ B
grad (BB') = Bgrad B'+ B’ grad B = <B8 —|—B'8 ) e
= (BBi+B'B;)e . (1.35)
(1.36)
Il en va de méme pour les identités remarquables
div(BV) = grad B-V +BdivV,
diviU®V) = gradU -V + (divV) U,
rot (rot V) = grad (divV)— AV, etc. (1.37)

FIGURE 1.5 — Sous-domaine D de ) et sa frontiére 0D.

On considére un sous-domaine P d’un domaine ) et on note 9D sa frontiére.
Si dS est un petit élément de surface de cette frontiere pris autour du point

Mécanique des milieuz continus, O. Thual, 14 juin 2020



Coordonnées curvilignes 15

x, on note n sa normale dirigée vers I'extérieur. Etant donné un champ de
vecteur Q(z), la formule de la divergence s’écrit

//aDQ.QdS://Ddind% 2N /8Dande:/// ((99% B . (1.38)

Cette formule se généralise au cas des champs de tenseur d’ordre deux a travers
la relation

// ondS = // dive d®z & // oijnjdS = /// 993 3z . (1.39)
oD oD p Ox;

3 Coordonnées curvilignes

On indique ici I'expression des principaux opérateurs différentiels des champs
de tenseurs en coordonnées cartésiennes, cylindriques et sphériques. Seule I’ex-
pression de la divergence d’un champ de tenseur d’ordre deux est admise sans
démonstration, les autres formules découlant des définitions des paragraphes
précédents.

3.1 Coordonnées cartésiennes

On note (e, e,, €,) la base orthonormée du systéme de coordonnées cartésiennes
et on écrit
T=xe,tye,+ze,. (1.40)

Un vecteur infinitésimal dx s’écrit alors
de=dre,+dye,+dze,. (1.41)
Une variation infinitésimale du champ scalaire B(x) s’écrit

B B
dB = gd;c gdy—i—%dz B,dx+ B,dy+ B .dz . (1.42)

La définition intrinseque dB = grad B(z) - dz du gradient de B(z) permet
d’écrire
grad B(z) = Bge, + By e, +B.e, (1.43)
On considére maintenant un champ de vecteur V (z) défini par
V=Vie,+Vye,+Vze,. (1.44)
Une variation infinitésimale de V (z) s’écrit

dV.=dVy e, +dVy e, +dVs e, (1.45)

La définition intrinseque de dV = grad V(z) dz du gradient de V permet
d’écrire, en identifiant terme a terme les expressions, la relation

+ Vy,m Qy ®Qx+‘/;/7y Qy®§y+Vy7z Qy ®§z
+

‘/Z,I‘ QZ ® Qgg + ‘/Z,y Ez ® gy + VZ,Z QZ ® Qz ) (146)
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16 Chapitre 1. Algébre linéaire et tenseurs

ce que l'on résume par la relation matricielle dV =grad V - da :
Vie Vay Ve dx
dV = (Vy,x Vy Vi ) (dy) (1.47)
Vee Viyg Viz dz
Comme div V = tr (grad V'), on obtient directement
divV =Veo+Vyy+ V... (1.48)
Comme AB = div (grad B) , on obtient alors
AB=DB,;+ By, +B.. . (1.49)
L’expression de AV = div (grad V') s’écrit
AV =AVye, +AV e, +AV e, . (1.50)
La divergence d’un champ de tenseurs g(z) s’écrit

= (Ua:a:,;r + Ozyy + U$z,z) €x
+ (Oywz t Oyyy + Oyz.z2) €y
+ (Oepz+ Osyy +0222) €, . (1.51)

div

[S]

FI1GURE 1.6 — Coordonnées cartésiennes, cylindriques et sphériques.

3.2 Coordonnées cylindriques

Le systeme des coordonnées cylindriques est défini par les relations
x=rcosbe, +rsinfe, +ze, =re.(0)+ze, . (1.52)

On considere alors la base orthonormée [e,.(0), e(0), e,] telle que

Oe,
= 80 = QT',G =

e, =cosble, +sinfle, et ¢ —sinfle, + cosfe, . (1.53)

Un vecteur infinitésimal dx s’écrit alors, en dérivant I’équation (1.52),
dr=dre, +dye,+dze,=dre. +rdiey+dze,. (1.54)

Une variation infinitésimale du champ scalaire B(x) s’écrit

0B 0B 0B
dB—Edr—k%de—i-gdZ—B,rdT+B79d0+Byde (155)
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Coordonnées curvilignes 17

La définition intrinseque dB = grad B(z) - dz du gradient de B(z) permet
d’écrire

grad B(z) = B, e, + %Bﬂ eg+B e, . (1.56)

On considére maintenant un champ de vecteur V (z) défini par
V=Vie+Voieg+Vie, . (1.57)
En tenant compte de dle,(0)] = df ey et dleg(0)] = —db e,, une variation

infinitésimale de V (z) s’écrit
dV. = (dV, — Vpdf) e, + (dVy + V. df) eg + dV ¢, . (1.58)

La définition intrinseque de dV = grad V(z) dz du gradient de V permet
d’écrire, en identifiant terme a terme les expressions :

1
gradV = V.,e.®e, + ;(‘/'r,@ —Vo)e, ®eg+ Ve ®e,
1
+Vo,r €9 @€, + ;(Ve,e + V) eg®eg+Vorep®e,
1
+VZ,7" gz ®§r + ;‘/279 QZ ®§9 + ‘/z,z Qz ®§z 9 (159)

ce que l'on résume par la relation matricielle dV =grad V - da :

1

‘/rr - ‘Z/‘ — Vi V;” z
T Vio = Vo) Vi, 0
dVo=| Vo, —(Vao+V;) Vo, |[|rdo] . (1.60)
r 1 dz
Vz,r —Vz0 Vz,z
r
Comme div V = tr (grad V'), on obtient directement
1 1
divV =V, +=Voot+t—-V. + V... (1.61)
r r
Comme AB = div (grad B) , on obtient alors
1 1
AB = B,, + - B, + 2 Bgo+B,.. . (1.62)

Pour calculer I'expression de AV = div (grad V), il faut définir la divergence
d’un champ de tenseur de maniére intriseque a partir de la différentielle du
champ de tenseur grad V (z) qui est un tenseur d’ordre trois. Sans entrer dans
ces considérations, nous admettrons ici 'expression

2o Vi 2V Vi
AV = (AVT - 2) e+ (AVe + 52— 3) ey +AVze, . (1.63)
T T T T

On voit que les composantes de AV ne sont pas les Laplaciens des composantes
de V comme c’est le cas pour les coordonnées cartésiennes. On admettra de
méme que la divergence d’un champ de tenseurs symétriques g(z) s’écrit

. 0r0,0 Orr — 009
leg = (Urr,r + , + Oz + T’) [

T T
Oz

o 20
+ <09r,r + 00,0 + 0022 + 7"9) €9

g
e FCE

r
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18 Chapitre 1. Algébre linéaire et tenseurs

3.3 Coordonnées sphériques
Le systeme des coordonnées sphériques est défini par les relations
x =7sin6 (cosp e, +sinpe,)+rcosbe, . (1.65)

On consideére alors la base orthonormée [e, (¢, 0), eg(p, 0), e, (0, 0)] telle que

e, = sinf (cospe, +singpe,)+cosbe,
ey = ;‘; = cosf(cospe, +sinpe,) —sinfde,
1 0
e, = vy 8%; = —sinpe, +cospe, (1.66)

Un vecteur infinitésimal dx s’écrit alors
dr=dre.+rdfey+rsinfdy. (1.67)

Une variation infinitésimale du champ scalaire B(xz) s’écrit

9B 0B 0B
aB="2ar+ %2 a9+ 4o =B, dr+ Bydo+ By dp. (L.
or Ut g Wt g, W= Bradrt Bodit Bpdp. (168)

La définition intrinseque dB = grad B(z) - dx du gradient de B(z) permet
d’écrire

(1.69)

1
grad B(z) = Br e, + —Bg e + Ep -
T

—B
rsing ¥

On considére maintenant un champ de vecteur V (z) défini par
V=Vie+Voey+Vye,. (1.70)
En tenant compte de
dle,(¢,0)] = df eg+sinfdpe,,

dleg(,0)] = —dfe, +cosbdpe,,
—sinf dy e, —cosf dy ey , (1.71)

U
®
©
—~
5
>
=
Il

une variation infinitésimale de V (z) s’écrit
av. = (dV, —Vpdh —V,dy) e,

+ (dVp+V,.db —V, cost dp) ey

+ (dV,+V; sinfdp + Vo cosfd)e, . (1.72)

La définition intrinseque de dV = grad V(z) dz du gradient de V permet
d’écrire, en identifiant terme a terme les expressions :

1 1/ 1
g@dK:V7~,r§r®§r+;(w,e—Ve)§r®ge+; (SineVr,@—V@) e e,

1 1 1 1
+Vor €9 ®Qr+;(V6,9+Vr) ey D ey — - <sine9vb"ptg0v¢) ey X e,
1 1

1 1
+ch,r [ e, + ;Vgo,e [ X ey + ; (SH19 V@,(p + @

Vo + V,«) e, ®e, - (1.73)
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ce que l'on résume par la relation matricielle dV =grad V - da :

1 1 1
V;“,r - (V;“,G - ‘/0) - ( . ‘/T,go - VLp)
71“ . T \ sin 0 dr
AV =1 Ve, =Vao+V,) ( Voo — VwcotgH) ( rdé ) .
oo ’ r \sinf .
1 1 1 by r sin 0 dp
Vier r Vioo r (sm HVQD v T Vo cotgd + )
(1.74)
Comme div V. = tr (gl@d V), on obtient directement
1
divV =V, + - Vee-i- V+ GVWp—i- Vgcoth—f- V (1.75)
Comme AB = div (g@d B) , on obtient alors
1 1
AB Brr,n + - BT‘ + BQQ + COtg@Bg -+ 2‘729B7¢(p . (176)
sin

Pour calculer I'expression de AV = div (grad V), il faut définir la divergence
d’un champ de tenseur de maniére intriseque a partir de la différentielle du
champ de tenseur grad V (z) qui est un tenseur d’ordre trois. Sans entrer dans
ces considérations, nous admettrons ici 'expression

I 2 1
AV = AVT—Q(VT—i—Vgg—i—VgcotgH—i-,V@@ﬂ e,
T ’ sinf *

[ 2 Vi cotg
A — — —
+ I Vo + 7r2 (VT’G 2sin26  sinf VWP)} €9

I 2 V.

AVy+ ———= (Vi cotgf Vy, — £ e 1.77
+ i +r2 sin? 9( re +COtgO Vo 2sin9)] g ( )
On voit que les composantes de AV ne sont pas les Laplaciens des composantes
de V. comme c’est le cas pour les coordonnées cartésiennes. On admettra de
méme que la divergence d’un champ de tenseurs symétriques g(z) s’écrit

. 0r0.0 o 1
@g = _J"“'f',"‘_‘_ Try %—F;(ZJTT—UQQ—O’@@—FO}Q COtge):| €,
[ Opo0  Of 1
+ :agm, +—+ ﬁ + - . (0pg cotg O — oy, cotg O + 30T9)] €
0000 | Oppp | 1
+ _awyr + - + i + - " (3 0rp + 209, cotg 9)] €, - (1.78)
EXERCICES

NIVEAU I| Questions simples

utlhsant la conventlon de sommation d Elnstem
| w-v=uivi, v; = Aijuj, w- C-v=1u; Cijvj et Bij = u; vj.

2) Bcrire C = A - B, A:B,w=uAv et (u,v,w) en notations indicées en

utilisant la convention de sommation d’Einstein.

‘ Cij = Aa Bij, A: B = Aj; Bji, w; = €553 uj vg et (4,0, W) = €;3U; Vj Wy
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20 Chapitre 1. Algébre linéaire et tenseurs

3) Calculer le produit mixte (ej, es,e3). On considere K =2e; ®e; +2e; ®
ey +e3 ®e3. Calculer les parties symétrique D et antisymétrique  de K.
On considere g = 2¢; ®@¢e; +e; Rey+e9®e; +e3Res. Calculer les parties
sphérique g(s) et déviatorique g(d).

On a (ej,€5,63) = 1. Ona D =2e @e; +6 ey +e,@e; +eg®@eg et @ =

e ®e—e,®e. Ona gt =let g =¢ @e —e,Der+e,®e,+e, 6.

4) Calculer grad B, div V, AB et rot V. pour B(z) = 2% et V = grad B.
grad B=2z,divV =AB=6etrot V =0.

5) Calculer grad V, U -grad V,grad V- U, divA et AV powr V. =22, U =2
et A=grad V.
grad V=21 U-grad V =grad V-U =2z et divA = AV = 0.

6) Calculer div A pour A =2 ® ey puis A =¢; ® .
div(z®e;) =e; et div(e; @) = 3e;.

7) Calculer div (BY), div (U ® V) et rot (rot V) pour B = 22, U = z et
V =2x.
div (BV) =1022, div (U ® V) = 8z et rot (rot V) = 0.

8) Calculer [y, Q- ndS et [yn 0 -ndS pour Q(z) = wve; +yey —2ze3 et
a(z) =e; ®Q(z).

Comme div Q = 0 et divg = 0, le théoreme de la divergence entraine que ces
intégrales sont nulles.

2
9) On considére Véquation pp 5 = (A + p)erad (div &) + pAE on
&(a1,a2,as,t) est un champ de vecteurs 3D et ot \ et  sont des constantes

positives. On note d = div £ et r = rot £&. Montrer que % = 2 Ad et
&
ot?
Comme les dérivations en temps (¢) et en espace (@) commutent, comme div grad =
A et comme rot grad = 0, les champs d(a,t) et r(a,t) vérifient bien I’équation des

ondes avec ¢; = ’\‘;% et ¢y = \/;I,

= c% Ar ou ¢ et ¢y sont des constantes que I'on déterminera.

INIVEAU II| Révision sur les tenseurs (A)

1) Démontrer que u ® v-w = (v - w) u et que ses composante sont vj w; u;.

‘ En utilisant la convention d’Einstein, on peut écrire u®@v-w = u; v; w; e; = (v-w)u

2) Relier ce résultat a la relation A-u = Ajje; ®@e;-u= Ajjuje;
‘ Comme A = A;je;, ®ejete;Qe;-u= (gj u)e; =uje;, onaAd-u=Ajuje;
3) On considere la relation linéaire ¢ = A tr (¢)L + 2p¢e entre deux

tenseurs d’ordre deux g et e. Projeter cette relation sur l'espace des
tenseurs sphériques et I'espace des tenseurs déviatoriques. Montrer que
e=atr(g)l+2bg, ol a et bsont des constantes que I'on déterminera.
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La projection de la relation g = A tr (¢) L + 2 ue sur les espaces vectoriels des

tenseurs d’ordre deux sphériques et déviatoriques conduit a a(s) =1 3 tr (o)l =
(3)\+2u)tr (eI = (3)\+2u)e(5) et ol = Q,ue(d) On en dedult e =B 4
g(d) = 3)\+ g( )_|_7U(d) = m str (o)l + 5= [a— str (o) L. On a donc bien

§: atr (o )I+2ba avec ¢ = l<3>\+2u - —) et b— % On peut aussi projeter
(s)

la relation € = a tr (g) I +2bo en ) = (3a+2b)
déduire (3A+2u)(3a+2b) =1et (2u)(2a) = 1.

ted)—2ba pour en

4) Montrer que [, p ndS = [[pgrad p d3z.
On pose g = p [ et on applique la formule de la divergence ﬂ}mg -ndS =
ﬂD div o d3x en remarquant que div (p I) = grad p.

5) En utilisant la convention d’Einstein, développer les expressions div (BY),
div(U®V).

On a div (BV) = 201 = 85 v, 4 BI0 — grad BV + Bdiv V. La seconde
expression s’écrit div(U @ V) = (a%]‘-/) e, = ng; Vie, + U ?)ij e, =gradU -V +
divV U.

INIVEAU III| Révision sur les tenseurs (B)

1) On considere K = grad U et sa décomposition K = Q + D e
antisymétrique et symétrique. On pose T =M tr (D) 142 py D.
que divy = (Ap, + pp) grad (div U) + pp, AU.

partie
ontrer

=2 =

On a i = Ay Dudij + 24 Dy = A 290655 + i (ggi + gg;). On en déduit
dive = Zie, = (A, 520 6, 0°U; oL, On a donc divy =
dvz = ox; & = " Ox; Ox; W + Hn Oz Ox; + Hn BI (')x € n adonc divy =

{)\ + fn) 8ng ‘*‘Mnaggz}fz_()‘ + py) grad (div U) + p,, AU.

Zj

2) Ecrire la formule de la divergence [,r @ -ndS = [[div Qdz® avec la
convention d’Einstein. Exprimer les composantes du vecteur C' = A — B
avec A= [;pxz A o(z) -ndS et B= [,z Adivo(z) d*z. En déduire que
o est symétrique lorsque C = 0 pour tout domaine D.

La formule de la divergence peut s’écrire sous la forme jfaD Qin;dS = ﬂfD 8% da3.

En appliquant la formule de la divergence a I’ expressmn A, = jf op Eijk Tj Okl T dsS =

9(x; ok1) 3 _ Okl
05 g dx = o€k 50 om da® + [ €ijn x5 ax dxz? et en remarquant que

B = [, €ijk ; %‘;‘“’ da®, on obtient C; = €51 651 [ ow da® = e [[ onj da® =.
On a dOHC Cl : D(O’gg — 0'23) 41'37 C2 ': MD(Ulg — Ugl)d.’ﬂg 61'] Cg = MD(012 —
o21) dz®. On voit que g est symétrique si C = 0 pour des domaines D de plus en
plus petits.

3) On considére un champ de tenseurs d’ordre deux symétrique o(z)
un champ de vecteurs U(z). On note K = grad U et K = Q +
sa décomposition en partie antisymétrique et symétrique. On note A
JopU - c-ndS , B = [pdive -U d3z et C = A — B. Montrer que
C=[fpo:Dd.

En appliquant la formule de la divergence A= [, U-g-ndS = [[,,Uioijn;dS =

05 M Pr= [[,U; 8‘7” d3x+ﬂp 3o Yi 5,5 d*x. Comme B = I,U 8‘;’:7 Az, on

aC = MD K;j o d*x avec K” = aU Comme g: 'K =0 Kij = 0y D,jJ+ oi; Qij

et que g : Q=05 Qji = —0;; Qij = UZJQﬂ:—gzgzo,onagzgzg: 'K =

o:D.

o &
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24 Chapitre 2. Hypothése du continu

Introduction

On définit ici les conditions qui permettent de décrire la matiere de maniere
continue, sachant qu’elle ne 'est plus aux échelles microscopiques. Il faut
pour cela que les échelles de variation macroscopiques des champs considérés
soient grandes devant ces échelles microscopiques. Les phénomenes physiques
résidant aux échelles microscopiques, comme par exemple la diffusion brow-
nienne de constituants chimiques ou de la chaleur, doivent alors étre modélisés
par des champs continus.

1 Vecteur flux

Le nombre de Knusden mesure ’écart entre les échelles microscopiques et
macroscopiques et doit étre petit pour justifier 'approche continue. On montre
que les champs de surface qui modélisent les phénomeénes microscopiques de
courte portée et qui interviennent dans les équations de bilan sont caractérisés
par un vecteur flux.

1.1 Nombre de Knusden et hypothése du continu

La modélisation de la mécanique des milieux continus repose sur 'utilisation
de champs scalaires B(z), de champs de vecteurs V (z) ou de champs de ten-
seurs (d’ordre deux) A(z) supposés continus et différentiables, au moins par
morceaux. Cependant, cette description continue n’est physiquement pas va-
lable lorsqu’on s’approche des échelles microscopiques (10~ m par exemple)

ou la matiere est notoirement discontinue (atomes, molécules).

Pour justifier I'utilisation de fonctions continues pour décrire les solides et les
fluides a I’échelle macroscopique, on considere une suite de sous-domaines em-
boités Dy, convergeant vers un point z lorsque h, une longueur caractéristique
de Dy, tend vers zéro (voir Figure 2.1). On considere alors les valeurs d’une
grandeur physique extensive F(Dy,) lorsque h varie des échelles microscopiques
hmic aux échelles macroscopiques Ayqc.

F(Dy)
V(Dx)

i
! In 1

T 1 >
In (hmic) In (hmac)

FIGURE 2.1 — Comportement F(Dy) ~ f(zy) V(Dy) pour hpyic < h < hpac
avec des domaines emboités Dy, convergeant vers z.

S’il existe une gamme d’échelles hpic <€ h < hpac pour lesquelles
F(Dp) ~ f(z0) V(D) (2.1)

ot V(Dy) est le volume du domaine Dy, on dit que la grandeur F vérifie
“I’hypothése du continu”. On modélise alors la grandeur F par un champ
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Vecteur flux 25

continu & toutes les échelles, y compris infinitésimales, en écrivant
F(Dn) = f(z0) V(Dn) + O(h') = O(h?) (2:2)

ou O(h™) désigne un infiniment petit d’ordre n. On peut donc considérer que
f(z), la densité volumique de la grandeur F, est continue et différentiable, en
se souvenant que l'infiniment petit mathématique n’est qu'une modélisation
et que le domaine du continu décrit des échelles supérieures a 1’échelle mi-
croscopique hpic. On désigne par le nom de “particule” du milieu continu
un volume de taille caractéristique A considéré comme infinitésimal pour
I’échelle du continu mais suffisament grand pour contenir un tres grand nombre
de molécules de matiere.

Au-dela de hpyac, les fluctuations macroscopiques de F deviennent visibles. On
peut alors écrire

7o) = [I[ 1@ d. (2.3)

pour tout domaine D. L’hypothese du continu ne peut étre formulée pour
une grandeur F que si le rapport Kn entre les échelles microscopiques et
macroscopiques, appelé le nombre de Knusden, est trés petit devant un, ce
que 'on écrit

hmic
hmac
Il existe cependant des phénomenes physiques comme la diffusion moléculaire
ou 'action des forces de contact dont la nature se situe aux échelles micro-
scopiques. En effet, les particules considérées comme infinitésimales a 1’échelle
du continu échangent constamment des molécules entre elles ce qui induit des
processus de mélange. Dans le cadre d’'une approche “milieu continu”, il est
nécessaire de modéliser ces phénomenes par des champs surfaciques définis sur
les frontieres de domaines de tailles supérieures a hpi.. C’est par exemple le
cas du flux d’un constituant chimique.

Kn =

<1. (2.4)

1.2 Bilan global d’un constituant chimique

On suppose que C(D,t) est la masse d’'un constituant chimique dilué dans
un fluide occupant le domaine D a l'instant . On suppose que le nombre de
Knusden Kn est petit devant un et que C(D,t) ainsi que sa dérivée %C (D, 1)
vérifient ’hypotheése du continu. On peut alors écrire

(D, 1) = ///D o(z,t) B | (2.5)

ou ¢(z,t) est la masse volumique du constituant chimique que 1’'on suppose
variable avec le temps t. On dit aussi que c(z,t) est la “concentration” du
constituant chimique.

On suppose que la masse du constituant qui traverse la frontiere d’un domaine
D par unité de surface et de temps peut étre modélisée par le flux g.(z,n,t) ou
n est la normale & la frontiére 0D. La loi de conservation de la concentration
chimique ¢(z,t) consiste a énoncer que pour tout domaine D fixe, la relation
suivante est vérifiée :

% {///D c(z,1) dgx} + //{m qe(z,n,t) dS =0. (2.6)
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26 Chapitre 2. Hypothése du continu

FIGURE 2.2 — Modélisation de la diffusion moléculaire d’un constituant chi-
mique par le flux par unité de surface g.(z,n,t).

Le flux g.(z, n,t) mesure la masse du constituant chimique qui sort du domaine
D par unité de surface et de temps. Ce flux provient de I'agitation moléculaire
aux échelles microscopiques dont D'effet moyen, a 1’échelle du continu, peut
se traduire par un bilan positif ou négatif a travers une surface. Dans cette
modélisation, on a supposé que ce flux ne dépendait que de la normale a la
surface infinitésimale d.S prise autour du point z de la frontiere de 0D.

1.3 Linéarité du flux

L’existence d’une loi de conservation pour la concentration c(z,t) entraine
la linéarité de son flux ¢.(z,n,t) par rapport au vecteur unitaire n. Pour
démontrer cette importante propriété, on considere une famille de tétraedres
Ty, convergeant de maniere homothétique vers un point z, lorsque h, par
exemple la longueur d’une des arétes, tend vers zéro.

z z

FIGURE 2.3 — Famille de tétraedres 7; convergeant vers un point z.

Comme C(D,t) et sa dérivée 4 4 [C(D, t)] vérifient I'hypothese du continu, on

peut écrire
//aTh de(z,n,t) dS = —= [///7;1 1) dx ] _ O 27

ott O(h3) désigne un infiniment petit d’ordre 3. En notant n,, n,, n, et n,
les normales sortantes aux faces d’aires respectives §.5;, 65y, 0.5, et 0.5, (voir
figure 2.3), on peut écrire

// ge(z,n,t) dS = qe(xg,ny,t) 05 + qe(Tg, 1y, ) ISy + qe(g, 1, 1) 65,
aT,
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+qc(20; 1y, ) 385 + O(RP) . (2.8)

En remarquant que 6S = O(h?) pour §S € {§5;,05,,8S,,55,} et en utilisant
la relation géométrique

0Sy ng + 0S5y n, + 0S;n,+d5n, =0, (2.9)
la comparaison des équations (2.7) et (2.8) montre que, en changeant z, en z,
qe(z,14,1) 08z +qc(z,ny, t) Sy +qc(z, n,,t) 6S.4qe(z, 0y, t) 65 = 0. (2.10)

On en déduit que g.(z,n,t) dépend linéairement de n. On peut donc ’écrire
sous la forme

Ge(z,n,t) = Q (2,1) " n (2.11)

ou @ (z,1) est le “vecteur flux sortant” du constituant chimique c(z,?).

2 Diffusion d’un champ scalaire

L’équation de bilan d’un champ scalaire représentant la concentration d’un
constituant chimique met en évidence l'existence d’'un vecteur flux. La loi
de Fick, qui est une loi de comportement empirique, relie ce vecteur flux au
gradient de la concentration. On en déduit une équation de diffusion qui admet
des solutions analytiques.

2.1 Du bilan global au bilan local

On considere le champ de concentration chimique ¢(z, t) obéissant & I’équation
de conservation (2.6) qui admet donc un vecteur flux vérifiant (2.11). Cette
loi de conservation du champ scalaire ¢(z,t) indique que pour tout domaine
fixe D on peut écrire le bilan global

% {///D c(z,t) d%} + /aD Qc@’ t)-ndS=0. (2.12)

On suppose ici que ¢(z,t) est continu et dérivable dans tout le domaine D et
non plus seulement continu par morceau. Dans ce cas et puisque les domaines
D ne dépendent pas du temps, on peut écrire

% U//D c(z,) dgx} = //Dg(;(x, t) d’z (2.13)
Jc

ot g est la dérivée partielle de c(x,t) par rapport au temps. On suppose
de plus que le vecteur flux @ (z,t) est un champ dérivable, ce qui permet
d’appliquer le theoreme de la divergence

/ap Q. (z,t) - ndS = //D div Q (z,t) d’x . (2.14)

En appliquant le bilan global & des domaines de plus en plus petits, on déduit
le bilan local valable pour tout point x et tout temps ¢ qui s’écrit

%(g, t)+div @ (z,t) =0. (2.15)
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28 Chapitre 2. Hypothése du continu

2.2 Loi de Fick

La loi de Fick est une loi de comportement, c’est-a-dire basée sur des obser-
vations expérimentales, qui spécifie

Qc(la t) = —k. grad C(iy t) s (2.16)

ou k. > 0 est le “coefficient de diffusion moléculaire” du constituant c.

oD

&=

FIGURE 2.4 — Illustration de la loi de Fick avec g. = QC -n et QC = —k. grad c.

Si u,, est la vitesse caractéristique de l'agitation des molécules (tres grande)
et I, leur libre parcours moyen (trés petit), on peut écrire k. ~ Iy, tp,. Ce
coefficient mesure donc l'efficacité avec laquelle le mouvement brownien des
molécules transporte le constituant chimique des endroits ou il est le plus
abondant vers les endroits ou il n’a pas encore completement diffusé. Par
exemple, le coefficient de diffusion moléculaire de la salinité dans ’eau de mer
est ke ~ 1072 m? s~ L.

Si le milieu continu est inhomogene, on peut considérer que k.(z) dépend de
I'espace et la loi de conservation du constituant chimique ¢(z, t) s’écrit

oc

ot

Dans le cas ou le milieu continu est homogene, le coefficient k. est constant et
le champ scalaire ¢ vérifie I’équation de diffusion

Oc

ot

(z,t) = div [kc(z) grad c(z,t)] . (2.17)

(z,t) = ke Ac(z,t) . (2.18)

2.3 Solutions analytiques de I’équation de diffusion

On considere I'équation de diffusion suivante
dc " 9%c
— =k — 2.19
ot ¢ ; Ox? ( )

ou ¢(x1, 2, ..., Tpn,t) est un champ scalaire dans un espace affine de dimension
n entier quelconque et k. > 0 un coefficient positif constant. Cette équation
admet une solution analytique valable pour tout temps ¢t > 0 qui s’écrit

1 n %2 -
[var )] exp [—lel(t)] ,U(t) = V2kt, (2.20)

(21,29, ey Ty t) =
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et dont 'intégrale sur tout 'espace vaut un. Cette solution mathématique per-

met de générer plusieurs solutions de I’équation de diffusion tridimensionnelle

% = k. Ac dans le cas ou k. est constant, que ’on résume dans le tableau 2.1.

I(t) = V2ol 1D 2D 3D
o2 o?4y? 2?4y? 422
_ | _Ciot 3252 Cho o2  Cior T 2
t>0,c(z,t)= \/ﬁlt(t) e 2120 27T§2t(t) e 202 (%)é ;3@)6 212(t)
t=0, c(z,0) = Ciot () Ciot 0(x) 0(y) Ctot 0(z) 6(y) ()

TABLE 2.1 — Solution exacte de I’équation de diffusion % = k. Ac.

Pour toutes ces solutions, on a

/nc@,t) d"z = Chy et 1(t) = V2het . (2.21)

Ces solutions ont des formes de gaussiennes respectivement unidimensionnelles
(1D), bidimensionnelles (2D) ou tridimensionnelles (3D). Leur écart type [(t)
suit la méme “loi de diffusion” en v/t. Lorsque ¢ tend vers zero, les valeurs de
c(x,y, z,t)/Cior tendent respectivement vers d(x), 6(x)d(y) et d(z)d(y)d(z) ou
d(z), d(y) et 0(z) sont les distributions de Dirac. On voit donc que ces solutions
analytiques correspondent a des concentrations initiales localisées dans un plan
(diffusion 1D), sur une ligne (diffusion 2D) on en un point (diffusion 3D),
comme l'illustre la figure 2.5.

FiGURE 2.5 — Diffusion 1D, 2D ou 3D.

3 Equation de la chaleur

L’équation de bilan de 1’énergie interne met en évidence 'existence d’un flux
de chaleur. La loi de Fourier relie ce flux au gradient de température. On en
déduit I’équation de la chaleur qui se résout en imposant des conditions aux
limites aux frontieres.
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30 Chapitre 2. Hypothése du continu

3.1 Equation de bilan de I’énergie interne

Une hypothese tres courante pour la modélisation des milieux continus consiste
a dire que pour des domaines de taille caractéristique h tels que hpic K h K
hmac, le milieu est en équilibre thermodynamique. On peut donc définir une
densité volumique d’énergie interne e, telle que ’énergie interne totale d’un

domaine D s’écrivent
Eun(.t) = [[] emlz.t) d. (2.22)
D

En I'absence de forces et de mouvement a 1’échelle macroscopique, le premier
principe de la thermodynamique s’énonce a travers 1’équation de bilan qui
spécifie, pour tout domaine D, la relation

dt[///emtxtdi”} //BD (z.n,1) dS = /// (2. 1) (2.23)

ou g(z,n,t) est le flux de chaleur, par unité de surface et de temps, sortant et
r(z,t) Papport de chaleur volumique par unité de volume et de temps. Comme
I’apport de chaleur vérifie I’hypothese du continu, le champ surfacique ¢ est
une fonction linéaire du vecteur unitaire n et on peut définir le vecteur flux
de chaleur par la relation

Q(gv n, t) = Q(gv t) n. (2'24)

On définit alors la puissance thermique Py par la relation

%[Eint(p,t)] Pine(D, t) // Q(z,t) - n dS+/// r(z,t) . (2.25)

On déduit, de ce bilan global, I’équation de bilan local

aeint

ot

+divQ =1, (2.26)

que 'on nomme “équation de bilan de I’énergie interne”.

3.2 Lol de Fourier et loi d’état

La loi de Fourier est une loi de comportement pratiquement toujours utilisée
pour décrire la diffusion de la chaleur dans tout type de milieu continu. Elle
s’écrit

Q(z,t) = —kgrad T'(z, 1) (2.27)
ou k est la “conductivité thermique”. Par exemple, la conductivité thermique
est de 'ordre de k = 0.6 W m~! K~! dans I’eau de mer, plus de cent fois plus
petite dans 'air et dix fois plus grande dans les métaux.

L’hypothese d’équilibre thermodynamique local que nous avons faite dans le
cadre de I’hypothese du continu permet de relier entre elles les grandeurs
thermodynamiques par des lois d’état. A titre d’exemple, nous supposons que
cette loi d’état est de la forme simple

€int =P C T ; (228)
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ou p est la masse volumique, T'(z, t) la température et ¢ la “chaleur spécifique”
ou “capacité thermique massique”. Cette loi d’état simplifiée est utilisée
en choisissant la chaleur spécifique a volume constant ¢ = ¢, ou a pres-
sion constante ¢ = ¢, selon les cas. Ces coefficients valent par exemple
4 000 J kg=! K~! pour l'eau et quatre & cing fois moins pour I’air ou pour
certains solides. On suppose ici que p et ¢ sont constant.

L’équation de bilan de I’énergie interne conduit donc a “I’équation de la cha-
leur” qui s’écrit
oT k
—:KAT—FL avec K=—,
ot pc pc
ou k est le coefficient de “diffusivité thermique”. Ce coefficient vaut par
exemple x = 1.5 1077 m? s~! pour I’eau de mer.

(2.29)

3.3 Conditions aux limites

On s’intéresse ici a I’évolution du champ de température, obéissant a I’équation
de la chaleur avec x constant, dans un domaine 2. Pour résoudre ce probleme
de thermique il faut spécifier une condition initiale 7'(x,0) si le probleme est
instationnaire et, surtout, des conditions aux limites.

gdNeumann

FIGURE 2.6 — Condition aux limites en température sur 0€2p;richier €t en flux
sur aQNeumomn-

Un premier type de conditions aux limites consiste & imposer le flux ¢(z, n,t) =
GNeumann(Z,t) sur une partie de la frontiere 92 que 'on notera QN ecumann-

Comme g = Q -n = —kgrad T - n, ces conditions aux limites s’écrivent
oT
—k g@d T(27 t) n= —k 8_n(L t) = gNeumann (ia t) ) pour S aQNeumann .
(2.30)

Dans la mesure ou cette condition aux limites fait intervenir la dérivée normale
‘g—z: =grad T - n, on dit qu’il s’agit d’une condition aux limites de “Neumann”.
Cette condition aux limites se rencontre en pratique s’il I'on injecte ou retire

un flux de chaleur donné.

Un deuxieme type de conditions aux limites consiste a imposer la température
T(z,t) = Tpirichiet(z, t) sur de la frontiere 92 que 'on notera 9N pirichiet- Ces
conditions aux limites s’écrivent

T(&, t) = TDim’chlet(ﬁa t) ) pour z € 6QDirichlet . (231)
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Dans la mesure ou cette condition aux limites fait intervenir la température T'
en non pas sa dérivée normale, on dit qu’il s’agit d’une condition aux limites
de “Dirichlet”. Cette condition aux limites se rencontre en pratique lorsque
la frontiere en question est plongée dans un bain thermostaté a forte inertie
thermique ou en présence de régulation thermique.

En conclusion I’équation de la chaleur avec ses conditions aux limites s’écrit

oT t
E(L t) =k AT (z,t) + ria.?) pour z € 2
orT
avec —k %(la t) = {Neumann (la t) pour x € QN ecumann
et T(£7 t) = TDirichict (@7 t) pour z € 8QDz'rz'chlet . (232)

On remarque que si 00 Newmann = OS2, ¢’est-a-dire si les conditions aux limites
sont uniquement des conditions de flux, et si ¢neumann €t 7 sont indépendant
du temps, le probleme n’admet de solution stationnaire que si la relation de
compatibilité suivante est satisfaite :

I, axeananai@) as = [[] v d*e. (2.33)

EXERCICES

NIVEAU I| Questions simples

1) Est-ce que F(D) = V(D) vérifie 'hypothese du continu ? Méme question
pour S(D) = [ dS.

‘ F vérifie 'hypothese du continu mais pas S.

2) On suppose que F (D) + [5p qc(z,n,t) dS = 0 pour tout domaine D ot F
vérifie I'hypothese du continu. En déduire que F(D) = — [ div Q (z,1) 3z
ou @ est un champ dont on justifiera I'existence.

Comme ﬂab qc(z,n,t) dS vérifie 'hypothes du continue, il existe un champ Q(z,t)
tel que g.(z,n,t) = Q(z,t) - n. La formule de la divergence permet de conclure.

3) At= 0, on injecte ponctuellement une quantité Cy,y = 1 kg d’un colorant
en z = 0. On suppose qu’il diffuse dans I'espace avec un coefficient de
diffusion k. = ﬁ 1078 m2 s, Calculer le temps t, au bout duquel la
concentration maximale ¢p,q.(ts) est inférieure & une tonne par meétre

cube?
La concentration maximale est Cpqaz(t) = Cror (4Tket)™3/2. Au temps t = t, on
a Cmae(ts) = 10% kg/m?3. On a donc 47 k.t = [Cior/Cmaz(t:)]?/? = 1072 m? d’out
t =10 s.

4) On chauffe une barre de longueur [ = 1 m & un taux r = 10> W/m3. La
diffusivité thermique est £ = 2.107% m?/s et pc = 10° J m=3 K~1. On
suppose que T = Ty = 20° C en z = 0 et que le flux thermique est nul
en z = [. Calculer le champ de température T'(x) dans le cas stationnaire
(indépendant du temps). Calculer la température T'(1) en z = .

On xT"(z) + 72 = 0 avec T(0) = Ty et T'(l) = 0, d’ont T'(x) = —-—(x — 1)

en utilisant la condition T7(l) = 0 et T'(x) = Ty + ——(lz — 2%/2) en utilisant la

condition T(0) = Ty. On en déduit T(l) = Ty + 52— = 22.5° C.

pCK
2pck
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INIVEAU II| Fonte de la glace

Un milieu continu a la forme d’un parallélépipede rectangle de dimensions
l1 x Iy x I3 = bem x 2cm x lem. On pose le parallélépipede couché sur une
plaque chauffante du coté d’une face I; x ly. L’autre face est en contact avec
un morceau de glace en m’arrangeant pour que ’eau de fonte soit évacuée loin
du parallélépipede , et pour que les quatre autres faces soient thermiquement
isolées. En maintenant la plaque a un température de 50 °C, on fait fondre
le morceau de glace en 1h. On tourne ensuite tourné le parallélépipede en
mettant en contact les faces I; x [3, et on recommence ’expérience avec la méme
quantité de glace. On suppose que les champs sont stationnaires (indépendant
du temps) pendant les expériences.

1) Exprimer le champ de température pour les deux expériences.

En choisissant 1e repere de sorte que z = 0 soit ’équation de la plaque chaude, on
aT(z)=Ts — Ol 1o » pour la premiere expérience et T'(z) = Tso — T5OZ;T° z pour
la seconde.

2) En combien de temps la glace a-t-elle fondu ?

Si T50 et Ty sont les deux températures de plaque le flux de chaleur de la E} aque
vers la glace est Q, = k T5°l 1o pour la premiere expérience et Qp, = k 28020 o
pour la deuxiéme. Comme les surfaces de contact sont respectivement S, = 7 1lo
et Sp = lil3, les flux de chaleur sortants allant du dparalle épipede vers la glace
sont g = QaSs et g = Qp Sp. En appliquant la 3 [Eine(D,t)] = Pene(D, 1) olt
D est le volume occupé par la glace, on obtient Emt(D t) = Ent(D,0) + got et
Eint(D,t) = Ent(D,0) + gy t dans la mesure ol les puissances thermiques respectives
Pine(D,t) = qa et Pine(D,t) = ¢y ne dependent pas du temps. En notant AE =
Eint(D,To)—Eint (D, 0) = Ent(D, Tb) Eint (D, 0) Iénergie nécessaire pour faire fondre
la glace, en déduit q, T, = q» Tp ou Ty, et Tp, sont les temps de fonte respectlfs des
deux expériences. On en déduit ¢, = k (T59 — Tp) 1312 et gp =k (Ts0 — TO) L l3.
Comme le rapport de ces puissances est (I3/l2)? = 1/4, ont conclut que le temps “de
fonte est 4 fois plus grand lors de la seconde expérience, et donc égal a 4h.

INIVEAU III| Expérience thermostatée

On considere une piece M de cotés I1 = 1.5 m, I = 1 m et I3 = 0.5 m, en-
castrée entre deux pieces A et B de largeur [ = 0.4 m (figure 2.7) consituées
d’un matériau différent. On suppose que ’on peut maintenir a température
constante certaines faces de ces pieces tandis que les autres faces sont thermi-
quement isolées.

Dans un premier temps, on considere la piece M seule, en ’absence des pieces
A et B. On maintient une des surfaces M normale a e; a la température Ty =
25°C, l'autre a température Tp = 15°C. En mesurant les flux de chaleur qu’il
faut fournir aux bains thermostatés, on constate que le dispositif consomme
10 Watts.

1) Calculer le coefficient de conductivité thermique kjps du matériau de la
piece M.
Le gradient de temperature est 'y = (Tp — Ta)/ly = —6.6 K.m~!. En notant

P =10 W la puissance, le flux de chaleur dans la direction e; est Q1 = —P/(l2l3) =
20 Wm~2, d’ott kpy = —Q1/T'; =3 WK tm~L.
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xr3 v L2

===

FIGURE 2.7 — Piéces M, A et B conductrices de chaleur.

2) On recommence la méme expérience avec la piece A ou B seule, et on
mesure une puissance de 120 W. Calculer le coefficient de conductivité
thermique k du matériau des pieces A et B.

En notant P’ = 120 W la nouvelle puissance mesurée, on a maintenant I'y = (T —
Ta)/l=25Km™t et Q= —P'/(lzl3) =240 W.m~!, d’ou k = 9.6 WK t.m~!.

3) On considere le montage encastré pour lequel on maintient la température
de la face externe de A normale a e; a la température T4 = 25°C et celle
de B a la température Tg = 15°C. Calculer la répartition de température
T'(z) en tout point z du montage et indiquer les températures aux inter-

faces des pieces.
La température ne dépend que de x;. Le profil est linéaire par morceaux car le flux
de chaleur @7 est constant. Il varie de T4 & 1", dans la piece A avec un gradient
I' = - /k, de Ty a Ty dans la piece M avec un gradient I'yy = —Q1/kn et de
T} & Tp dans la piece B avec le gradient I'. En éliminant ()1 entre les relations

I‘%TA = —ka—l, Z%TA = —kgi et #ﬁ = —Qk—l, on obtient 7% = T4 + (T +

—1
Ta) (%) (1 + Q%Mll) = 24.3°C et Tl = 15.7°C.

4) En déduire le vecteur flux de chaleur Q(z). Calculer la puissance P que
consomme ce dispositif.

—1

On en déduit Q1 = — (T — TA)kl—f’ (1 + Z%Mll) = —17 W.m~2. La puissance

consommée est donc P’ = —Q1l5l3 = 8.5 W. Malgré la largeur des pieces A et B,

le montage conduit a peine plus de chaleur.

5) Calculer le coefficient de conductivité thermique équivalent pour le mon-
tage multi-pieces et comparer le avec ceux de chacune des pieces. Com-
menter a ’aide d’une analogie électrique.

On peut écrire Q = —keqTﬁTTIB avec keq = (I + 2l)/ (kl—;J + %) = 39

W.m~ LK™, On obtient une analogie électrique en comparant Iinverse des co-
efficients de conductivité thermique a des résistances linéiques, le flux de chaleur au
courant et la différence de température a la différence de potentiel.
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Introduction

Avant d’aborder les lois de comportement de la mécanique des milieux
continus qui relient les efforts aux déformations, il faut se doter des outils
mathématiques permettant de décrire ces dernieres. Dans la mesure ou les lois
de comportement font intervenir les déformations locales des petits domaines,
on s’intéresse au transport de petits vecteurs par ces déformations. On étudie
donc ici la variation des longueurs et des angles de ces petits vecteurs ainsi que
celle des petits volumes. Pour préparer ’élasticité linéaire, on s’intéresse au
cas des petites perturbations combinant I’hypothese des petites déformations
et des champs peu déformés.

1 Deéformations quelconques

Une déformation est une application de IR? dans IR3. Sa jacobienne transporte
les petits vecteurs dont le produit scalaire dans ’espace déformé est décrit
par le “tenseur des dilatations”. On définit ici les notions de représentations
eulérienne et lagrangienne des champs.

1.1 Transport d’un petit vecteur

On considere un espace affine d’origine O muni d’une base orthonormée
(€1,€9,€3) et on note @ = ay e; +az ey +azes et & = x1 ey +r2ey + 369 deux
vecteurs quelconques. On identifie ainsi I'espace affine avec IR? en confondant
ses points avec les vecteurs ou les composantes permettant de les repérer. On
appelle “configuration de référence” un domaine €y de IR3. Une déformation
X est une application différentiable de Qy dans IR® que I'on note

X QQ — Bg
a — z=2X@). (3.1)

FIGURE 3.1 — Déformation quelconque z = X(a).

On appelle “configuration déformée” que I'on note 2 = X () I'image de Qg
par X. On note I (a) la jacobienne de X en a dont les composantes sont

0X;
Fij(a)

@)= 5, @ (3.2)
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Etant donné un petit vecteur da, on peut effectuer le développement limité
X(a+ éa) = X(a) + E(a) - da + O(da®) , (3.3)
ol da = ||dal| est la norme de da. Si on note dx = X (a + da) — X (a) I'image

du petit vecteur da et si I'on considere que da et dx sont des vecteurs “infi-
nitésimaux”, on peut écrire

dz = F(a) - da — dz; = Fij(a)da; , (3.4)

ou l'on a utilisé la convention de sommation d’Einstein.

1.2 Tenseur des dilatations

On considere deux petits vecteurs da et da’ pris autour de a et on note dzx et
02’ leurs images autour de z = X (a) vérifiant donc

x = F(a) - da et bz’ = F(a) - éa’ . (3.5)

FIGURE 3.2 — Transport des petits vecteurs da et da’ par F(a).

On consideére la fonction C(a; da, da’) qui associe aux petits vecteurs da et da’
pris autour de a le produit scalaire de leurs images respectives dz et dz’, ce
qui s’écrit

C(a; da, 6a') = bz - bz’ = "6z b2’ = bx; O} . (3.6)

En remplacant dz et 2’ en fonction de da et da’, on peut écrire

C(a; da,dd") = [E @2 -da) - [E(a) - 6d'] = tt[

On définit alors le tenseur des dilatations par la relation

C(a) = 'E(a) - F(a) = Cij(a) = Cji(a) = Fin(a) Fjn(a) . (3.8)

Le tenseur des dilatations C' est symétrique et permet d’écrire

C(a; da,dd") = bz - 02" = da - C(a) - da’ . (3.9)
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1.3 Représentations lagrangienne et eulérienne

On supppose que 'application X est inversible et on note A son inverse :
z = X(a) =  a=Az). (3.10)

On appelle “représentation eulérienne” du champ B la fonction B(Z) (z) qui
associe a tout point x de la configuration déformée €2 la valeur du champ. On
appelle “représentation lagrangienne” de B la fonction BWL) (a) qui associe a
tout point a de la configuration de référence €2y la valeur du champ dans la
configuration déformée, vérifiant donc les relations

B"(a) =BP[X(a)] <+  BYAQ@]=8"(). (3.11)

FIGURE 3.3 — Représentations lagrangienne B")(a) et eulérienne B¥)(a) du
champ B pour la déformation X.

En notant Id Iidentité, ~—! 'inversion et o la composition entre fonctions, on
peut éerite Ao X =Id, X0 A=1d, A=X"1 X=A"", B@L) = BE) g X et
BE) = B() o A. On peut aussi résumer le passage entre les représentations
eulérienne et lagrangienne par la relation

BP)(z) =BW(a) ssi  z=X(a) <= a=Az). (3.12)

2 Longueurs, angles et volumes

Le tenseur des dilatations C'(a) permet de calculer la dilatation des longueurs,
le glissement des angles et la variation des volumes par la déformation X pour
les petits vecteurs pris dans le voisinage d’un point a.

2.1 Dilatations relative des longueurs

Etant donné un petit vecteur da dans le voisinage de a (voir figure 3.4) d’image

d0r = F(a) - da dans le voisinage de x = X(a), la dilatation relative des
longueurs A est définie par
|8z || da-C(a)- da da; Cij(a) da;
A(a; da) = = = = ) 3.1
(@ 00) = 154 %0 - 0a San bar (8.13)
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FiGURE 3.4 — Transport de petits vecteurs et variations des longueurs, des
angles et des volumes.

On remarque que la fonction A(g; da) ne dépend pas de la norme du petit
vecteur da mais uniquement de sa direction. Dans le cas particulier da = da e,

ona
A(a;da er) = /eq -e1 =vC11 . (3.14)

Les dilatations Ay = A(a;dae;), Ao = A(g7 5a§2) et A3 = A(a;daeq) dans les
directions de la base canonique sont reliées aux coefficient diagonaux de C(a)

par Ay = /C11, Ay = /Cag et Az = +/C33.

2.2 Glissement des angles

On considére deux petits vecteurs orthogonaux da et da’ (voir figure 3.4),
vérifiant donc da - da’ = 0, dans le voisinage a. On note 0(a; da, da’) 1'angle
orienté de leurs images 0z = F(a) - da et dz’ = F(a) - da’. On appelle “angle
de glissement” du couple (da, da’) le complémentaire v(a; da, da’') = 7/2 —
6(a; da, da’). En utilisant la relation dx - é2’ = da - C(a) - da’, on peut écrire

dx - 0z’ da-Cla) - od’
521151~ J3a- Cla) -0 /o0’ C(@

On remarque que l'angle de glissement ne dépend pas du module des deux
petits vecteurs orthogonaux da et da’. Dans le cas particulier da = da e; et
da’ = dd’ ey, Pangle de glissement y12 = v(a; da ey, da’ ey) vérifie donc

sinyg = e1-Cla) - e _ Cia
Ver Cl) e \Je Cla) ey VO VO

Les coefficients non diagonaux du tenseur des dilatations C(a) renseignent
donc sur les angles de glissement des couples de directions de la base canonique.
Par exemple, si C(a) est une matrice diagonale, I'image de la base canonique
orthonormée est orthogonale.

sinvy(a; da, da') = (3.15)

(3.16)

2.3 Transport des volumes

Si 8z, 82’ et 6z sont trois petits vecteurs engendrant un repére direct, le
volume §V du petit parallélépipede qu’ils engendrent (voir figure 3.4) est égal
a leur produit mixte

8V = (8, 82", 62" ) = dz - (82’ A §z") = ey, 6y 0 Sy, (3.17)
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ol €1, est le pseudo-tenseur fondamental alterné. En effet, le produit vectoriel
A n =o' A @U" de composantes d.A n; = €, 5:5';- 593;; a pour module I'aire
0A du parallélogramme engendré par 4z’ et dx et pour direction la normale
orientée n au plan qu’ils engendrent. Le produit scalaire 6V = 6 A n-dx = A h,
ou h est la hauteur du parallélépipede, est bien égal a son volume.

Si 0z = F(a) - da ey, 02’ = F(a) - da ey et o F(a) - 6a e3 sont maintenant
les images des trois petits vecteurs da = dae;, da’ = dae,y et R — da e qui
engendrent le cube de volume 6Vy = (da, dd’, da”) = 63a, on peut écrire

0V = (62,07, 05" ) =da® (E-e;, E ey, E-e3) =6Vpdet E.  (3.18)

Cette relation se généralise a un petit volume quelconque 6V, du voisinage
de a dont l'image est 6V dans le voisinage de z = X(a). En effet, il suffit
de recouvrir le volume §), par des cubes infiniment petits et de confondre la
valeur de F en leurs centres avec la valeur de F'(a) en a. En notant J(a) =
|det F(a)| = det F(a) (repere direct) le Jacobien de X en a, on peut écrire

OV = J(a) 0Vo = y/det C(a) Vo . (3.19)

Le Jacobien de X, qui est le déterminant de la Jacobienne F' mais aussi la
racine carrée du déterminant du tenseur des dilatations C, exprime la dilata-
tions des petits volumes. Par exemple, si C'(a) est une matrice diagonale, la
dilatation relative des volumes est égale a J(a) = +/C11 Caa Css.

3 Hypothese des petites perturbations

L’hypothese des petites déformations est formulée en supposant que le tenseur
des dilatations reste proche de I'identité. Le tenseur des petites déformations,
qui en mesure 1’écart, permet de décrire les variations de longueurs, d’angles
et de volume. L’hypothese des petites perturbations s’obtient en ajoutant 1’hy-
pothese des champs peu déformés.

3.1 Tenseur des petites déformations

Pour pouvoir dire que la déformation X est petite, on commence par effectuer
le changement de variable
_ 0§

X@=a+gla) = Elo)=L+H@) avec Hy@)=g ). (3.20)

Le champ {(a) est appelé le “champ de déplacement” dans la mesure ou il
relie le point a & son image z = X (a).

L’hypothese des “petites déformations” consiste a dire que les composantes de
la jacobienne H du champ de déplacement £ sont d’ordre n avec n < 1. On va
donc pouvoir effectuer des développements limités & 'aide du petit parametre
7. On pourra par exemple effectuer le développement limité a 'ordre un du
tenseur des dilatations sous la forme

C="F-F=I+H+'H+'H-H=1+2¢+0(n"), (3:21)
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FIGURE 3.5 — Déformation z = X(a) = a + £(a) et champ de déplacement .

ou ¢ est le “tenseur des petites déformations” défini par

@)+ 'H@)] = eij<a>—;[§§j<a>+§§i <a>]. (3.22)

|
N

€la) =

3.2 Allongements et autres petites variations

On considere trois petits vecteurs da, da’ et da’ pris autour de a et on note Jx,
iz’ et @U" leurs images respectives, autour de x = X (a), par la déformation X
supposée vérifier 'hypothese des petites déformations. On souhaite exprimer la
variation des longueurs, des angles et des volumes en utilisant le développement
limité C = I+ 2 e+ O(n?).

On définit 'allongement relatif A(a; da), que 'on relie a la dilatation relative
A(a; da) par la relation

da-C(a) - da

A(a; 8a) = A(g; da) — 1 = =

—1. (3.23)

Le développement limité da - C - da = da® + 2 da -€-da+ O(n?) conduit &

da - €(a) - da

Alg; da) = ——

+0(n?) . (3.24)
Comme pour la dilatation, I'allongement ne dépend pas de la norme de da. Les
composantes diagonales de € représentent respectivement, a ’ordre dominant
en 7, les allongements Ay = €11, Ao = €99 et A3 = €33, dans les directions de
la base canonique.

L’expression (3.15) de l'angle de glissement ~y(a; da, da’) des petits vecteurs
orthogonaux da et da’ montre qu’il est d’ordre un en 7. On peut donc ap-
proximer ’angle par son sinus et écrire, en utilisant le développement limité
de C dans ’expression

' : da-C(a) - da’
v(a; da, da’) = arcsin =
\/@'Q@'@ \/@"Q(@)-ia'
da - € da’
= 2;+0n2 ) 3.95
[8al o ") (3.25)
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Les angles de glissement dans les directions de la base canonique sont donc
égaux au double des composante non diagonales de ¢(a), comme par exemple

Y23 = 2 €23.

Si da = daeq, 0a’ = da e, et da’ = da es le volume du parallélépipede engendré
par leurs images vérifie

0V =da’(ey + Hey, o + Hey e+ Hes) = 0a’(1+tr H) +O(1°) . (3.26)

Comme tr H = tr ¢, on peut donc exprimer, grace a la méthode du recouvre-
ment par des petits cubes, la dilatation relative d’un volume quelconque 6V
autour de g transformé en un volume 6V par la relation

0V — oWy

Ve tr e(a) + O(n?) . (3.27)

On a incidemment démontré |/det (I +2¢) = 1+ tr e + O(n?).

3.3 Hypothese des champs peu déformés

L’hypothese des petites déformations entraine une petite déformation des
champs scalaires, de vecteurs ou de tenseurs si I’échelle de variation de ces
champs est grande devant la taille des déplacements. Il faut pour cela étre
capable de définir cette échelle de variation.

FIGURE 3.6 — Champ B peu déformé et approximation BE) ~ BX),

On formule ici 'hypothese des champs peu déformés sur un champ scalaire, sa
généralisation au cas des champs de vecteurs ou de tenseurs étant immédiate.

Etant donné un champ scalaire B dont la représentation eulérienne est
B(E)(z), on suppose que ’on sait mesurer l’'ordre de grandeur By de sa valeur
absolue |B¥)(z)|. On dira que le champ B est peu déformé par le champ de
déplacement £ si I'on peut écrire

¢(a) -grad BF)(a)/By = O(n) . (3.28)

Sous cette hypothese de champ peu déformé, on peut écrire

B (a) = BWla+¢(a)] =B (a)+ ¢ grad B (a) + O(n?)
BB (a)+0(n) . (3.29)

On voit alors que 'on peut confondre les représentations eulérienne et lagran-
gienne du champ B sous cette hypothese. Il en va de méme pour les champs
de vecteurs ou de tenseurs peu déformés.
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Lorsque I'on combine les hypotheses de petites déformations et de champs peu
déformés pour les grandeurs mécaniques d’intéréts, on parle d’hypothese des
“petites perturbations”.

EXERCICES

NIVEAU I| Questions simples

On considere la déformation définie par X = kaje; + azes + (a3 + a%) es.

1) Calculer F(a). En déduire I'image du petit vecteur da = dae; autour du
point @ = %l(gl + €5).

OnaF(a)=I+(k—1)e, ®e +2Fa1e3®e;. L'image de da est dx = F(a)-da =

da(ke; + 2B ay es).

2) Calculer C(a). Interpréter les composantes de ce tenseur. En déduire le
produit scalaire dx - 2’ ot dx et dz’ sont les images respectives de da =
dae; et da’ = daes autour de a = %l(gl + €9).

On a Cq; = k2 +4ﬁ2a% = k2+5212, Co = C33 =1, Ci3 = C31 = 2Fay et
Ci; = 0 sinon. Les dilations dans les directions de la base canonique sont Ay =

VC11 = k%24 212, Ay = \/Cas =1 et Ay = /C33 = 1. Les angles de glissement

des directions de la base canonique vérfient sinyas = Ca3/+/Ci1 Caa = 0, sinyz; =

013/\/011 033 = Qﬁal/\/kQ +ﬁ2 12 et sin%g = 012/\/011 033 =0.0On a@c-@c’ =

da-Cla) - da’ = 8a® Cry = 6a® (2 Bar) = Bl da.

3) Calculer A, la déformation inverse de X. Calculer B) () pour B*) (a) =
Y aias.

Ona A(z) = 121 e+ ex+ (w5 — Ba}/k?) e et B (2) = v (21 /k) (w3 — B} /k?).

4) Calculer la dilatation relative A(g; da) et 'angle de glissement ~(a; da, da’)
pour da = da e, et da’ = daes autour du point a = %l (e; +e5) dans le cas
d’une grande déformation telle que k = 2 et § = 2/I. Calculer la dilatation
relative 0V /dVy d’un petit volume pris autour de a. Comparer avec J(a).

On a A(a;dae;) = /C11 = k2 +4Ba} = 2+/2. Comme siny(a;dae;,da’ e5) =
Ci13/v/C11 Cs3 = 1/V?2, on a 13 = ©/4. On a §V/6Vy = /det[C(a)] = k = 2. On
a bien J(a) = det F(a) =k = 2.

5) On suppose maintenant que Ay = k — 1 et Bl sont des petits parametres
d’ordre n < 1. Calculer ¢(a). Interpréter les composantes de ce tenseur.
Calculer, a I'ordre dominant en 7, 'allongement relatif A(a; da) et 'angle
de glissement 7(g; da, da’) pour da = dae; et da’ = da es autour du point
a=11(e;+ey) avec k = 1.01 et 3 = 0.02/. Calculer la dilatation relative
(6V — V) /Wy d’un petit volume pris autour de a. Comparer avec J(a).

On a €11 = A1, 13 =€31 = fai et ¢; = 0 sinon. Les allongements dans les
directions de la base canonique sont Ay = €11, Ay = €99 = 0 et A3z = €33 = 0.
Les angles de glissements des directions de la base canonique sont ya3 = 2€93 = 0
Y31 =2€31 =20Bay et y12 =2€12 =0. On a A(g;dae;) = €11 = A1, Aa;daes) =
€33 =0, y(a;0ae,,0ae;) =2€13 =2Fay et (V —Wy)/ Vo =tre=A7A; =k — 1.
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|NIVEAU II| Etirement uniaxial

On considere un parallélépipede rectangle dont les c6tés sont de longueurs /1,
lo et l3. On suppose sa densité est pg. On choisit les axes orthonormés Oay,
Oas et Oag paralleles aux arétes. On effectue une expérience de traction sur
le solide en appliquant des forces de contact a sa surface. On suppose que
la déformation x = X(a) s’écrit 1 = a1 + A1 a1, x2 = as — VA1 ag et
X3 :CL3*VA1 as.

1) Lors de cette expérience, on mesure le champ de température dont la re-
présentation eulérienne est T(%) () = a1 1 + ag x2 + ag x3. Calculer sa
représentation lagrangienne T (a).

Il suffit de remplacer les coordonnées xy, x2 et x3 de x par leurs expressions en

fonction des coordonnées de aj, as et asz de a. On a T (a) = a; (14 Ay) a; +
(65 (1 — VAl) as + Qs (]. — I/Al) as.

2) Calculer le tenseur des dilatations C'(a) et interpréter ses composantes.

C11 = (]. + A1)2 5 022 = (]. - I/Al)z, 033 = (]. - VA1)2 et Cij = 0 sinon. Les
dilatations relatives pour les fibres orientées dans la directions des axes de la base
canonique sont respectivement égales a 1+ A1, 1 —v A et 1 —v Aq. Tous les angles
de glissement sont nuls.

3) Effectuer le développement limité de C' dans le cas Ay < 1. Comparer
avec ’expression du tenseur des petites déformations e.

On remarque que C' = I + 2§+Q(A%) avec ¢ de composantes €11 = Aj, €2 = €33 =
—v Ay et €; = 0 sinon.

4) On suppose maintenant que ’on connait la représentation lagrangienne
T(L) (a) = B1 a1 + B2 ag + B3 as3. En déduire sa représentation eulérienne
TF)(z). Montrer que I’on peut confondre les deux représentations sous
I’hypothése des petites déformations Ay < 1.

T(E)(g) = lflAl T+ 17V2A1 To+ 1—€3A1 x3. Sous 'hypothése des petites déformations

Al < lona T(E) (g) = (51 xr + 62 T9 + Bg (E3)[1 + O(Al)] = T(L)(g)[l + O(Al)]

5) Méme question avec la déformation z = X(a) telle que z; = a1, z2 =

as + kas et xr3 =asz + kas ou k < 1 est le petit parametre.
On a T(L)(g) =1 a1 + Qo ((J,Q + kCL3) + a3 ((lg + kag). OnaCiy=1,Cy% =C33 =
14+ A% et Cy3 = C39 = 2A. Les dilatations relatives pour les fibres orientées dans
la directions des axes de la base canonique sont respectivement égales a 1, v/1 + A2
et v/1+ AZ. Le seul angle de glissement non nul est 93 = arcsin %. Dans le
cas k < 1l,onaC =1+ 2g+g(k2) avec ¢ de composantes €17 = €22 = €33 = 0,
€23 = €23 = k et ¢;; = 0 sinon. On a TF)(2) = TW (z)[1 + O(k)] comme pour la
déformation précédente.

INIVEAU III| Thermoélasticité

On considére un milieu continu contenu dans le domaine €y défini par 1’en-
semble des points a tels que 0 < a; < d et a% + a% < d? ou d est une longueur
(figure 3.7). On suppose que sa température T est régie par 1’équation de la

chaleur %—7; = k AT avec k constant. On considére le champ de déplacement

& =0} —a3—a3)/2, &=PRaraz, et & =pPaag. (3.30)
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FIGURE 3.7 — Déformation thermoélastique avec diffusion de la chaleur.

1) Calculer la jacobienne H(a) du champ de déplacement. Quelle condition
sur 3 et d doit on vérifier pour que ’hypothese des petites perturbations
soit valide. Calculer le tenseur des petites déformations €(a).

On a Hyy = Bar, His = —Bay, Hiy3 = —Bas, Hy = faz, Hao = Bay, Hyz =0,
Hs1 = fas, H3a =0 et Hszs =pa.S18d < 1 T hypothese (ies petites déformations

est vérifie. Ona ¢ = 5(H+ "H) = a1 L

2) On suppose loi de comportement thermoélastique ¢ = (T — Tp) I on
a > 0 est un coefficient de dilatation thermique constant. On impose les
conditions aux limites T = Ty pour a1 = 0, T" = T, pour a3 = d et
grad T'- n = 0 sur les autres frontieres de ;. Montrer que le champ de
déplacement & vérifie les équations de I’équilibre thermique ainsi que ces
conditions aux limites pour une valeur de S que I’on exprimera en fonction
de «a, Ty, Ty et d.

Onae=pfarl =al(a) - Tl et donc T(a) = Ty + Bai/a. Ce champ vérifie

bien 1'équilibre thermique AT = 0. Les conditions aux limites en a; = 0 et as = d

imposent 8/a = (Ty — Tp)/d et done 8 = o (Ty — Tp)/d. Les autres conditions aux
limites thermiques sont bien vérifiées.

3) On impose maintenant une température T, > T constante sur toutes
les faces du domaine €)g. En utilisant la méme loi de comportement
thermoélastique € = o(T — Tp) I, montrer que le champ de déplacement
§ = ka est une solution d’équilibre du probleme thermoélastique ol k est
une constante que 'on déterminera. En déduire le coefficient de dilata-
tion thermique du matériau TdiTO %ﬂ_}oﬂ ou V,; est V), sont les volumes
respectifs du matériau porté aux températures T, et Tp.

On calcule € = k I, ce qui conduit a k = a(T; — Tp) en appliquant la loi de compor-

tement thermoelasthue Le coefficient de dilation thermique est lTo 5—“’3% =

T E= 3a.

Td
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Introduction

Les changements de variables dans les intégrales triples sont interprétés a ’aide
de la notion de déformation. On peut alors formuler la loi de conservation de
la masse dans le cadre de la représentation lagrangienne d’un mouvement.
On se place ensuite dans le cadre des petites perturbations pour aborder une
premiere modélisation des forces de volume et de contact ainsi qu’une premiere
approche du principe fondamental de la dynamique. La loi de conservation de
la quantité de mouvement permet alors de modéliser les forces de contact a
I’aide d’un tenseur d’ordre deux appelé “tenseur des contraintes”. Contraire-
ment a la mécanique du point ou a la mécanique des solides indéformables,
la conservation du moment cinétique n’est pas une conséquence de la loi de
conservation de la quantité de mouvement. Elle joue donc un réle important
dans I’énonciation du principe fondamental de la dynamique en apportant une
information importante : la symétrie du tenseur des contraintes. Ce tenseur
permet d’interpréter géométriquement les forces de contact, par exemple a
I’aide de la construction du tricercle de Mohr.

1 Loi de conservation de la masse

Le passage de la représentation lagrangienne a la représentation eulérienne
d’une déformation permet d’interpréter la formule de changement de variable
d’une intégrale triple. On introduit ensuite la notion de mouvement a ’aide
des représentations lagrangiennes des déformations successives. Dans le cas
des petites perturbations, la définition de grandeur attachée a des domaines
de particules sont approximées par des intégrales sur des domaines fixes.

1.1 Intégrales triples

FIGURE 4.1 — Domaine D image de Dy par la déformation X.

On considere une déformation X de la configuration de référence €2y vers la
configuration déformée €2 qui associe & un domaine Dy le domaine D. Les
représentations eulérienne ¢(¥) et lagrangienne ¢!“) d’un champ ¢ vérifient la
relation c¢(®)[X (a)] = ¢(F)(a). D’autre part, 'image d’un petit volume §V, du
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voisinage de a est un petit volume §V du voisinage de z = X (a) qui vérifie
0V = J(a) Vo ou J(a) est le Jacobien de la déformation X.

On peut ainsi énoncer la formule du changement de variable z = X (a) dans

///DC(E)(Q) B = ///DO B (a) J(a) da . (4.1)

1.2 Formulation lagrangienne du mouvement

I'intégrale triple

On consideére maintenant un mouvement X (a,t) qui associe, a tout point a
de la configuration de référence €y et a tout temps t le point x = X(a,t)

de la configuration déformée (t) image de 2 au temps t. On suppose que
X(a,0) = a et on note z(t) = X(a,t) la trajectoire issue du point a.

FIGURE 4.2 — Mouvement X (a,t) et trajectoire z(t) = X(a,t).

Les représentations eulérienne et lagrangienne d’un champ B variable dans le
temps vérifient
BP)[X(a,t),t] = BP(a,t) . (4.2)

La jacobienne F(a,t), le Jacobien J(a,t) ou encore le tenseur des dilatations
C(a,t) dépendent maintenant du temps. Un petit volume 6V (¢) transporté par
le mouvement et issu du petit volume 6V du voisinage de @ a Uinstant t = 0
vérifie

oV(t) = J(a,t) &V . (4.3)
On considere un domaine D(t) transporté par le mouvement et issue du do-
maine Dy = D(0) &t = 0. On note m[D(t)] la masse de ce domaine et p(¥) (z, t)
la masse volumique en tout point de la configuration déformée Q(t) au temps

t. En effectuant le changement de variable z = X (a,t), cette masse s’exprime
en fonction des intégrales triples

m[D(t)] = ///D , P B (2, 1) dPa = ///D PP Tt da. (44)

La loi de conservation de la masse énonce que la masse m[D(t)] de tout domaine
D(t) transporté par le mouvement est indépendante du temps. En appliquant
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la relation (4.4) & des domaines de plus en plus petits, on montre que cette loi
est équivalente a

VaeQ, Vt:  pPat) J(at)=pP(a,0). (4.5)

Si p)(a,0) = po, c’est-a-dire si la répartition de masse de la configuration de
référence )y est homogene, la loi de conservation de la masse s’écrit

VaeQy, Vt: o' (a,t) J(a,t) = po . (4.6)

Une autre démonstration de cette relation est obtenue en notant dmg = pg dVg
la masse du volume §Vy dans la configuration de référence et dm = pdV la
masse de son image 6V dans la configuration déformée. La relation 6V = J )V
permet d’écrire

m=dmy <= pJVoy=pdVy <= pJ=p. (4.7)

1.3 Mouvements de petites perturbations

On suppose maintenant que le mouvement £(a,t) vérifie '’hypothese des pe-
tites perturbations, c’est-a-dire I’hypothese des petites déformations ainsi que
I’hypothese des champs peu déformés. On suppose donc que le tenseur des pe-
tites déformations €(a,t) est de 'ordre 7 avec n < 1 et que 'on peut confondre
A lordre dominant en 7 les représentations eulériennes BF)(z,t) et lagran-
gienne B(")(qa,t) de tout champ B d’intérét pour la description mécanique du
milieu continu considéré.

FIGURE 4.3 — Mouvement de petites déformations §(a,t).

L’hypothese des petites déformations permet de développer le Jacobien du
mouvement sous la forme

J(a,t) =1+tre(a,t) +On?) . (4.8)

On suppose que la masse volumique de la configuration de référence {2y est
homogene et vaut pg. La loi de conversation de la masse s’écrit alors

pF(a,t) = po — potr e(a,t) + O(n*) = po [1+ O(n)] . (4.9)
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Le développement J(a,t) = 1+ O(n) permet d’approximer toute intégrale
triple sous la forme

/// O x—///DO da—///% a)d*all +O(m)] .

(4.10)
On voit donc que l'on peut non seulement confondre les représentations
eulérienne et lagrangienne des champs, mais aussi les domaines D(t) avec leur
position Dy a l'instant ¢t = 0.

Grace a ces considérations, on peut définir, a I’ordre dominant en 7, la quantité
de mouvement p[D(t)] = p(Dy) + O(n) du domaine D(t) par la relation

— // pogi(a,t) a1+ 0(n)] . (4.11)
Do

On définit de méme le moment cinétique g[D(t)] en O, origine du repere, par
la relation

o00) = [J] man % (a.t) d'al1 + O). (412)

2 Modélisation des efforts

On passe ici en revue la modélisation des efforts exercées sur un milieu continu
en se placant dans le cadre des petites perturbations. Les forces a longue
portée, supérieure a 1’échelle microscopique du continu, sont modélisées par
des densités volumiques. Les forces a courte portée sont modélisées par des
densités surfaciques. On confond ici représentations eulérienne et lagrangienne
ainsi que configuration déformée et configuration de référence.

2.1 Forces extérieures de volumes

On modélise par f(a,t) la densité volumique des forces & longue distance
exercées par des ogjets extérieurs a la configuration déformée €2 que l'on ap-
proxime par {2y dans le cadre des petites perturbations Dans ce cadre on ne
distingue pas les représentations eulérienne f ) et lagrangienne f L) de f.
La résultante des forces extérieures de volume exercées sur un domaine D(t)
s’écrit

o] = [[[ fa.t) daft +0). (4.13)

Le moment des forces extérieures de volume en O, origine du repere, est défini
par la relation

MewalD®) = [[| anflandanrom]. @1

Tres souvent, la densité volumique des forces a longue distance se résume aux
forces de gravité qui s’écrivent f = —pg g e, ou g est l'intensité de la gravité
et e, le vecteur unitaire vertical.
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FIGURE 4.4 — Forces extérieures de volume f(a,t).

2.2 Forces de contact extérieures

On modélise par T'(a,n,t) la densité surfacique des forces a courte portée
exercées par son extérieur sur le sous-domaine D(t), que l'on approxime par
Dy. Ces “forces de contact” modélisent les interactions entre particules a
des échelles inférieures a 1’échelle microscopique de I'approximation de mi-
lieu continu. On a supposé que cette densité de forces ne dépendait que de la
normale n a Dy au point a.

FIGURE 4.5 — Forces de contact T'(a,n,t) extérieures au domaine Dy.

La résultante des forces de contact extérieures au domaine D(t) s’écrit

FoxeonPO] = [[  T(a.n.t)dso[1+ 0] (4.15)

Le moment en O des forces de contact extérieures au domaine D(t) s’écrit

Mexteons[D(1)] = //a  aAT(a,n.1)dS[1+0()] . (4.16)

A titre d’exemple, on peut considérer les forces de pression T(a,n,t) =
—p(a, t) n. Dans ce cas, on peut écrire

/ T(a,n,t)dSy = — // pla,t)ndSy = — /// grad p da . (4.17)
dDg 0Dg Do

L’équilibre entre les forces extérieures de volume dues a la gravité et ces forces
de pression conduit alors a la relation hydrostatique 0 = —grad p+ poge,.

2.3 Autres forces

es forces intérieures de volume rassemblent les forces d’interaction a longue
Les f t d | blent les f d’int t 1
portée, supérieure a 1’échelle microscopique du continu, entre les particules
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de matiere de la configuration de référence §2y. Il peut s’agir, par exemple
de forces électromagnétiques. On supposera ici qu’elles sont négligeables, ce
qui entraine la nullité de leur résultante et de leur moment en O pour tout
domaine, c’est-a-dire

Lintvol [D(t)] =0 et Mintvol [D(t)] =0. (418)

Les forces intérieures de contact rassemblent les forces d’interaction a courte
portée entre les particules de matiere d'un méme domaine Dy. Ces forces ne
sont pas négligeables, mais le principe de I'action et de la réaction implique
que leur résultante et leur moment en O, sommés sur un domaine quelconque
Dy sont nuls, ce qui s’écrit

£intc0nt [D(t)] =0 et Mintcont [D(t>] =0. (419)

Méme si la résultante et le moment de ces forces sont nulles, elles se mani-
festent, par exemple, par le travail qu’elle fournissent lors d’une déformation
d’une configuration & une autre. La détermination de ce travail n’est pas
abordée dans ce chapitre.

3 Principe fondamental de la dynamique

L’énoncé du principe fondamental de la dynamique entraine la linéarité des
forces de contact par rapport a la normale. On déduit I’existence du tenseur des
contraintes symétrique qui permet une représentation géométrique intéressante
de ces forces. La divergence de ce tenseur intervient dans la loi de conservation
de la quantité de mouvement.

3.1 Quantité de mouvement et moment cinétique

Le principe fondamental de la dynamique est la réunion de la loi de conser-
vation de la quantité de mouvement et de la loi de conservation du moment
cinétique. Ces lois énoncent que pour tout domaine D(t) transporté par le
mouvement, on peut écrire

EHPO] = Foxal D] + Fextoom PO
9o[D(1)] = MusuatlD(0)] + Mosicon[D(1)] (4.20)

ce qui s’écrit, a 'ordre dominant en 7,

//Do Po Zﬁ(a, t) d*a = //Do fla,t) da+ /aDO T(a,n,t) dSo ,

///7;0 Poa/\gigd% = ///Doa/\fd3a+//apoa/\TdSO. (4.21)

La loi de conservation de la quantité de mouvement montre que 7'(a,n,t) est
une densité surfacique dont 'intégrale sur la frontiere de tout domaine vérifie
I'hypotheése du continu (chapitre 2, paragraphe 1.1). Par conséquent, cette
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FIGURE 4.6 — Forces extérieures de volumes f(a,t) et forces de contact
T(a,n,t) extérieures a Dy.

densité dépend linéairement des composantes de la normale n et 'on peut
écrire

T(a,n,t) = g(a,t) - n (4.22)
ou g(a,t) est un tenseur d’ordre deux que 'on nomme “tenseur des contrain-
es”. En appliquant le théoreme de la divergence, I’équation de conservation
de la quantité de mouvement s’écrit

/// Po 2at a—// f(a,t) d3a—|—// divo(a,t) d®a. (4.23)
Dy, Ot Do~ Do

En appliquant cette relation a des domaines de plus en plus petits, cette rela-
tion entraine
0¢

Po 52 (e t) = fla,t) +diva(at). (4.24)

On peut remarquer que la résultante des forces de contact I = g-n extérieures
a un petit volume d)V est égale a L;ont 0Vp ou

f

<cont (

a,t) = div g(a,t) (4.25)

est la densité volumique “équivalente” aux forces de contact (figure 4.7).

L= g(% t) .n icont <Q’ t)

— Vo
a

FIGURE 4.7 — Densité volumique f cont (a,t) “équivalente” aux forces de contact
T(a,n,t) = a(a,t) n

3.2 Symétrie du tenseur des contraintes

Nous allons maintenant démontrer que la loi de conservation du moment
cinétique entraine la symétrie du tenseur des contraintes g. Cette loi s’écrit

///Do poa/\aﬁd?’a—///poa/\fd?’a—l-//apo
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En reportant dans cette équation la loi de conservation de la quantité de
2

;. 0 .
mouvement écrite sous la forme pg Wé = f 4 div g, on montre que l'on a

Q://BDO aA(g-n) dso—///%m@gd%zg. (4.27)

On peut donc écrire, pour tout indice i = 1, ..., 3 du vecteur C, la relation

C; = ik O dSy — ik ;i —— d’a =10 . 4.28
//BDO €ijk G5 Ok1 7 dSp //Do €ijk O Bay a (4.28)

En appliquant la formule de la divergence

//aDO Q ndSy = //Dodivgd%

< / Qin; dSy = // % d®a , (4.29)
oDy Dy Oqy

au cas oll () = €1 a; oy, pour ¢ fixé, on obtient finalement

- . 3(“3‘%1)_ Oow] 3 _/// ) s
CZ_///DO €ijk |: 80,[ a; 8(11] d’a = . 6Ukak]d a=0. (4.30)

En écrivant €5 01 = 023 — 032, ainsi que les deux autres relations obtenues
par permutations circulaires, et en prenant des domaines Dy de plus en plus
petits, on démontre que o935 = 039, 031 = 013 et o120 = 091. Le tenseur des
contraintes o(a,t) est donc symétrique.

FIGURE 4.8 — Forces de contact T'(a,¢;,t) exercées par 'extérieur d’'un petit
cube de centre a dont les axes sont ceux du repere canonique.

On peut alors représenter graphiquement les forces de contact exercées sur un
petit cube de centre a par son extérieur (figure 4.8). La symétrie du tenseur des
contraintes impose des liens entre les composantes des vecteurs 1I'(a, +e;,t) =
+o(a,t) - e; s’exercant sur les faces du cubes.

Dans la mesure ou g(a,t) est symétrique, il existe, pour chaque (a,t), une
base orthonormée (n;,n,,ns) de diagonalisation telle que

g=011n1 Ny + 02Ny @ Ny + 03 N3 VN3, (4.31)

ou o1, 09 et o3 sont les valeurs propres réelles du tenseur des contraintes. On
peut alors représenter, sur la figure 4.9, les forces exercées sur un petit cube
de centre a et de normales n; par son extérieur.
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FIGURE 4.9 — Forces de contact T'(a,n;,t) exercées par l'extérieur d'un petit
cube de centre a dont les axes sont les directions propres n; de o.

3.3 Tricercle de Mohr

La symétrie du tenseur des contraintes g et donc l'existence de valeur propres
réelles (01,09,03) et d’'une base orthonormée de diagonalisation (n,n,n,)
permet de visualiser I’ensemble des forces de surface T'(a,n,t) = g(a,t) - n
lorsque n parcourt toutes les directions a l’aide de “tricercle de Mohr”.

Etant donné un vecteur unitaire n, que ’on considere comme la normale a une
surface dSy prise dans la frontiere 929 d’'un domaine Qg (voir figure 4.10a),
on appelle, respectivement, ¢ et 7 les composantes normale et tangentielle du
vecteur 1'(a, n,t) définies par les relations

co=T-n, e 7=|T—-0nl. (4.32)
T o
777777777777777777777777 y L(ax t)
Cy :
0 @ o
g1 a2 o3

FIGURE 4.10 — Construction du tricercle de Mohr.

On cherche a représenter dans un plan I’ensemble des couples (o, 7) décrits
lorsque n prend toutes les directions, connaissant les trois valeurs (o1, 02, 03).
Pour cela, on exprime n dans la base propre de g sous la forme

n=Y1n +Yany+Ysng. (4.33)
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On en déduit alors

T'=0g-n=01Y1n +oaYany+o03Y3n,. (4.34)

Etant donné deux indices i et j distincts, on déduit, des deux expressions
précédentes et de la relation n; - n; = d;;, 'égalité

(T —oin)- (T —o;jn) = (o8 — 03) (0 — 05) Y72, (4.35)

ou k est le troisieme indice, différent de i et j. Le signe de ce produit scalaire
dépend de la position de la valeur propre o; par rapport aux deux autres
valeurs propres o; et 0. On remarque de plus que Yk2 peut prendre toutes les
valeurs de 0 & 1 lorsque n prend toutes les directions possibles.

On remarque alors que lieu Sy des vecteurs S tels que
Sp={S8 : (S-oin)-(S—ojn)=0} (4.36)

est une sphere de centre MTUJ n et de rayon % (figure 4.10b). Le vecteur
T se situe a I'intérieur de cette sphere lorsque le signe de (I'—o;n) - (I’ —0o;n)
est négatif et a 'extérieur sinon.

On en déduit que I’ensemble des couples (o, 7) est compris entre les trois cercles
Cg, pour k =1,...,3 de la figure 4.10c.

EXERCICES

NIVEAU I| Questions simples

On considére le mouvement X (a,t) = a+ nl sin(kay — wt) e pour une confi-
guration de référence €y qui contient le sous-domaine Dy = [0, L1] x [0, L] X
[0, L3]. On suppose k Ly = /2.

1) On suppose que BF)(z,t) = C z2. En déduire BX)(a,t).
Comme x1 = a1, o = ag et x3 = ag +nl sin(kas —wt), on a

BB (a,t) =C {a? + a3 + [az + nlsin(kas —wt)]*} .

2) On suppose maintenant que C%)(a,t) = D a?. En déduire CF)(z, ).
La déformation inverse A(z,t) s’écrit ay = 21, as = x2 et a3 = z3—nl sin(kza—wt).
Comme CF)(a,t) = D (a? + a3 + a3), on a donc

CE)(z,t) =D {2+ 23 + [z3 — nlsin(ka, —wit)]?} .

3) Calculer F(a,t) et J(a,t). On note D(t) I'image de Dy par la déformation
X au temps ¢. Calculer I'intégrale [[[p ;) 22 d3z.

On calcule F(a,t) = L+ knlcos(kay —wt)ez ® ey, c'est-a-dire 11 = 1, Fpp =
Fs3 =1, F3o = knl cos(kaz —wt) et F;; = 0 sinon. On en déduit J(a,t) = 1. On

a donc 1
/// rodir = /// asd®a = = Ly L} Ls. (4.37)
D Do 2
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4) Calculer le champ de déplacement {(a,t). Calculer le tenseur des petites
déformations e(a, t).
On a §(a,t) =nlsin(kay —wt)es et

1
ela,t) = gnklcos(kaz —wt) (e, @ ez +e3@ey) -

c’est-a-dire €93 = €93 = %nklcos(k as —wt) et €; = 0 sinon.

5) En présence de force de gravité f = —pg g e calculer la résultante
Fextvol [P (t)] et le moment Myivol[D(t)] en 0 a 'ordre dominant en 7.
Le poids est Fo v [P(t)] = —mg g e5. Le moment en 0 est
MoaslD®) = [[[ ansat) @ar+ o)
Do
= pog (—aze; +arey) d®all +O(n)]
Do
= 5mog(~Leg; +Lig)[1+0M)].

6) On suppose que < 1 et que la frontiere 9D(t) de D(t) est soumise
aux forces de contact T'(z,n,t) = —p(x,t)n avec p(z,t) = Pg — Peau g T3-
Calculer Foyicont|[P(t)] & Uordre dominant du petit parametre 7.

On considere le tenseur des contraintes g(a,t) = —p(a,t) I avec p(a,t) = p, —

Peaw §a3 ce qui conduit a icont(g,t) = dive = —grad p = peauges. Les

forces de contacts associées sont celles de I’énoncé. On a donc Fconi[P()] =

“_extc ’

Peaun § L1 Lo L3 es. C’est la poussée d’Archimede si peq,, est la masse volumique de
leau. On a Mexteont[D(t)] = %peaung Ly L3(Lae; — Ly e3). Cest le moment en
0 du poids appliqué au centre de gravité z. = %(Ll e+ Loe, + Laey).

7) Montrer que le principe fondamental, dans le cas des petites déformations,
se traduit par la loi de conservation de la quantité de mouvement et la
symétrie du tenseur des contraintes. Ecrire cette loi.

Le principe fondz;mentale de la dynamique se traduit par la loi de conservation de

mouvement pg %(g, t) = f(a,t) +div g(a,t), déduite du bilan global de quantité

de mouvement ainsi que par la nullité du vecteur C' = ﬂBDo aA(g-n) dSo—

ﬂDo a A div o d3a en utilisant cette loi dans le bilan global de moment cinétique.
On en déduit, en calculant les composantes de C, que g est symétrique.

INIVEAU II| Calculs sans efforts

En tout point ¢ d’'un domaine £, on suppose que les forces de contact T'(a,n)
exercées sur un élément de surface de normale n vérifient les relations

B o

G:Qa €3, T (a,es) - €1 = Eag et T(a,n,) =

a’n, ,

(4.38)

ou {ey, €9, €3}, est un repere orthonormé, as la troisitme composante de a dans

ce repere et n, = % (e + €5) un vecteur unitaire. On suppose que la densité

des forces extérieures de volume est f(a) = —f3 a.

T (anB) =

N |

2

1) Quelle est la dimension du parameétre constant 3?7

‘ La constante 3 est en N m~* ou encore en Pa m~2.

Mécanique des milieuz continus, O. Thual, 14 juin 2020



EXERCICES 59

2) Exprimer toutes les composantes du tenseur des contraintes ¢ en fonction
de a.

Les composantes du tenseur des contraintes sont o117 = 099 = g (a% + a%), 019 =
_ _ B2 _ _ _ _

021 = 033 = §a3 et 013 = 031 = 023 = 032 = 0.

On considere un sous-domaine Dy qui a la forme d’un parallélépipede centré
en 0 de cotés l1, l2 et I3 qui est donc défini par

l l l
DO:{aeﬂﬁJm\g;J@\SSeﬂmﬂgg}. (4.39)
3) Calculer I'expression de f  (a) = div g(a).

On obtient icont =dive =B a.

4) Calculer la résultante F(Dy) = Fexivol(Do) + Fextcont (Do) des forces
extérieures de volume et des forces de contact extérieures a Dy.

Comme f  +f=0,onaZ(D)=0.

5) Calculer le moment M xivol(Do) en 0 des forces extérieures de volume.
On a Mextvol(P) = [[pz A f(a) d*a =0 car f = —fa.

6) Calculer le moment Mextcont (Do) en 0 des forces de contact extérieures a
Do.

gomme o est symétrique, on a Mexicont (Do) = ﬂpg/\icont (a) d*a = 0 car Lo =
a.

INIVEAU III| Utilisation d’un tricercle de Mohr

On donne le tenseur des contraintes en un point a¢ d’un matériau continu :

32 0
ola,t)=00|2 1 0 |, avecop=107 Pa. (4.40)
00 -1

1) Donner la valeur propre évidente que ’on notera o et la direction propre
associée que 'on notera n;.

‘ La valeur propre o1 = —oy associée au vecteur propre n; = e4 est évidente.

2) Calculer les trois valeurs propres o1 < g9 < 03 de g et tracer le tricercle
de Mohr. Il n’est pas demandé de calculer les vecteurs propres unitaires
ng et n3 correspondants & oy et 03.

Les deux autres valeurs propres sont oo = (2 — \/5) og ~ —.240¢ et 03 = (2 +

\/5) oo ~ 4.24 0g. Elles sont respectivement associées aux vecteurs unitaires n, et
ns situé dans le plan perpendiculaire a e; et qu’il n’est pas nécessaire de calculer.
On en déduit le tracé du tricercle de Mohr (figure 4.11).

3) Calculer les composantes normale et tangentielle o et 7 des vecteurs
contraintes qui s’exercent sur les facettes de normales respectives e; et
e5. Représenter les points M et Ms correspondants sur le diagramme de
Mohr.
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60 Chapitre 4. Tenseur des contraintes

FIGURE 4.11 — Tracé du tricercle de Mohr et points particuliers.

Comme o-e; = 300 e, +2 0 ey, 0n peut tracer le point My de coordonnées (o, 7) =

(300,200) sur diagramme (figure 4.11). Comme g - e5, = 209, + 0p €y, ON peut

tracer le point My de coordonnées (o, T) = (09, 20¢) sur diagramme (figure 4.11).

4) Calculer les composantes normales et tangentielles o et 7 du vecteur
contrainte qui s’exerce sur la facette normale a la direction engendrée
par le vecteur !(1,1,0). Représenter ce point M3 sur le diagramme de
Mobhr.

Pour n = %(gl +ey),onal=0-n= %O’o (5e;+3¢ey) et donc o =T -n =4o0y.

Onal —4o0on= %00 (e; —ey) et donc 7 = || — 409 n| = 0¢. Le point Ms est

Y

sur le cercle Cy dans la mesure ou Y; = 0 (figure 4.11).

Limites de rupture et tricercle de Mohr

On appelle domaine d’élasticité d’un matériau le lieu des points dans le
plan (o, 7) pour lesquels ’hypothese des petites perturbations est valide. La
frontiere de ce domaine indique les limites d’élasticité du matériau. On sup-
posera ici que cette frontiere est proche des limites de rupture qui définissent
en général un domaine légerement plus grand que le domaine d’élasticité.

A -

A
AN R RARARY 2

4
R 3 TN
> R OO SRR
\§{Fragile —R o m—\j\s\o Arénieux @O‘
.

\\—3\\l 1 .2\.‘ —\'\5\L %\2 J .,

FIGURE 4.12 — Domaine d’élasticité et de rupture de trois matériaux.

\S]

On considere trois types de matériaux (ductile, fragile et arénieux) dont les
domaines d’élasticité, et donc les frontieres de rupture, sont représentées sur
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la figure 5.7. L’unité des axes o et 7 est égale & 107 Pa.

5) On suppose que le tenseur des contraintes est donné par o137 = —20y,
033 = 00, 0j; = 0 sinon, avec o( variable. Pour les trois courbes de limite de
rupture, déterminer graphiquement la valeur maximale o,, du parametre
og au-dela de laquelle le matériau est endommagé. Montrer que ces valeurs
maximale sont respectivement g, = 1.2 107 Pa, o, ~ % 107 Pa et oy, =
555 107 Pa ~0.71 107 Pa

On inscrivant le tricercle de Mohr dans les domaines de rupture, on calcule les
valeurs de rupture indiquées a (figure 4.13).

“4 ~4 4
3T ’C\ ~T
N\ o \& SR NN
Fgagi C% Ductil ? \\% Arénieux \0
2 Y RN =2 N
N B B N

FIGURE 4.13 — Rupture de trois matériaux pour o1 = —2 0, 03 = 0 et 03 = 0y.

6) Interpréter physiquement les notions de matériau fragile (acier, fonte,
béton, verre), ductile (acier doux, aluminium, cuivre, plomb) et arénieu
(sable, sol) a partir de la forme des courbes de limite d’élasticité.

Un materlau fragile se cassera pour des contraintes normales faibles et positives
tandis qu'un matériau ductile se cassera pour des contraintes tangentielles faibles.
Un matériau arérieux resiste bien a la compression.
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Equations de Lamé
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Introduction

La loi de comportement rhéologique d’un milieu continu relie les contraintes
aux déformations ou aux vitesses de déformation. On dit que le milieu est
élastique si les contraintes ne dépendent que des déformations. Lorsque ces
déformations sont petites et que les champs considérés sont peu déformés, la
loi de comportement des solides élastiques est linéaire. On détaille cette loi de
comportement, appelée loi de Hooke, dans le cas ou le milieu est homogene
et isotrope. En reportant ’expression du tenseur des contraintes en fonction
du déplacement dans la loi de conservation de la quantité de mouvement, on
obtient les équations de Lamé qui décrivent, en particulier, des mouvements
ondulatoires.

1 Loi de Hooke

Dans le cadre de I’hypothése des petites perturbations, la loi de Hooke
généralisée décrit le comportement rhéologique d’un solide élastique quel-
conque. Dans le cas homogene et isotrope, la loi de Hooke ne dépend que de
deux parametres. On obtient alors les équations de Lamé & partir du principe
fondamental de la dynamique.

1.1 Loi de Hooke généralisée

Un milieu continu est élastique si ses forces de contact, modélisées par le
tenseur des contraintes, ne dépendent que de la déformation qu’il subit et pas
de la vitesse a laquelle il se déforme. On suppose ici que la configuration de
référence () est libre de toute contrainte.

FIGURE 5.1 — Champ de déplacement £(a,t) et forces de contact g(a,t) - n.

On se place dans le cadre des petites perturbations et on note 7 le petit
parametre qui mesure 'amplitude de la déformation. Puisque le tenseur des
contraintes g est nul en ’absence de déformation, on peut affirmer qu’il dépend
linéairement du déplacement &(a,t) a I'ordre dominant du petit parametre 7.

On suppose alors que le tenseur des contraintes o(a,t) ne dépend que des

dérivées premieres H;j(a,t) = gg? (a,t) au méme point a (principe de localisa-
J

tion spatiale) et au méme temps t.

Des considérations sur I'universalité des lois de comportement dans un change-
ment de repere (principe de I'indifférence matérielle), permettent d’en déduire
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Loi de Hooke 65

que les composantes de g(a,t) ne dépendent que des composantes du tenseur
des petites déformations €(a,t) qui est la partie symétrique de H(a,t).

On aboutit finalement a la loi de Hooke généralisée qui est la relation linéaire
la plus générale entre ces composantes et qui s’écrit

oij(a,t) = Ciju(a) er(a,t) (5.1)

pour tout couple (7,7), ou la convention d’Einstein est utilisée pour la som-
mation sur les indices k et [. Cette loi, qui relie le tenseur des contraintes et
les parametres de la déformation est une “loi de comportement rhéologique”.

Si les tenseurs o et € étaient quelconques, il y aurait 9 x 9 = 81 coefficients
Cijri(a) en chaque point a pour décrire le comportement élastique du solide.
Comme ces tenseurs sont symétriques, il n’y en a en fait que 6 x 6 = 36.
On peut alors noter par les indices I € {1,2,3,4,5,6} les couples d’indices
(1,7) € {11,22,33,23, 31,12} et noter la loi de Hooke généralisée sous la forme

J[(Q, t) = C]K(Q) 6K(Q, t) (5.2)

pour I = 1,...,6, ou la convention d’Einstein est utilisée pour la sommation
des indices K =1, ..., 6.

Si le comportement rhéologique du solide est homogene, les coefficients Cj1; =
Cri ne dépendent pas de 'espace. Si le comportement rhéologique du solide
est invariant vis-a-vis de symétries, comme par exemple le groupe des rotations
autour d'un axe, le nombre de coefficients Cj;1; = Crx diminue encore. Nous
allons voir qu’il est réduit a deux dans le cas ol le comportement rhéologique
est isotrope.

1.2 Cas homogene et isotrope
On suppose ici que le comportement rhéologique du solide est homogene et
invariant par rotation. Cette derniére hypothese signifie qu’a une rotation

des contraintes correspond une méme rotation des déformations alors que la
configuration de référence est fixe (figure 5.2).

.
i \/

FIGURE 5.2 — Invariance du comportement rhéologique par rotation.

Pour trouver la forme de la loi de Hooke dans le cas isotrope, on considere la
fonction scalaire

(5.3)

Il
N =
S}
[en
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66 Chapitre 5. Equations de Lamé

ou g est lié a ¢ par la loi de comportement. Il se trouve que ® peut étre
interprété comme une énergie élastique. L’isotropie entraine que ® est une
fonction des invariants scalaires de € qui sont toutes les fonctions des trois
invariants scalaires de base que sont tr ¢, € : € et dete. Ces derniers s’écrivent

tre=c:1=¢;, g:g:tr(EQ):qjeij, dete = €5 €15€25 €31, . (5.4)

Comme g est une fonction linéaire de ¢, I'invariant scalaire ®(¢) est donc un
polyndéme d’ordre deux en € et donc une combinaison linéaire de (tr €)% et € : €
que 'on choisit d’écrire sous la forme

o) = Ard? tpeie= Mg I+2udie,  (55)

ou A et u sont les “coefficients de Lamé”. On en déduit la loi de Hooke qui
s’écrit
a(a,t) = Atre(a, )] L+2pe(at) . (5.6)

1.3 Equations de Lamé

L’équation de conservation de la quantité de mouvement

o2 ,
0 w(@, t) = f(a,t) +div a(a,t) (5.7)

fait intervenir la divergence du tenseur des contraintes. On écrit alors la loi de
Hooke sous la forme

1 (06 0§
Oij = A €1l 57,] + 2,U/€Z] avec €ij — 5 (aa] + 8&2) ) (58)

ou la convention d’Einstein est utilisée pour la sommation sur ’indice [. Les
composantes du vecteur div g s’écrivent alors

% 86” aew
8aj 8

5
& 8 & 0

(8@;) 8a] <8aj + 8ajz->

) (ag) 92¢; d%¢;
1)

aajﬁaj H 0a;0a;

a9 [ 9¢; %
a; < ) 8%8% (5.9)

(A+

On reconnait les composantes de grad (div £) et de A{ dans cette expression,
ce qui permet d’écrire

div g = (A + p) grad (div §) + pu AE . (5.10)

L’équation de conservation de la quantité de mouvement, qui prend alors le
nom “d’équations de Lamé”, s’écrit

2
P gtg(a’ t) = fla,t) + (A + p) grad [div £(a, )] + pp A(a, 1) . (5.11)
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T a,n,t
§D’i7’ichlet —Neumann(77f7 )

aQl\feumann

8QDirichlet

FI1GURE 5.3 — Conditions aux limites de Dirichlet ou de Neumann.

Lorsque la configuration de référence 2y est bornée, la résolution des équations
de Lamé nécessite d’imposer des conditions aux limites sur toute la frontiere
déformée 0€(t) que 'on approxime par 0€)y a l’ordre dominant du parametre
de déformation 7.

On considere ici deux types de conditions aux limites : déplacement imposé
ou contraintes imposées. On suppose que le déplacement est imposée sur la
partie OQpirichier C 082 ce qui s’écrit

§(Q7 t) = §Dirichet(g’ t) pour a € aQDim’chlet . (512)

Ces conditions aux limites sont dites de type “Dirichlet” dans la terminologie
de la théorie des équations aux dérivées partielles. On suppose d’autre part
que les contraintes sont imposées sur la partie QN ecwmann C 08 ce qui s’écrit

Q(Qa t) N ﬂ - INeumann (Qu t) pour Q e aQNeumann M (513)

Ces conditions aux limites sont dites de type “Neumann” dans la mesure ou
o est une combinaison linéaire de dérivées partielles des composantes de £ par
rapport a I’espace et qu’on le multiplie par la normale n.

2 Module de Young et coefficient de Poisson

La loi de Hooke inverse, qui exprime le tenseur des petites déformations en
fonction du tenseur des contraintes, est écrite a l’aide des deux nouveaux
coefficients, le module de Young et le coefficient de Poisson, que l'on relie
aux deux coefficients de Lamé. La raison d’étre de ces coefficients est justifiée
par 'exemple de la traction uniaxiale. Le module de compression est défini a
travers 'exemple de la compression uniforme.

2.1 Inversion de la loi de Hooke

La loi de Hooke exprime le tenseur des contraintes g en fonction du tenseur
des petites déformations € a travers la relation linéaire

g=A(tre) L+2pue. (5.14)

Pour inverser cette relation et exprimer e en fonction de g, on utilise la
décomposition unique en tenseurs sphérique (proportionnel au tenseur iden-
tité) et déviatorique (de trace nulle) qui s’écrit

s) — 1

g=0"+ g avec g 5 (tr o)

I~
@
-+

I

s

I
I

!
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68 Chapitre 5. Equations de Lamé

€= g(s) + g(d) avec g(s) = % (tre) I et g(d) =€— é (tre) I.(5.15)

La projection de la loi de Hooke (5.14) sur les espaces vectoriels des tenseurs
sphériques et déviatoriques conduit a

a® :%(3)\+2M) (troI=@Br+2m)e® et g =2u?. (5.16)

On en déduit alors

| |
L) @) _ © . L @
€= e T2 Tl
1/ 1 1 1

N Ay 5.17

On voit que I'expression de € en fonction de g est de la méme forme que la loi de
Hooke, ce qui s’explique par le fait que c’est la seule forme de relation linéaire
qui respecte l'isotropie. On choisit alors d’introduire les nouveaux parametres
E et v de maniere a écrire la loi de Hooke inverse (5.17) sous la forme

v 14+v

(5.18)

[S]

11 suffit pour cela de définir E, appelé “module de Young”, et v, appelé “coef-
ficient de Poisson”, & I’aide des relations

A+2 A

P T30

(5.19)

Les “coefficients de Lamé” X et pu s’expriment alors & ’aide des relations

= vE ; _ E
Ta+rna-2v & HFTaayay

(5.20)

La justification du choix des coefficients F et v pour 'expression de la loi de
Hooke inverse (5.17) apparait dans I’expérience de traction uniaxiale.

A titre d’exemple, on mesure £ = 200 10° Pa, v = 0.30 pour 'acier £ =
60 10°Pa, v = 0.27 pour le granite et £ = 0.02 10°Pa v = 0.50 pour le
caoutchouc. On doit toujours avoir g > 0 et 3A+2pu > 0.

2.2 Expérience de traction uniaxiale

On considere un solide élastique dont la configuration de référence €}y est un
parallélépipede rectangle de cotés Iy, lo et I3 (voir figure 5.4).

On suppose que 'on applique sur les faces de normales respectives e; et —e;
les forces (surfaciques) de contact extérieures a g égales a T'(a,e;) = F ¢
et T'(a, —e;) = —F ¢e;. On suppose que les quatres autres faces sont libres de
contraintes, c’est-a-dire T'(a,n) = 0. On cherche alors la réponse du solide en
supposant que sa rhéologie est homogene et isotrope et que l'on reste dans le
cadre de I’hypothese des petites perturbations et donc de 1’élasticité linéaire.
On néglige les forces extérieures de volume f.
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Q
Qo ol L2 ho

— _ <— L €34 A, >
T= Fgl 4 €9 /ﬁ» I:Fgl
< €1 > .

B
S

FIGURE 5.4 — Expérience de traction uniaxiale.

En supposant que l'origine du repere est au centre du parallélépipede rectangle,
on cherche si un champ de déplacement de la forme

Ela) =Arar e+ Asar e+ Azaz eg (5.21)

est une solution d’équilibre. On remarque tout d’abord que £ est bien solution
des équations de Lamé (5.11) dans la mesure ou tous les termes de cette
équations sont nuls. On peut interpréter les A; comme étant les allongements
relatifs dans le trois directions en vérifiant les relations

A; = % , pouri=1,...,3, (5.22)

i

ol hi, ho et hz sont les longueurs des cotés du parallélépipede rectangle
déformé.

Il reste & exprimer Aq, As et Az en fonction de F pour que les conditions
aux limites soient vérifiées. A partir du champ de déplacement § on déduit le
tenseur des petites déformations qui s’écrit :

g:A1€1®§1+A2§2®Q2+A3Q3®Q3~ (5-23)
Ce tenseur est constant. Le tenseur des contraintes constant
og=Fe Qe, (5.24)

vérifie les conditions aux limites. Il vérifie la loi de Hooke si les relations
suivantes sont satisfaites :

F=F Al et AQ = Ag = —V Al . (525)

Ces relations simples expliquent le choix du module de Young E et du coef-
ficient de Poisson v pour caractériser le comportement élastique d’un solide
homogene et isotrope.

2.3 Expérience de compression uniforme

On suppose maintenant que le paraléllépipede rectangle est soumis a des forces
de pression sur toutes ses faces ou les forces de contact exercées par son
extérieur sont

T(a,n)=-pn (5.26)

ou p est une pression constante (figure 5.5).
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70 Chapitre 5. Equations de Lamé

FIGURE 5.5 — Expérience de compression uniforme.

On cherche si un champ de déplacement de la forme

§(a) = Ap (a1 1 + a2 €3 + as e3) (5.27)
est une solution d’équilibre. On voit alors que les tenseurs
e=A,1I et og=-pl (5.28)
forment une solution si la relation suivante est vérfiée :
1-2v
—p=BX+2p)A, = A, =—p 7 (5.29)

On peut interpréter A, a I’aide des volumes Vy de g et V de €2 en remarquant
que

V;VO —tretO) =3 A, + O(P) . (5.30)
0
On définit alors le “module de compression” k. & I'aide des relations
V-V E 3A+2p
—D = K, e = e . . 1
pP=K Vo avec K 30 —20) 3 (5.31)

Le bon sens, ou plutét le second principe de la thermodynamique, requiert
I'inégalité k. > 0. En effet, un compression p > 0 ne peut pas conduire a
une augmentation de volume, sauf si le corps est explosif, donc instable. Une
conséquence de cette inégalité est que v < 1/2. Pour v = 1/2, comme c’est le
cas pour le caoutchouc, le solide élastique est incompressible.

3 Ondes élastiques

En projetant les équations de Lamé sur les espaces vectoriels respectifs des
champs de déplacements a divergence nulle ou bien a rotationnel nul, on décrit
deux types d’ondes élastiques, longitudinales et transversales. Toute solution
des équations de Lamé se décompose comme une superposition de ces ondes
planes élémentaires.

3.1 Projection des équations de Lamé

On consideére ici les équations de Lamé (5.11) dans un milieu infini en suppo-
sant que f = 0, ce qui s’écrit
0%¢ .
PG = (A + ) grad (div §) + p A . (5.32)
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On note respectivement d et r la divergence et le rotationnel du champ de
déplacement § définis par

d(a,t) = div {(a,t) et r(a,t) = rot {(a,t) . (5.33)
En prenant la divergence et le rotationnel des équations de Lamé (5.11) et en

utilisant les identités div grad = A et rot grad = 0, on obtient respectivement
les équations suivantes

0%d 9%r
@:C%Ad et ait;:C%Af
A+ 2
avec = +ep et co = Ly (5.34)
Po Po

La divergence d et le rotationnel r du champ & vérifient donc ’équation des
ondes avec des vitesses de propagation respect;vement égales & c1 et cy avec
co < ¢1. Comme ces vitesses ne sont pas égales, on doit avoir r = 0 pour les
ondes se propageant a la vitesse ¢; et d = 0 pour les ondes se propageant a la
vitesse cy. Ces ondes sont explicitées ci-dessous.

as a2

)—Q—?—O—é—L-(‘ y
DR R 7] i‘ 1] ‘r“—‘
-01 ,m‘L 11 o
02 _VEH - B oo VI Ii ol {1—
R ) 5 e x
-03 ) “‘L étL A
. 7 -0 o o- ° FER: ?T 0 ‘t'é,
- - : . Ba x
05%‘*‘* - - 705‘L Il 11 II,
-06 T B - el 1] Il 1t !
S ceauteaes PR HILIHIT LI IEER

a) 05 04 03 02 01 0.1 02 03 04 05 b) 05

&
S
&
°

02 -0 0 0.1 0.2 03

°
S
°

FIGURE 5.6 — Particules et vecteurs vitesses. Onde élastique a) longitudinale
ou b) transversale.

3.2 Ondes longitudinales

Les solutions de I’équation 24 = c? Ad sont des combinaisons élémentaires

ot?
des solutions
d(a,t) = D ¢! kawt) | p* gmilka-wt) avec w=c ||k (5.35)

ot D est une amplitude complexe et |k|| le module du vecteur d’onde k.
En posant D = D,, exp(ip) ou D, et ¢ sont respectivement le module et
I’argument de D,,, on peut écrire

d(a,t) =2 Dy, cos(k-a—wt+ ) avec  w=c k] . (5.36)

En tournant les axes on peut toujours se ramener au cas particulier £ =k e;
avec k > 0, on peut écrire

d(a,t) =2 Dy, coslk (a1 —c1t) + @] . (5.37)
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Ce champ peut étre considéré comme la divergence du champ de déplacement

(at) = 2 Dm

sinfk (a1 —c1t) + ¢ €; - (5.38)
Il s’agit donc d’une onde longitudinale, c’est-a-dire telle que le déplacement
s’effectue dans le sens de la propagation de I'onde.

En tournant les axes, on obtient la famille d’ondes longitudinales de la forme
§.(a,t) = Ly sin(k-a—ci ||kt +¢) (5.39)

ou L, est une amplitude quelconque et k£ un vecteur d’onde quelconque.

3.3 Ondes transversales

On considere le champ de déplacement

§(Q,t) _ {T 6i(ka1—wt) 4+ T e—i(kal—wt):| ey (540)

ou T est une amplitude complexe et & > 0 un nombre d’onde réel positif.
En posant T = T, exp(ig) ou T, et ¢ sont respectivement le module et
I’argument de T}, on peut écrire

&(a,t) =2T,, cos(ka; —wt+ @) ey . (5.41)

On en déduit que le rotationnel de £ s’écrit

r(a,t) = =2kT,, sin(ka; —wt+ @) e3 . (5.42)

2
En reportant dans I’équation % = c% Ar on voit que £ est solution a condition

de satisfaire la relation de dispersion
w=ca k. (5.43)

Il s’agit d’une onde transversale, c’est-a-dire telle que le déplacement s’effectue
dans un plan perpendiculaire au sens de propagation de ’onde.

En tournant les axes, on obtient la famille générale d’ondes transversales de
la forme

§pla,t) =21, cos(k-a—ca k|t + ) avec T, k=0, (5.44)

ou T, est un vecteur réel quelconque dans le plan perpendiculaire au vecteur
d’onde k.

EXERCICES

NIVEAU I| Questions simples

1) Expliciter les composantes Cyx pour I = 1,...,6 et K = 1,....6 de la
matrice 6 X 6 correspondant a la loi de Hooke dans le cas homogene et

isotrope, en notant A\ et u les coefficients de Lamé.

On a C =C =C :)\+2,C = C =C :A7C =C = C :)\’
Ca = 6;5 = 02626 = Qz?)et Cij = (#Sing%. ot 12 32 13 21
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2) On considere le champ de déplacement ¢ = k(a3 e; + a3 e, + afes) o
k est un paramétre constant. On se place sous I'hypothese des petites
perturbations. Calculer g en supposant la loi de Hooke vérifiée. En déduire
la densité volumique des forces de contact f . = divg. Comparer avec
les expressions de grad (div §) et A&.

nt

On a €3 = €32 = kag, €31 = €13 = kag, €12 = €13 = kay et €11 = €0 = €33 = 0.
Comme tre =0,ona g =2pue. Ona f = —dive = —2puk(e; + e, + e3). Comme
divE=0et Al =2k (e; +ey +e3), on a bien div g = (A + ) grad (div §) + pu AE.

3) Expliciter les composantes ¢;; de € en fonction des composantes o;; de o
a l’aide de la loi de Hooke inverse.

— 14
‘ On a €ij = —% o 5ij + 7EV Oij-

INIVEAU II| Traction uniaxiale

On considere un parallélépipede rectangle €2y de longueur [y, lo et l3, com-
posé d’'un matériau élastique homogene et isotrope. On suppose qu’il est non
contraint et que sa densité est pg. On connait son module de Young F et son
coefficient de Poisson v. On choisit les axes orthonormés Oai, Oas et Oas
paralleles aux arétes.

as A L
0
1
|
O)—-—-—- ——
|3 4 as
¥ a,

FIGURE 5.7 — Parallélépipede rectangle élastique.

Petite traction

On effectue une expérience de traction sur le solide en appliquant des forces
de contact a sa surface. On s’intéresse ici a I’état équilibre (pas de dépendance
en temps). On mesure alors le champ de déplacement £(a) qui est égal &

51 = Al ai , 52 == —I/Al as , 53 == —Z/Al as . (545)

On suppose que Ap est tres petit devant un : A; < 1. On rappelle que la
loi de Hooke permet d’exprimer g en fonction de € a ’aide des coefficients de
Lamé, ou ¢ en fonction de g a I'aide du module de Young et du coefficient de
Poisson.

1) Calculer le tenseur des petites déformation €(a). Montrer que ’on est dans
le cadre des petites déformations.
Le tenseur des petites déformation € est tel que €17 = Aq, €20 = €33 = —v A

et ¢;; = 0 sinon. On est bien dans le cadre des peites déformation puisque ses
composantes sont donc toutes d’ordre A; < 1.
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74 Chapitre 5. Equations de Lamé

2) Appliquer la loi de Hooke pour calculer le tenseur des contraintes g en
tout point, en fonction de E et A; uniquement. On pourra utiliser les

expression de A et p en fonction de E et v.
Onag=A(tre)I+2pe=A(1-2v)A11+2pue Onadoncoy = A(1-2v) A+
2MA1 = A1E7 0929 — 033 = /\(1 — 2V)A1 — 2,uA1 = 0, 045 = 0 sinon. Donc
c=FAe ®e;.

3) En déduire I'expression des forces extérieures de contact I'(a, n) pour cette
expérience. Calculer les forces volumiques extérieures f(a) en supposant
que le solide est a 1’équilibre.

Sur les faces de normales +e;, on a T'(a,+e;) = £F e avec F=FEA; =FEA;. Sur

les autres faces, T'(a,n) = 0. Comme ’accélération Btzﬁ est nulle, on a f+divg = 0.
Comme div g = 0 (coefficients constants), on a f = 0.

4) Interpréter physiquement cette expérience de petite traction en termes

d’allongement de la piece élastique.
La force surfacique =F'e; est appliquée sur les faces de normales *e;. La plece

subit alors un allongement A; = F/E dans la direction e; et les compressions
Ay = Az = —v A dans les deux autres directions.
Cisaillement

On suppose maintenant que Iy = I3 = [. On effectue un expérience de cisaille-
ment sur le solide en appliquant des forces de contact & sa surface. On mesure
alors le champ de déplacement £(a) qui est égal a

§=0, &=ka, &G=kay. (5.46)

On suppose que k est tres petit devant un : £ < 1.

5) Calculer le tenseur des petites déformations e. Justifier que 'on est dans

le cadre des petites déformations.

On a €23 = €32 = k et ¢;; = 0 sinon. On est bien dans le cadre des peites déformation
puisque ses composantes sont donc toutes d’ordre k£ < 1.

6) Appliquer la loi de Hooke pour calculer le tenseur des contraintes en tout
point, en fonction de p et k£ uniquement. En déduire ’expression de g en
fonction de p et de I'angle de glissement ~93 uniquement.

Comme tre=0,0ona g=2pue=p73 (e ®e3+e3®e€y).

7) En déduire les forces extérieures de contact T'(a,n) exercées lors de
I’expérience et dessiner un schéma pour les représenter. Calculer les forces
volumiques extérieures f(a) en supposant que le solide est a 1’équilibre.

Sur les faces de normales +e,, on a T'(a, +e,) = F e; avec F' = i y93. Sur les faces de
normales tes, on a T(a ie% Fe,. Sur les autres faces, les forces de contact sont

nulles. Comme ’accélération t2§ est nulle, on a f +div g = 0. Comme div g = 0
(coefficients constants), on a f = 0.

8) Interpréter physiquement cette expérience de petit cisaillement sur le
solide. A quoi correspondent les directions principales du tenseur des
déformations ? Comparer ces directions principales a celles du tenseur de
contraintes. Interpréter.
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Il s’agit d’une expérience de cisaillement ot 'applique des forces tangentielles £F e
sur les faces de normales +e, et £F e, sur les faces de normales +e5. La réponse
du solide est un glissement d’ange y23 = F/u. Les directions principales de € sont

nt = %(gg +eg) et nm = %(22 — e3) avec des allongements relatifs associés
AT = ~93/2 et AT = —q93/2. Dans la base (e;,n",n7), le tenseur des petites

déformations est diagonal et s'écrit € = AT (nT ® n™ +n~ ® n7). La tenseur de
contraintes admet les mémes directions principales. On peut voir 'expérience de
cisaillement comme une expérience de traction dans la direction n™ superposée &
une expérience de compression dans la direction n~.

|NIVEAU III| Torsion d’un arbre métallique

On considere une piéce métallique homogene contenue dans le domaine
Qo={acR®| (a? +a3)<R?> et 0<az<L}. (5.47)

On note pg sa masse volumique. On note A et u ses coefficients de Lamé. Dans
tout ce qui suit, on suppose que la section circulaire Sy d’équation a3 = 0 est
immobile (déplacement nul), car encastrée dans un matériau indéformable. On
néglige les forces de volume (gravité). On se place dans le cadre des petites
perturbations.

as

g
@
~

T

a
1 SOR

FIGURE 5.8 — Arbre métallique de forme cylindrique.

Equilibre en torsion

On suppose que le systeme est a ’équilibre et que le déplacement s’écrit
§1:—aa2a3, fgzaalag, 53:0 (548)
avec a > 0 et n = a max(R, L) < 1.

1) Calculer le tenseur des petites déformations €(a) et justifier ’hypothese
des petites déformations.

On a Hip = —aas, Hig = —aag, Hyy = aas, Hes = avay et Hy; = 0 sinon. On

en déduit €13 = €31 = —vas/2, €23 = €30 = @ a1 /2 et €;; = 0. Comme |awa,| < n,

|aas] < n et |aas| < n, les composantes de H sont d’ordre n et I'on est bien dans

le cadre des petites déformations. o

2) Calculer le tenseur des dilatations C(a) et le comparer a €(a) au premier
ordre du petit parametre 7.
Comme X(a,t) = a +aaz(—aze, +ajey), on a Cjp = Coy = 1+ a?a?, Cs3 =

1+ a?(a? +a3), Ci3 = C31 = —aas + a’ajas, Co3 = C3p = aay + a?agaz et
C;; = 0 sinon. On a bien C = I +2¢+ O(n?).
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76 Chapitre 5. Equations de Lamé

3) Donner lexpression du tenseur des contraintes o(a). En déduire la
résultante des forces extérieures de contact exercées sur la surface Sy,
d’équation az = L.

Comme tr ¢ = 0, 'application de la loi de Hooke conduit & g = 2 ue. Les forces

de contact exercées sur Sy, sont T = g(ay,a2,L) - e5 = pa(—aze; + aje,). Par
symétrie, leur résultante, issue de I'intégration de T sur Sy, est nulle.

4) Montrer que la surface latérale 3., d’équation (a? +a3) = R?, est libre de

contraintes.
Les forces de contact exercées sur X, sont :
T(a) = a(a1,az,a3) - (a1 €, + az ey)/v/a? + a2 = 0. La surface X, est donc libre de

contraintes.

5) Calculer le moment résultant en 0 des forces extérieures de contact

exercées sur la surface Sj.

Les forces de contact exercées sur Sy sont :
T(a) = glay,as,0) - (—e3) = —pa(—aze; + a1 ey). Leur moment en 0 est Iy =

ffsog/\z(g) dSp = —uafORfozﬂr2rdrd9 = —,ua”TRAlgg).

6) On suppose que le seuil de rupture du solide est atteint lorsque

:§2k32 ol s=0—

(tro) L (5.49)

N |
lw

est la partie déviatorique de o et k. > 0 une constante (critere de

résistance de Von Mises). Au-dela de quelle valeur critique «. de «, fonc-

tion de R, k. et u la piece casse-t-elle 7
Onas=get$s:s=p’a?(a?+a}). Son maximum est atteint sur la frontiere
Y. et vaut p? o? R%. La rupture est obtenue pour a > a, = k. /(1 R).

Mouvement de torsion

On suppose maintenant que ’arbre est animé du mouvement

£(a,t) =& sin(kag) sin(wt) (—aze; + a1 ey) avec k= % . (5.50)
7) Quelle condition vérifier la pulsation w pour que (a,t) soit une solution
des équations de Lamé ?

. . , . t s . o2
Puisque div § = 0, les équations de Lamé sécrivent pg Wﬁ = pA&. En reportant la
forme du déplacement dans ces équations, on obtient w? = ¢z k? avec ca = \/11/po-

8) Exprimer le tenseur des contraintes o(a,t).

Onaois =031 = —pké, cos(kas) sin(wt) ag, 023 = 032 = pk &, cos(kas) sin(wt)
et o;; = 0 sinon.

9) Calculer les forces de surface exercées sur Sy, lors de ce mouvement.

Les forces de surfaces sont, de la forme : . .
T(ai, a2, L,t)=0ge3=pkénm cos(rk L% sin(wt) (—ag e;+a1 €5). On aT = 0 puisque

kL=m/2.

10) Montrer que le moment des forces de contact exercées par la partie ag > 1
du cylindre sur un disque intérieur S; de centre [ e3 avec 0 <1 < L, de
rayon R et de normale es est de la forme I' = I'(l,t) e3 ou I' est une
fonction que 'on déterminera.

Comme T'(ay,az2,as3,t) = g - eq, on a ['(ag, t) = ’TTRAI wk&m cos(kas) sin(wt).
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11) Dessiner ’allure de la fonction I'(0,¢) en fonction de t.

| La fonction I'(0, ) est une sinusoide.

12) Dessiner l’allure du profil I'(as,t) pour as € [0, L] pour plusieurs valeurs

de ¢.
L’oscillation I'(as, t) pour as € [0, L] correspond a un quart d’onde stationnaire avec
un ventre en az = 0 et un noeud en a3z = L.

13) Interpréter les déformations ou les mouvements de I’ensemble du probleme

a l’aide de schémas et de quelques commentaires.

Ce probleme étudie des déplacements ou des mouvements de torsions autour de I'axe
Oag. L’équilibre stationnaire résulte d’un mouvement de rotation solide imposé sur
St. L’oscillation est le mouvement que l'on obtient s’il 'on relache le forcage sur
Sp,. Larbre oscille alors & une fréquence w = co /(2 L).
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Introduction

Si la représentation lagrangienne des champs est adaptée a la modélisation
des solides élastiques, dont les configurations déformées restent proches d’une
configuration de référence, la représentation eulérienne est plus appropriée
pour la modélisation des fluides qui perdent rapidement la mémoire de la
condition initiale. Le point de départ de la description du mouvement est
donc la donnée ou la mesure d’un champ de vitesse a partir duquel il convient
de reconstituer des trajectoires ou encore la dérivée d’un champ en suivant ces
trajectoires. Le gradient de ce champ de vitesse permet de décrire ’évolution de
petits vecteurs transportés par le mouvement le long de trajectoires. Sa partie
antisymétrique, appelée tenseur des taux de rotations, décrit la rotation solide
subie par le voisinage d’une particule. Sa partie symétrique, appelée tenseur
des taux de déformations, décrit le taux de variation des longueurs, des anges
et des volumes.

1 Description eulérienne du mouvement

A partir de la donnée d’un champ de vitesse en représentation eulérienne, on
détermine les trajectoires du mouvement en résolvant un systeme d’équations
différentielles ordinaires. Dans le cas général, ces trajectoires sont différentes
des lignes de courant instantanées.

1.1 Détermination des trajectoires

FIGURE 6.1 — Détermination du mouvement X (a,t) et des trajectoires z(t) =
X(a,t) a partir du champ de vitesse U(z, t).

On considéere un champ de vitesse U(z,t) et I'on omet 'exposant () pour
désigner la représentation eulérienne U(z,t) = U¥)(z, t). La trajectoire z(t)
issue du point a a l'instant initial ¢ = 0 est solution du systeme d’équations
différentielles ordinaires

dx

E(t) =Uz(t),t] avec z(0)=a. (6.1)

L’ensemble des solutions de ce systeme permet de construire le mouvement
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X(a,t) défini par

X(a,t) = z(t) avec x(t) trajectoire telle que z(0)=a. (6.2)

La représentation lagrangienne de la vitesse est alors définie par la relation

U (a,t) = U[X(a,1),1] . (6.3)
On peut alors écrire
0X ~dz(t) B B
o wt)=— = =Ul(t),t] =U[X(a 1) t] = U (a,t) . (6.4)

1.2 Lignes de courant

Les trajectoires du mouvement ne doivent pas étre confondues avec les lignes
de champs de U(z,t) a l'instant ¢ appelée “lignes de courant”. Ces lignes de
champs sont des courbes que 1'on peut paramétrer par des fonctions s — y(s)
oll s est un parameétre réel. Ces fonctions doivent étre telles que leur vecteur
tangent % soit partout parallele au vecteur U ce que l'on écrit

dy

L) AUl(s). 8 = 0. (6.5)

FIGURE 6.2 — Lignes de champ y(s) a I'instant .

On en déduit qu’il existe une fonction ¢(s) telle que

%Y (5) = o(s) Uly(s).1]. (6.6)

Cette fonction doit étre strictement positive pour que la courbe paramétrée
y(s) décrive tout sa ligne de champ lorsque s décrit la droite réelle. On peut
ainsi choisir ¢(s) par simplicité ou ¢(s) = |Uly(s),t]]| ! pour que s soit la
coordonnée curviligne de la ligne de courant.

Une formulation courante, mais peu explicite, consiste a écrire

dyy _ dya _ dys

= = . 6.7
Uy Us Us (6.7)

Cette écriture conduit souvent au choix de I'une des coordonnées y1, y2 ou y3
comme parametre s, au moins localement.
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Dans le cas général, les trajectoires et les lignes de champs ne décrivent pas les
mémes courbes dans la mesure ou elles ne vérifient pas les mémes équations :

Trajectoires : &(t) = Ulz(t),t] pour tout .
Lignes de courant : y(s) = o(s) Uly(s), 1] pour t fixé. (6.8)

Dans le cas particulier d’un champ de vitesse “stationnaire”, c’est-a-dire tel
que U(z) ne dépend pas du temps, les courbes parcourues par les trajectoires
et les lignes de courant sont confondues. En effet, le choix de ¢(s) = 1 permet
de confondre I'équation z(t) = Ulz(t)] des trajectoires et I’équation ¢(s) =
Uly(s)] des lignes de courant. -

1.3 Gradient du champ de vitesse

FIGURE 6.3 — Variation de U(z,t) en fonction de 'espace.

Etant donné le champ de vitesse U(z, t), on définit son gradient K(z,t) dont
les composantes sont

oU;
K(z,t) =grad U(z,t) <=  Kij(z,t) = —(z,1) . (6.9)
4 7
Si dx est un petit vecteur, on peut alors écrire
Uz + dz,t) = Uz, t) + K(z,t) - 5z + O(62?) , (6.10)
ol dx = [|dz|| est la norme de dx. On peut alors décomposer K en la somme

de deux tenseurs d’ordre deux respectivement symétrique et antisymétrique a
I’aide de la relation

1

K=0+D > 9= (K-'K) o D= (K+'K). (611
Les tenseurs (z,t) et D(z,t) sont respectivement appellés “tenseur des taux
de rotation” et “tenseur des taux de déformation”. Les composantes de ces

tenseurs s’écrivent respectivement

1|0U; 0U; 1|{oU; 0U;
Qij == | — =2 Djj == | — 2. 12
J [8:@ 8xz‘| et J 2 |f9l'1 + 6:BZ‘| (6 )

Le vecteur rotation w(z,t) est tel que pour tout vecteur dz on puisse écrire

Qz,t) - dx =wA dx . (6.13)
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Ses composantes sont telles que w; + 2, = 0 si €, = 1. On en déduit qu’il
est relié au rotationnel de la vitesse U par la relation

M@ﬂ:%gﬁg@ﬁ. (6.14)

2 Transport par les trajectoires

La dérivée d’une grandeur le long d’une trajectoire, appelée dérivée particu-
laire, s’exprime en représentation eulérienne en fonction de toute ses dérivées
partielles et du champ de vitesse. Le champ d’accélération est alors la dérivée
particulaire du champ de vitesse. Un petit vecteur transporté par le mou-
vement, c’est-a-dire reliant deux trajectoires voisines, obéit a une équation
d’évolution faisant intervenir le gradient du champ de vitesse.

2.1 Dérivée particulaire

On considére un champ B dont la représentation eulérienne B(z,t) est liée &
la représentation lagrangienne B (a,t) & travers le mouvement X (a,t) et la
relation

B[X(a,t),t] = BP(a,t) . (6.15)

Etant donnée la trajectoire z(t) = X (a, t) issue de la condition initiale z(0) =

a, on considere la dépendance temporel b(t) du champ B obtenue en suivant
cette trajectoire et définie par la relation

b(t) = Bla(t), ] = BIX(a,),1] = BV (a,1) (6.16)
On peut alors calculer la dérivée de b(t) qui s’écrit

) = Dl + 00 S,
OB ‘o
27 (6,1

= G0+ U0, 1 5

= (G + U e B) leto). ] (6.17)

On définit alors le champ % dont la représentation eulérienne s’écrit

dB 0B
—(z,1) = —~(z,t) + U(z,?) - grad B(z, 1) . (6.18)
dt ot
Ce champ est appelé “dérivée particulaire” du champ B dans la mesure ou
il représente la dérivée de B le long d’une trajectoire. D’autre part, I’'égalité

b(t) = BB (a,t) de I'équation (6.16) permet d’écrire

. (L)
b@:if (at) . (6.19)

La comparaison de cette relation avec ’équation (6.17) et la notation z(t) =
X(a,t) permettent d’écrire

B B (L)
B X (a,1),1) =2

E X — E (Q7 t) . (620)
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FIGURE 6.4 — Relation entre les représentations eulérienne B(z,t) et lagran-
gienne B(X)(a,t) du champ B.

R ’ . . 4oe g . . dB

On en déduit que la représentation lagrangienne de la dérivée particulaire 7

s’écrit w @
dB 0B

— t) = — t) . 6.21

7 (@) =4 (a).c (6.21)

2.2 Champ d’accélération

La dérivée particulaire d’'un champ de vecteur V(z,t) = Vi(z,t) ¢; s’écrit

dV dVv; oV; aV;
—(x,t) = —(x,t)e; = | —+U; — t) e; 6.22
dt (£> ) dt (&, )Qz l@t + J 8.%']‘ (ia )Qz ( )
dans la mesure ol les vecteurs de base ¢; sont indépendants de 1'espace et du
temps. En utilisant le gradient grad V du champ V, de composantes g;/;, et
en définissant I'opérateur U - grad = U; a%j, on peut alors écrire
dav. oV A%
ey +grad V.- U 8t+Q grad V., (6.23)

la parenthese de I'expression (U - grad )V étant inutile dans la mesure ou la
notation grad V. (un seul trait sous le gradient) n’est pas définie.

Le champ d’accélération est défini par sa représentation lagrangienne

(L) 2
I (g, t) = %(g, t) = %%(g, t) . (6.24)

Par définition de la dérivée particulaire, sa représentation eulérienne s’écrit
ou ou
Lz, t) = 5/ (2,1) + U(z,t) grad Uz, t) = - (2, ¢) + K(z, 1) - Uz, t) (6.25)

ou K =grad U est le gradient de U. Ses composantes vérifient

T; =

Ui o, Ui _ U, <6U aUJ> Uﬁia(U]{J]) (6.26)

o "%z, " ot " \ox,  om 2 o

—

Comme Q-U =w AU et que w = srot U, on voit que I'on peut écrire

1
£:;:;+rotU/\U+§gr@dQ2. (6.27)
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2.3 Transport d’un petit vecteur

FIGURE 6.5 — Transport d’'un petit vecteur dz(t) par la trajectoire z(t).

On considére un petit vecteur dz(t) transporté par la trajectoire z(t) = X (a, t)

issue du point @ a l'instant ¢ = 0. Un tel vecteur est la différence de deux
trajectoires z(t) et z(t) + dx(t) tel que

85(t) = X(a+ da,t) — X(a,1) (6.28)

ot da = 6x(0) est la valeur du petit vecteur a l'instant ¢ = 0. Comme %g(t) =
Ulz(t), t] pour toute trajectoire, on peut écrire

582(0) = Ule(0)+ dx(t). 1)~ Ula(t)] = Kla(®).6-82()+ 0 [5(1)] . (6.29)
ou éx(t) = ||dz(t)|| est la norme du petit vecteur. En supposant dx(t) infi-

nitésimal, on pourra donc écrire

d

2 32(t) = Klz(t),1] - 9z(t) - (6.30)
En utilisant la décomposition de K en partie antisymétrique et symétrique,
on peut alors écrire

< (1) = wla(0), 1) A dx(t) + Dla(t) ] - 52() (6.31)
Le terme wA dz de cette équations traduit un mouvement de rotation solide de
vecteur rotation w pour les particules situées dans le voisinage de la trajectoire
x(t) (théorie des torseurs et des distributeurs). Le terme D - dx traduit un
mouvement de déformation qui sera étudié plus loin par l'intermédiaire des
taux de variation des longueurs, des angles et des volumes.

3 Tenseur des taux de déformations

Le tenseur des taux de déformation, partie symétrique du gradient du champ
de vitesse, permet de décrire la variation des longueurs, des angles et des
volumes associés a des petits vecteurs transportés par le mouvement.
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3.1 Variation des longueurs

On considére deux petits vecteurs dx(t) et d2'(t) transportés par la trajectoire
z(t). 11 vérifient donc

FIGURE 6.6 — Transport de deux petits vecteurs dz(t) et da'(t) par la trajec-
toire z(t).

La dérivée par rapport au temps de leur produit scalaire vérifie donc

(b0 0w') = (K 0n) o' + ' K or' = dw (K + 'K)or' . (6.33)

On peut donc faire apparaitre le tenseur des taux de déformation D et écrire

% [62(t) - 92()] = 2 6ax(t) - Dlz(t), ¢] - 52(t) - (6.34)

ou D est le tenseur des taux de déformation.
En choisissant dz’ = dx, on peut écrire

1 d||dz(t)||  dx(t) - Dlx(t),t] - d(t)
loz(t)|| dt [02(1)|12 ; (6.35)

<1 d]jdz ot : :
W ol est le taux de variation relatif des longueurs pour un petit vec-

teur ayant la direction de dz a l'instant ¢ dans le voisinage de z(¢). On re-
marque en effet que ce taux ne dépend pas de la norme du petit vecteur dx. Si
0x(t) = dx ey alinstant ¢, ce taux de variation est égal & Dj;. Les composantes
diagonales de D sont donc les taux de variation relatifs des longueurs dans les
directions des vecteurs de base.

3.2 Variation des angles

On suppose maintenant qu’a U'instant ¢ = ¢, les deux petits vecteurs dx(t) et
o' (t) transportés par le mouvement sont orthogonaux ce que 'on écrit

Sx(ty) - 02’ (ts) =0 . (6.36)
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FIGURE 6.7 — Transport de deux petits vecteurs dz(t) et d2'(t) orthogonaux
at =t, et angle de glissemnt ~y(¢).

On définit 'angle de glissement v(¢) comme étant de complémentaire du 'angle
que forment ces petites vecteurs et ’on écrit

ox(t) - 0x'(t) = [0z (®)|| [| 02" (£)[| siny(t)  avec y(t) = 0. (6.37)

En dérivant cette expression par rapport au temps, on obtient

d W d . oy
(60 - 0a') = S (182 182")) siny + 0z 62 L cosy . (6.38)

Comme v(t«) = 0, on en déduit

d

—_— . /
792 9r)

_ 14)
— (lgel 13211 (6.39)

En remplagant ¢, par ¢ dans cette derniére équation et en utilisant I’équation
(6.34) on en déduit

dy(t) _, 0x(t) - Dlx(?),t] - 62'(t)
dt [0z ()] || d2" (@)

ts

tx

siy(t) = 0. (6.40)

On remarque que ce taux de variation de I’angle de glissement ne dépend que
des directions des deux petits vecteurs orthogonaux a 'instant ¢ considéré. En
choisissant dz = dze; et dz’ = §z’ ey, on voit que

dy12
——= =2Do. 6.41
o 12 (6.41)

Les composantes non diagonales de D sont donc égales a la moitié des angles
de glissement des directions des vecteurs de base.

3.3 Variation des volumes

On consideére maintenant trois petits vecteurs dz(t) , d2'(t) et 02" (t) trans-
portés par la trajectoire z(t) et on suppose qu’ils engendrent une petit cube
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de cOté dx a l'instant t = ¢, et qu’ils alignés avec les vecteurs de base a travers
les relations

0x(ty) =0wey, O0a'(ty) =0wey, Jda"(ty)=0res. (6.42)

Le volume V(t) du parallélépipede qu’ils engendrent a un instant ¢ quelconque
s’écrit

SV(t) = (dz(t), d2'(t), dz" (1)) (6.43)

en supposant que ce produit mixte est positif.

FIGURE 6.8 — Transport de trois petits vecteurs dz(t), da'(t) et d2”(¢) formant
un cube a t = t,.

La dérivation de cette équation conduit a

Dsviey = EONE

= | (
+ (8w(). Klx(t). 1] - 82/ (1), 82" (1))
n ( ) (6.44)

Comme les petits vecteurs sont proportionnels aux vecteurs de base pour ¢t =
ty, on en déduit

d

&6V(t*) - 51173 |:(£ . Q17§27§3) + (Q17£ : QQ,Q:&) + (§1,22,£ : Q3)] [:l‘(t*) t*}
= oz [K11 + Koo + K33]|[g(t*),t*} = 0V(ty) tr é[g(t*),t*]
— V(6 div Ule(t), L] (6.45)

En recouvrant une petit domaine quelconque §V(t) transporté par le mouve-
ment par des petits cubes a l'instant ¢, on démontre que le taux de variation
relative des petits volumes s’écrit

1

V()

|

SV(t) = div Ulz(t), ¢] (6.46)

IS8

t

ou z(t) est une trajectoire proche de JV(t).

Mécanique des milieuz continus, O. Thual, 14 juin 2020



EXERCICES 89

EXERCICES

NIVEAU I| Questions simples

On considére le champ de vitesse U = lw [sin p(x3,t) e; — cos p(z3,1) 5] ou
o(xs,t) = kxg — wt. On suppose que [, w et k sont des constantes positives.

1) Déterminer les trajectoires x(t) associées a ce champ de vitesse. En déduire
Pexpression de la déformation X(a,t). Quelle est la forme de ces trajec-

toires.
Les trajectoires sont solution de 4 = [w sin(kzs —wt), %2 = —lw cos(kzz —wt)
et €5 = 0. On en déduit les trajectoires z(t) telle que x3(t) = as,

x1(t) = a1+l [cos(k az—wt)—cos(k az)] et z2(t) = as+![sin(kaz—wt)—sin(kas)] .

On a donc X(a,t) = a+1 [cosp(as,t)e; + sinp(as,t) ey]. Ces trajectoires sont de
cercles de rayon .

2) Décrire les lignes de courant a 'instant ¢ par un paramétrage s — y(s) sous
la forme y(s) = y(0)+Y(s) o Y (s) est une fonction que I'on déterminera.
Quelle est la nature de ces lignes de courant.

Les lignes de courant sont données par %(8) = ¢(s) Uly(s),t]. En choissant ¢(s) =

1, on peut écrire % = lw sinp(ys, 1), % = —lw cosp(ys,t) et d% = 0. On

en déduit ys(s) = y3(0), y1(s) = y1(0) + lw sinp[ys(0),t] s et yg(sg = y2(0) —

lw cos plys(0),t] s. Les lignes de courant sont donc des droites.

3) Expliciter les composantes du gradient du champ de vitesse K(z,t), du
tenseur des taux de déformations D(z,t) et du tenseur des taux de rota-
tions Q(x,t). En déduire le vecteur rotation w(z,t). Comparer ce vecteur
avec U.

On a Ki3 = lwk cosp(xs,t), Koz = lwk sinp(zs,t) et K;; = 0 sinon. On a

D13 = D31 = %lwk COSQO((E;;,t), D23 = D32 = %lwk Sil’l(p(.’bg,t) et -Dij =0

sinon. On a ng = —931 = %lwk COS (p(iEg,t), 923 = —Qgg = %lwk sin gp(xg,t) et

Q;; = 0 sinon. Comme Q37 +ws =0 et wy + Q23 =0, 0naw; = —% lwksin p(z3,1),

Wy = %lwkcosap(xg,t) et wg = 0. On remarque que w = %kg.

4) On considere le petit vecteur dz(t) transporté par la trajectoire z(t) =
[[cos(wt) — 1] e; — I sin(wt) ey issue du point z(0) = a = 0. On suppose
que 6x(0) = dz e3. Exprimer les coordonnées de dz(t). Décrire le mouve-
ment de dz(t).

Comme %x(t) = Klz(t),t] - dz(t), on peut écrire %6z = dwzlwk cos(wt) ,

45y = —dwzlwksin(wt) et £oxs = 0. On en déduit 6z (t) = dzlk sin(wt),

0xo(t) = dxlk cos(wt) et dxs(t) = dx. Le petit vecteur dz(t) décrit un cercle.

5) On considere le champ B(z,t) = vz t Calculer %—?, U -grad B et %.

On a %—]f =~x1, U-grad B=~vlwtsinp(zrs,t) et % =7z +ylwtsinp(xs,t).

6) On considere le champ de vecteur V (z,t) tel que Vi = x1 cos(xs,t) +
x9 sing(xs,t), Vo = x1 sinp(zs,t) — x9 cosp(xs,t) et V3 = 0. Calculer
%, U -grad V et la dérivée particulaire %.

On a % = w(x] sing — x5 cosp)e; + w (—x1 cosp + 29 sing)e, et U -grad V. =

lwsing (cospe, + sinpe,) — lw cosp (sinpe; — cospey) = lwey. Dol % =

lwey+z1(sinpe; —cospey) +xa(—cospe; +sinpe,).

7) Calculer K(z,t) - U(z,t). En déduire I'accélération %. Comparer ce vec-
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teur avec e3 A U. Calculer rot U AU et grad U UZ2. Commenter.

Ona K-U =0,dou U - -grad U = 0. On a donc % = %—% ce qui entraine

dU—lw (—cospe; +singpe,) —wgg/\Q. Comme rot U = — kU et U? = [2w?
onarot UANU = O et grad U? = 0, ce qui est consistant avec U - grad U =
rotU/\U+2gradU =0.

8) Indiquer le taux de variation des longueurs de petits vecteurs orientés dans
les directions de la base canonique. Comparer avec leur évolution donnée
par la relation %@: = Klx(t),t] - .

Ces taux de variations sont nuls car D11 = Doy = D33 = 0. Pour cette exemple

partlcuher on a méme —(5;10 = 0 pour les petits vecteurs tels que dz(0) A e; avec
i =1,...,3, compte-tenu ée la structre de K.

9) Indiquer les taux de variation d;}f, d”?’ et d%l dans angles de glissement

des directions de bases.

On a dgf =0, d723 =2D9y3 =lwk sing et d%l =2D13=1wk cose.

10) Calculer le taux de variation des volumes.

‘ On a Wl O] 45V(t) = div Ulz(t),t] = 0.

INIVEAU II| Rotation et déformation

Le vecteur taux de rotation est défini par w = %rot U en représentation
eulérienne. Le tenseur des taux de déformation D est la partie symétrique
du gradient de la vitesse exprimée en représentation eulérienne.

1) Ecoulement purement cisaillé. On considére un écoulement dont le champ
de vitesse est Uy = F(x2) et Uy = Uz = 0. Calculer w et D. Tracer la
trajectoire d’une particule. Discuter ’éventuelle rotation de la particule
sur elle-méme. Calculer les directions propres de D pour en déduire une
description de sa déformation.

Ona Ky = F (x2) et K;; = 0 sinon. D’ott D13 = Doy = F'(x2)/2 et D;; = 0 sinon.

On a w = —3 F'(x2) es. Les trajectoires vérifient &= = U(z) et donc dd% = F(z2),

ddif = ddﬂ = 0. Dol 3 = ag, 3 = az et x1 = a1 + F(az)t. Les trajectoires

sont des Jroites. Une particule transportée par le mouvement tourne avec la vitesse
angulaire —F”’(a3)/2 dans le plan (a1, as3). En diagonalisant D, on voit que son taux

de déformation est de F’(az)/2 dans la direction f (e; +e,) et de —F’(az)/2 dans
la direction % (eq — ey). Il est nul dans la direction ej.

2) Ecoulement en rotation solide. Mémes questions pour Uy = —Quxo, Uy =
Qx1 et Us = 0. Exprimer la vitesse en coordonnées cylindriques ainsi que
w et D. Montrer que 2 = Q(—e, @ ey +ey @ e,).

Ona K12 = —Q, K31 = Qet K;; = 0sinon. D'ot D = 0 et w = (2 e3. Les trajectoires

vérifient U(z) = Qe Az. On a donc %f -2z % = 0. Comme |z| est

constant, {fes trajectoires sont des cercles de centre O. Une particule transportée par

le mouvement tourne avec la vitesse angulaire  dans le plan (aj, as). Elle n’est pas

déformée. 11 s’agit d’'un mouvement de rotation solide. On vérifie que I'on a bien
- 0x = w A dx pour tout dx = dx, e, + dxp ey pour 'expression indiquée.

3) Ecoulement dans un cyclone. On considere le champ de vitesse qui s’écrit
U(r,0,z) = —rkey(0)/r en coordonnées cylindriques. Calculer w et D en
coordonnées cylindriques. Tracer la trajectoire d’une particule. Discuter
I’éventuelle rotation de la particule sur elle-méme ainsi que sa déformation.
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OnaU. =0,Uy = —k/r et U, = 0 en coordonnées cylindriques. Dans ces co-
ordonnées, les seules composantes non nulles de K sont Ky, = Up, = k/r? et
Ky, = —Uy/r = k/r?>. Onadonc Q =0 et D = K. En diagonalisant D, on voit
que son taux de déformation est de x/r? dans la direction % (e, +ep) et de —k /72
dans la direction % (e, — ¢eg)- Il est nul dans la direction e5. Il s’agit du champ

de vitesse induit par un tourbillon ponctuel centré en O. La vitesse est infini en ce
point.

INIVEAU III| Mouvements avec fonction de courant

On condidere le champ de vitesse U(z,t) = ue, + ve,+we, tel que w =0 et

O(z, 1)

et v(z,t)= o

(6.47)

7

ou 1(z) est un champ quelconque appelée “fonction de courant” associée au
champ U(z).

1) Montrer que 1’on peut écrire U = e, A grad 1.
‘ 11 suffit d’écrire e, /\(dw e, + g;/j e, + 61&72) = g—ﬁgy — %Qw+g.
2) Montrer qu’un mouvement qui admet une fonction de courant est isochore.

: o _ 9% 9%y .
On calcule div U = M Y4 oy = ~ oz + 570y = 0. Le mouvement est donc isochore.

3) Exprimer le rotationnel d’un tel mouvement en fonction de Ag.
_ [ 0ov ou _
Ona@g—(%_@)ﬁz—(fz"‘axz)w —A'I/JQZ.

4) On considére une courbe z(s), paramétré par une variable s, vérifiant
Y[z(s),ts] = C ou C est une constante. En calculant la dérivée de
Y[z (s), t.] par rapport & s pour le temps ¢, fixé, montrer que la vitesse U
est tangente en tout point a la courbe z(s).

On a Lula(s), ] = (252 + 9222 [a(s) 1] = (v - %u) [a(s),t.] = 0. On a

donc d%is) A Ulz(s),ts] = 0. Les courbes z(s) sont donc bien des lignes de courant.

5) En déduire le tracé des trajectoires dans le cas ou le mouvement est sta-
tionnaire, c’est-a-dire lorsque le champ de vitesse U(z) ne dépend pas du
temps,

Comme le champ de vitesse est stationnaire (indépendant du temps), les trajectoires
suivent le méme tracé que les lignes de champs. Elle sont donc sur des courbes
P[z(s)] = C ou C est une constante.

Ecoulement en coin

On considere un écoulement dont la vitesse est u = y(2? — y?), v = —2~vy2y
et U, =0.

6) Calculer le tenseur des taux de déformation D(z,t) et interpréter ses com-
posantes. Calculer la divergence du champ de vitesse et en déduire le taux

de variation des volumes ?
Ona Ky =—-Kyy =2vx, Kpy = Kyp =27y et K;; = 0 sinon. D'ot D = K et
Q2 =0.OnadivU = tr D= 0. Le mouvement est isochore. T
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7) Montrer que ce mouvement admet la fonction de courant ¥ (z) =
0% (% Y3 — 22 y) En déduire I'existence de trajectoires rectilignes que ’on

explicitera.
On vérifie que u = — , et v =1 ;. Les trajectoires vérifient ¢(x,y) = C ot C est
une constante. Pour C' = 0, on voit que les droites y =0, y = V3 z et y = —/3
supportent des trajectoires rectilignes.

8) Calculer le rotationnel du champ de vitesse. Calculer Aty. Commenter.
Comme 2 =0, on a rot U = 0. On calcule Ay = 0. Ce résultat est consistant avec
la relation rot U = At e, démontré plus haut.
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Introduction

On appelle théoremes de transport les relations qui permettent de dériver par
rapport au temps des intégrales sur des domaines transportés par le mou-
vement. Ces théorémes permettent de formuler la loi de conservation de la
masse pour la représentation eulérienne de la masse volumique. Elles permet-
tent également de dériver les équations de bilan locaux a partir des lois de bilan
exprimés en formulation intégrales. Dans le cas d’une surface de discontinuité
mobile, le bilan global permet de dériver des relations de saut. On peut ensuite
formuler le principe fondamental de la dynamique en considérant la quantité de
mouvement et le moment cinétique d’'un ensemble de particules transportées
par le mouvement. On montre comment 'existence d’une équation de bilan
entraine celle d'un vecteur flux et celle du tenseur des contraintes dans le cas
de la loi de conversation de la quantité de mouvement.

1 Théoremes de transport

La dérivation d’une intégrale triple sur un domaine transporté par le mouve-
ment conduit a rajouter au terme de dérivée partielle du champ intégré un
terme de flux cinématique intégrée sur la frontiere. Ce résultat, complété par
d’autres théoremes de transport, permet de formuler la loi de conservation de
la masse et de préparer la formulation d’autres équations de bilan.

1.1 Domaine transporté par le mouvement

On considéere un domaine D(t) constitué de particules transportées par le
mouvement X (a,t). Ces particules décrivent des trajectoires de la forme z(t) =
X(a,t) avec z(0) = a, issues d'un ensemble de positions initiales formant le

domaine Dy. On peut donc écrire D(t) = X (Dy,t). On dit que le domaine D(t)
est transporté par le mouvement.

FIGURE 7.1 — Domaine D(t) transporté par le mouvement X (a,t).

On considére un champ c(z,t), en représentation eulérienne, intégrable
sur le domaine D(t). Sa représentation lagrangienne c(X)(a,t) vérifie donc
c[X(a,t),t] = ¢ (a,t). On peut alors considérer le changement de variable
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z = X(a,t) alinstant ¢t dans l'intégrale

/ﬂ czt) l’—///po Jat)da,  (T.1)

ot J(a,t) est le Jacobien de I’application X de €y dans IR® au temps t. Si
c(z,t) et donc c¢(F)(a, t) sont dérivables par rapport & I'espace et au temps, on
peut dériver cette intégrale par rapport au temps en écrivant

(L)
= / /p [8&: J + et %ﬂ (a,t) d*a . (7.2)

La dérivée par rapport au temps du Jacobien J(a,t) se calcule en consideérant
la variation d’un petit volume §V(t) transporté par le mouvement autour de
la trajectoire z(t) = X(a,t) qui obéit aux relations

1 d
V(t) = J(a,t) 6V et 0] d— V(t) =div U[X(a,t),t] (7.3)
ou 0V = 6V(0) est la position du petit volume dans la configuration de

référence Qp. En éliminant §V(t) entre ces deux relations, on obtient

0J .
E(g, t) =divU[X(a,t),t] J(a,t) . (7.4)

En reportant cette expression dans l'intégrale de I’équation (7.2), on obtient

=[], [

86(

t) + P (a, ) div U[X (a, t),t]] J(a,t)d3a. (7.5)

En rappelant que i

dérivée partlculalre, on peut faire le changement de variable x = X (a, t) inverse
pour obtenir finalement

o //D(t z,t) 3y = /// [ (z,t) + c(z, t) div U(z, t)} 3z . (7.6)

Les relations dc = % +U-grad cet div (cU) = U -grad ¢+ cdiv U, permettent

d’écrire
(Z//l;(t)cd?’x // t)( + cdiv U> 3z
/// t)[ + div (cU)} o (7.7)

1.2 Conservation de la masse

. . . ae\ (D)
(a,t) est la représentation lagrangienne (—) de la

On considere un domaine D(¢) transporté par le mouvement et on définit sa

masse par 'intégrale
~ I rat) d (78)
D(t)
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ou p(z,t) est le champ de masse volumique. La loi de conservation de la masse
stipule que cette quantité est invariante en temps pour tout domaine D(t), ce
que ’on traduit par la relation

jt///p(t) (1) x_//D(t)( +pdwU)( ) d’e=0. 79)

En appliquant cette relation sur des domaines de plus en plus petits, on en
déduit le bilan local

dp

7 (z,t) + p(z,t) divU(z,t) =0 (7.10)

valable pour tout point x et tout temps t. En développant ’expression de la
dérivée particulaire, on peut écrire cette loi de conservation de la masse sous
les formes suivantes

d
d':—kpdlvU—g—FU gradp—l—pdlvU—gt—i-dlv(pU):O, (7.11)

o 'on a utilisé la relation div (pU) = U - grad p + pdiv U.

On voit que si le mouvement est isochore, c’est-a-dire si div U = 0, la loi
de conservation de la masse entraine que p est constant le long d’une trajec-

toire quelconque dans la mesure ou % = 0. Réciproquement, si le milieu est

incompressible, c’est-a-dire si p reste constant le long des trajectoires, alors
I’écoulement est isochore.

1.3 Théoréemes de transport complémentaires

On généralise facilement le théoreme de dérivation des intégrales sur des do-
maines transportés par le mouvement au cas des champs de vecteurs V (z,t)
a l'aide de la relation

// Vdir = /// ( 4V div U) B (7.12)
dt D(t)
en explicitant ses composantes sous la forme
d// ‘/idSQZ':/// dVi—l— l(?U A3z
dt JJ)pe) Ox;j
_ /// [ i ViU, )] Bo.  (7.13)

En considérant le tenseur d’ordre deux V ® U de composantes V; Uj, produit
tensoriel de V et U, on peut écrire

dt// vd%;_/// {+d1v(V®U)] P (7.14)

En utilisant les formules de la divergence

//wQ'@dSZ//DdiVQd% ot //apg'@dsz//pﬁgd% (7.15)
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FIGURE 7.2 — Interprétation géométrique du terme U - n dans l'intégrale de
surface du flux cinématique.

valables pour un champ de vecteur Q(z,t) ou un champ de tenseur g(z,t), on
peut écrire les théoremes de transport sous la forme

d oc

e &3 /// 9€ By + // U-nds,

dt ///D(t)c * D(t) Ot v aD(t)C* =

d oV

e Ve — /// LASPT +// V(U-n)dS. (7.16
dt// bW b O avaﬁ(* & (7:16)

On peut interpréter les termes ¢ U et V ® U, dont les produits avec la normale
n sont respectivement ¢ (U -n) et V. (U - n), comme des flux cinématiques a
I’aide de la figure 7.2. Pendant le temps dt, les longueurs U - n 0t permettent
de définir les éléments de volume dS U - n dt qui expliquent la différence due
au mouvement entre les intégrales sur D(t + d t) et D(t) pendant le temps ¢,

en plus de la différence due a la variation % ou %—% du champ considéré.

Cette série de théoremes de transport se termine ici par le théoreme de Rey-
. . . 9 .

nolds qui suppose que la loi de conservation de la masse g7 + div (pU) = 0

est vérifiée. Dans ce cas, on peut écrire

i//m) podo= ///D(t) P % &z, (7.17)

ou ¢(z,t) est un champ scalaire dérivable quelconque. Pour démontrer ce
résultat, il suffit de développer 'expression %(p @) +div (ppU) = 0 et d’ap-
pliquer la loi de conservation de la masse. On peut aussi se ramener a un
domaine fixe par changement de variable et utiliser I'invariance dans le temps
du produit p¥)(a,t) J(a,t) qui constitue la formulation lagrangienne de la

conservation de la masse.

2 Formulation des équations de bilan

Une équation de bilan consiste a exprimer la variation temporelle d’une gran-
deur intégrée sur une domaine transporté par le mouvement en fonction de
lintégrale d’un flux sur sa frontiere et de I'intégrale d’un terme de production
dans son intérieur. Ce bilan global permet de dériver des bilans locaux lorsque
le champ intégré est dérivable et des relations de saut en présence de surfaces
de discontinuité mobiles.
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2.1 Formulation intégrale

Un équation de bilan est la donnée d’un champ c¢(z, t), d’un champ de surface
ge(z,m,t) et d’'un champ volumique f.(z,t) tels que pour tout domaine D(t)
transporté par le mouvement de vitesse U(z,t) on puisse écrire

c?t///p(t) c(z,t) >z + //8D(t) qe(z,n,t)dS = //D(t) folz, ) d3z,  (7.18)

ou n est la normale sortante de la frontiere 0D(t) du domaine D(t).

Si ¢(z, t) est une fonction dérivable, on peut appliquer la formule de dérivation
d’une intégrale sur un domaine transporté par le mouvement et écrire

//az)(t) ge(z,n,t)dS = ///D(t) [fc — gi —div (c U)] B (7.19)

En appliquant cette relation a linstant ¢ pour une famille de domaine
tétraedres 7T, de taille caractéristique h tendant vers zéro, on peut écrire

// ge(z,n, 1) dS = O(h) (7.20)
9Th

FIGURE 7.3 - Flux @ (z,t) d'une équation de bilan.

On montre alors, en faisant tendre la famille de tétrahedres vers un point fixe
z, que g.(z,n,t) dépend linéairement de n et qu’il existe donc un vecteur flux
(sortant) @ (z,t) tel que l'on puisse écrire

QC(Q’ n, t) = Qc(l’ t) n. (7'21)

En appliquant le théoreme de la divergence, la formulation intégrale de
I’équation de bilan s’écrit donc

Z///D(t) (e, t) &z + //aD o 2o S = // o 12 dx. (722

2.2 Formulations en bilan locaux

En supposant que ¢(z,t) est une fonction dérivable, on déduit de la formula-
tion intégrale du bilan global deux formulations en bilan locaux. La premiere,
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appellée “bilan local en formulation conservative” consiste a écrire, pour tout
point x et tout temps ¢, la relation

Oc )

e +div(cU+Q,) = fe. (7.23)
Pour déduire ce bilan local du bilan global, il suffit pour d’appliquer la formule
de la divergence pour transformer l'intégrale surfacique en intégrale volumique
puis de faire tendre le domaine D vers z au temps t.

La deuxieme formulation suppose que la loi de conservation de la masse est
vérifiée. On définit alors le champ ¢(z, t) par la relation ¢(z, t) = p(z,t) ¢(z,t)
ce qui est toujours possible dans le mesure ou la masse volumique p(z,t) ne
s’annule pas. En remplagant ¢ par p¢ dans 1’équation de bilan (7.23) et en

utilisant la loi de conservation de la masse % +div (pU) = 0, on peut écrire
d .
p £ +divQ, = fe. (7.24)

Nous appelerons “formulation avec masse conservée” cette écriture de I’équation
de bilan.

En résumé, 'expression d’une équation de bilan pour la grandeur ¢ = p ¢,
dans le cas ou ¢ est dérivable et ou la masse est conservée, peut se faire par
I'une des trois formulations suivantes :
// fod®z
D(t)
e

intégrale : d/// p¢d3x+// Q -ndS
dt JJJp) aD(t) — ¢

0
conservative : g(p ¢)+div(poU+Q,) =
avec masse conserveée : p dii) +divQ, = f.. (7.25)

Il est a noter que dans le cas ou c(z,t) admet des discontinuités en espace
(choc), la formulation intégrale du bilan est plus riche que les bilans locaux
dans la mesure ou elle contient également les relations de saut.

2.3 Relations de saut

On considére maintenant le cas ou c¢(z,t) est dérivable sur le domaine D(t)
transporté par le mouvement, sauf sur une surface mobile X(¢) qui partage le
domaine en deux sous-domaines Dj(t) et Da(t) tels que Di(t) U Da(t) = D(t)
(voir figure 7.4). On note W (z,t) = W(x,t) N(z,t) la vitesse de la surface
mobile 3(t) ot N(z,t) est la normale pointant du domaine D; vers le domaine
D5. On note alors le saut de ¢ et le saut de QC de la maniere suivante :

[J=c®—cM et [Q]=Q% QW (7.26)

ott les exposants 1) et (2) désignent respectivement les valeurs dans les do-
maines D; et Dy au voisinage de X.

Si e(z, t) est régi par I’équation de bilan

(Zf///p(t) c(z,t) d®z + //ap(t) Q, ndS = //D(t) fuolz, t) B2 (7.27)
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9D (1) D (1)

FIGURE 7.4 — Surface de discontinuité mobile ¥(¢) de vitesse W = W N.

il est intéressant de développer le premier terme sous la forme

d/// cd%z/// dc 3z // cU nd5'+// W .-NdS
dt JJJp) Dy t)at (0D1 —
/// © By // cU ndS — // W -NdS
DQ (Ot (9Dy—
—/// d3x+// ou- nd5+// UMy N ds
Dl(t 8t 3D1
/// —d3x+// cQ-@de// c2 Efg ))-ﬁdS,
Dy ()0t dDa (1) =(t)

le second sous la forme

J[a-mis=[ q -ndS—// Q. NdsS
oD(t) — ¢ D1 (t) —° —¢
+// 0 -@ds+// Q@) NdS |
Do (t) —© () ¢

ainsi que le troisieme sous la forme

1] [ Jela e = L e L e

En écrivant que 1’équation de bilan est vérifiée sur les domaines D (t) et Da(t)
on obtient la relation

//E(t) {0(2)(Q(2) W) - DE® *E)} N dS
+ //E(t) Q® - QW] . Nds=o0. (7.28)

En considérant des domaines de plus en petits, on aboutit finalement a
I’équations de saut

[c@-W) -N+[Q, -N]=0, (7.29)

pour tout point z de la surface de discontinuité mobile 3(t) et pour tout temps.

3 Principe fondamental de la dynamique

La loi de conservation de la quantité de mouvement, qui constitue la premiere
loi du principe fondamental de la dynamique, entraine que les forces sur-
faciques de contact dépendent linéairement de la normale a la frontiere ce
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qui conduit & la définition du tenseur des contraintes. La loi de conservation

du moment cinétique, qui complete le principe, entraine que ce tenseur est
) b}

symétrique.

3.1 Modélisation des efforts

Les forces extérieures de volumes, qui représentent les interactions a longue
portée avec extérieur de la configuration déformée €(t), sont définies par
leur résultante, leur moments en O et leur puissance dans un mouvement U a
travers les relations respectives

EoalP®] =[] stz
Mool =[] IS LSS
Peval D(t)] = //D(t) fat)- Ul t)dz, (7.30)

ou f(z,t) est la densité volumique des forces de volumes.

FIGURE 7.5 — Forces extérieures de volume f(z,t) et forces de contacts
T (z,n,t) extérieures a D(t). B
Les forces de contact extérieures a D(t), qui représentent les interactions a
courte portée exercées sur la frontiere 9D(t) par son voisinage extérieur situées
a une distance microscopique inférieure a celle du continu, sont également
défines par trois grandeurs a travers les relations

zextcont [D(t)] = //81)(15) I(&, n, t) ds )
Mextcont [D(t)] = //B’D(t) x A I(i, n, t) as 5
Pextcont [D(t)] = /AD(t) I(@u n, t) : Q(E, t) as ) (731)

ou T'(z,n,t) est la densité surfacique des forces de contact.

On suppose que les forces intérieurs de volumes, qui représentent les inter-
actions a longue portée entre les particules situées a Uintérieur de €(t), sont
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identiquement nulles, ce que l'on traduit par les relations

Fintvol[D()] = 0, Mintvol[D(t)] =0, Pintvol[ D) =0.  (7.32)

Enfin, les forces de contact intérieures au domaine D(t), qui représentent les
interactions & courte portée entre les particules de ce domaine, vérifient, a
cause du principe de 'action et de la réaction, les relations

£in‘ncont [D(t)] =0 ) Mintcont [D(t)] =0. (733)

Cependant, leur puissance Pintcont[D(t)] pour le champ de vitesse U n’est en
général pas nulle. Son expression est donnée par le “théoreme de l’énergie
cinétique”, comme nous le verrons dans un chapitre ultérieur.

3.2 Tenseur des contraintes

Pour exprimer le principe fondamental de la dynamique on définit la quantité
de mouvement et le moment cinétique en O d’un domaine D(t) transporté par
le mouvement qui s’écrivent respectivement

p[D(t)] = // [ pUds et D)= // [ penUda. (739

Le principe fondamental de la dynamique stipule que la dérivée de la quantité
de mouvement et du moment cinétique en O d’un domaine de particules trans-
porté par le mouvement sont respectivement égales a la résultante de toutes
les forces et au moment en O de toutes les forces. Ces deux lois de conservation
s’écrivent respectivement

%B[D(t)] = £extvol[D(t)]+£extcont[p(t)})
%Q[D(t)] - Mextvol[p(t)] + Mextcont [D(t)] . (735)

Seules les forces extérieures apparaissent dans ces équations dans la mesure ou
la résultant et le moment en O des autres forces sont nuls. La loi de conser-
vation de la quantité de mouvement et du moment cinétique en O s’écrivent
donc respectivement, en formulation intégrale :
/// fdz |
D(t)

4 /// pU &Pz — / TdsS

dt JJJp() oD

d/// &/\de?’x—// 2 ATdS /// e A fdPz. (7.36)
dt JJJpw) oD D)

Si p et U sont dérivables, la loi de conservation de la quantité de mouvement
peut s’écrire sout la forme

//81)“) T(z,n,t)dS = //D(t) plz,t) %(L t) d?»x_///p(t) flz,t)d*z | (7.37)

ce qui permet de démontrer, a ’aide de la construction des petits tétraedres
emboités, que la densité surfacique de forces T dépend linéairement de la
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normale n. Cette propriété permet de définir le tenseur des contraintes o a
travers la relation

La loi de conservation de la quantité de mouvement et du moment cinétique
en O s’écrivent alors

d// pU de—// g-ndS /// fd3z

dt JJJp) aD(t) D(t) —

d/// g/\de?’x—// zA(g-n)dS = /// @/\fd3x.(7.39)
dt JJJp(t) aD(t) D) T

A partir de la loi de conservation de la quantité de mouvement, on peut in-
terpréter le tenseur des contraintes g comme le flux entrant de la quantité de

mouvement.

3.3 Symétrie du tenseur des contraintes

La formulation avec masse conservée de la loi de conservation de la quantité
de mouvement se traduit par le bilan local

dU

= f+div

@ 7.4
Py =1 (7.40)

S

D’autre part, en ’absence de discontinuité, la loi de conservation du moment
cinétique en O s’écrit

///D(t)ﬂf/\pd%—//ap(tx Jes )dS:///é(t)x/\fd:ax. (7.41)

En reportant le bilan local de quantité de mouvement (7.40) dans ce bilan
global (7.41), on obtient la relation

€= //39(1?) £ m)ds - ///D(t) A

En appliquant le théoreme de la divergences, composantes de C' s’écrivent alors

oy
C;, = // - €ijk Tj Oy dS — ///(t) €ijk Tj B2, 3z
(xj o) 3%1] 3
— — d
/// Uk [ aSUl 33] 817 v
= /// €ijk Okj d z=0 (743)
D(t)

On en déduit que o(z,t) est un tenseur symétrique vérifiant donc ‘o = o.

Pour tout point z et tout point ¢, on peut trouver une base orthonormée dans
laquelle la matrice des composantes de g est diagonale.

Br=0. (7.42)

HQ

On voit que la loi conservation du moment cinétique n’apporte pas d’autre in-
formation que d’imposer a g d’étre symétrique par rapport a la loi de conser-
vation de la quantité de mouvement que I'on peut écrire sous la forme

du

— div
pdt daiv

(7.44)

HQ

= i + icont avec icont
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fcont (i’ t)

I8

FIGURE 7.6 — Densité volumique icont “équivalente” aux forces de contact
I'=0g-n.

On peut interpréter f  comment étant la densité volumique équivalente aux
forces de contact ¢ - n appliquée a un petit volume.

Pour conclure, les relations de saut issues de la formulation intégrale de la loi
de conservation de la quantité de mouvement s’écrivent

[pUU-W)-N]-[g-N]=0, (7.45)

pour tout point z d’une surface de discontinuité mobile ¥(¢) et pour tout
temps.
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EXERCICES

NIVEAU I| Questions simples

On consideére le champ de vitesse stationnaire U(z) = 7 z et le champ scalaire
c(z,t) = Btx? ot 7y et B sont des constantes. On considere le domaine Dy =
{z € R?|||z|| £ Ro} ou Ry est un rayon constant.

1) Décrire 'image D(t) de Dy par le mouvement. Calculer I'intégrale triple
C[D(t)] = [y clz,t) d*s.
Les trajectoires du mouvement sont de la forme X(a,t) = ae”t. La deformatlon

inverse est donc A(z,t) = ze 7! L'image du domaine Dy d’équation a? < RZ est
donc le domaine D(t) d’equatlon 22e727t < R2 qui est la sphere de centre 0 et

de rayon R(t) = Rpe”!. On a donc C[D(t)] = 4 fOR(t)ﬁt rtdr = X BtRO(t) =

AT 3t R3S P,

2) Cacluler les intégrales triples [, % d3, o) de g3, Jo cdiv Udiz,
Jo i div (cU) d3z. Comparer avec la dérivée de C[D(t)].

On a 2 = Ba? et donc ﬂp ® % dPy = 47rf ®) Bridr = 42X BR}e®7!. Comme

U - grad c = 2ﬁ7ta: on a % = m + U -grad ¢ = B(1 + 2vt)2? et donc
s D) de By = 47rf Bl+2yt)yrtdr = 2ZB(1+27t)Rie®". On a divU =

3~ et donc ﬂth cdiv Ud%z = 47rf0R(t)B(3'yt)r4dr = 1ZB(3~t) Ry

On a cU = B’ytﬂc z, div (cU) = B(5vt)2?® et donc ﬂD(t)div (cU)d?z =
4 fR(t)B (5yt)rtdr =1Z 3 (5~t) R§e®7!. Comme dC[ (t)] =2 B(14+5yt) Ry €S,
on a bien 4C[D(t)] = [[,, D(1) (dc+Cd1VU Br= [, t)[ +div (cU)] d*z

3) On suppose que pX)(a,0) = py est homogene. A partir de la loi de conser-
vation de la masse en formulation lagrangienne, montrer que p(z,t) =
poe 37t Vérifier alors la relation % + pdivU = 0.

Comme J(a,t) = €37, la loi de conservation de la masse p)(a,t) J(a,t) = po
entraine pt")(a,t) = poe 37" et donc p(a,t) = poe 37t Ona % = —3ypye 37!
et div U = 3. On a donc bien d 2+ pdivU =0.

|NIVEAU II| Lois de conservation et équation de Burgers

Ecriture des lois de conservation

1) La table 7.1 recense plusieurs loi de conservation ou équations de bilan
écrite sous la forme 4 JIo cd3z + Jopy @, - ndS = [pq fe d3x avec
CID(t)] = ﬂp(t)cd?’x. Pour chaque ligne, écrire les bilans locaux sous
la forme conservative puis sous la forme avec masse conservée. Ecrire
également la relation de saut associée.

La forme conservative —I—dlv (pU) = 0 de la loi de conservation de la masse s’écrit
aussi % +pdivU = 0 ou 8t 2+ U -grad p+ pdiv U = 0. La relation de saut associée

s’écrit Hp U-w)- 7]] =0.
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106
Grandeur Densité Flux Production
¢ D) ¢ Q, 7.
m [D(t)] p 0 0
EmDO] | pe Q FgD
K[D(t)] 5pU° —g-U | f-U-g:D
ot D)) | $pUP +pe| —ac-U+Q| f-U+r
p[D()] pU —g f

TABLE 7.1 — Equations de bilan de la mécanique des milieux continus.

Les formes conservative, avec masse conservée et la relation de saut pour le bilan
de énergie interne s "écrivent respectivement
dt(pe) +dlv (peU+Q) =r+g:D,

Pour le bilan de l’energle cmethue on a
2 (LpU?) +div (3pUU - o U) =
& (3pU%) —div(e-U)=f-U-g
t 1o -w)-N]-[u o N] =0
Pour la loi de conservation de I’énergie totale, on a
38* (2pU +e) + div [(QpU2+e) U*Q'Q*I*Q] =f-U+r,
pL (AU +e)—div(e-U+Q)=f-
t H(%pﬂ2+e) w-w) N|-[u g N+Q N] =0
Pour la loi de conservation de la quantité de mouvement
8t(pU)—|—d1V(pU®U) £
par +div(pUsU) = f
et [pvew-w) ] -] ] =0.

Modeles de I’équation de Burgers

On considere une loi de conservation pour laquelle U = 0 et ou le champ
unidimensionnel ¢(z,t) = ¢(x,t), continu ou discontinu, est indépendant de y
et z. La loi s’écrit donc, e pour tout domaine D fixe, sous la forme

(7.46)

c;lt///pcdsx_'_//(m@c'”dszo-

2) Ecrire le bilan local dans le cas continu ainsi que la relation de saut pour
une surface de discontinuité d’équation x = x.(t) séparant une région
uniforme c¢(z,t) = ¢; pour < z,(t) d'une région uniforme c(x,t) = c2
pour z > x,(t). On notera W = W (t) e,

‘ Le bilan local s’écrit % + 88% = 0 et la relation de saut est W = [{QC}] / [H]

3) On suppose que ¢ = A(z,1) et Q = %BAz [ Ecrire le bilan local et
I’équation de saut découlant de ce modele. Calculer la vitesse W (t).

Le bilan local est dA + = ﬁ o (Az) = A + BA g BA = 0. La relation de saut est

-W[A]+ 1 B[AY] =0. La vitesse du choc est W=15 :327'4 =73 B(AL+ Ay). Clest

la moyenne des vitesses A; et As.

4) On suppose maintenant que ¢ = A?(x,t) et QC = %6A3 e,. Répondre
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aux deux questions précédentes en supposant que A # 0 et A1 + As # 0.
Comparer avec le modele précédent.
Le bilan local est % (AQ) + %Ba% (A3) =2A (%—’? +5A g—f) = 0. La gelagion
de saut est —W[A?] + 2 B[A3%] = 0. La vitesse du choc est W = 3 8 ﬁg:‘zz -
2 1

A+A;L Ax+A3 N N . .
% I5) %. Les deux modeles correspondent au méme bilan local mais

different par leurs relations de saut. La vitesse du choc n’est donc pas la méme.

INIVEAU III| Film glissant sur un plan incliné

Un film liquide d’épaisseur h et de densité p s’écoule sur un plan incliné faisant
un angle v avec ’horizontale. On suppose que les seules forces extérieures de
volume sont dues a la gravité. On choisit la coordonnée x3 dans la direction
normale au plan et 1 dans la direction de I’écoulement. On suppose que 3 = 0
est I’équation du fond.

On suppose que 'expression du tenseur des contraintes g(z) en tout point
z = (x1,x2,x3) est

— Cos Y 0 sin 7y
g(z) = —pal+pg(h—x3) 0 —cosy 0 (7.47)
sin 7y 0 —Ccosy

1) Calculer les forces de contact T, exercées sur la surface libre du fluide par

I’atmosphere.
Sur la surface libre de normale e4 située en x5 = h, la densité surfacique des forces
de contact sécrit T, = g(x) = —pa €3-

2) Calculer les forces de contact T, exercées par le fluide sur la paroi. En
déduire la contrainte normale o = —T,e3 et la contrainte de cisaillement
T="T,e;.

La normale a la paroi pointant vers 'extérieur du fluide est —e5. La force de contact

exercée sur le fluide est donc Ip =—og(x) e3 =paes+pgh(sinye, —cosyes). On

en déduit 0 = p, +pgh cosy et 7= pgh siny.

3) Calculer la densité volumique f_ (x) de la résultante des forces de
contacts.

Onaf  (z)=divg=pg(—sinye ++cosyes).

4) Donner les composantes des forces extérieures de volume f. Comparer
avec f_(z) et commenter.

Puisque e, = —sinye; ++cos yez, on a f = pg(sinye; —cos ye3). On remarque
que f +div g = 0. L’écoulement est a Iéquilibre, I'accélération ‘% est nulle.

5) Calculer le bilan des forces de contact F.,(Dsx) exercées sur le domaine
fixe Dy = {2 € R3 | 0 < a1 < Ly, 0 <29 < Ly, 0< 23 < h}.
Interpréter.

En appliquant le théoreme de la divergence ﬂapﬁ g-ndS = [[, divodiz et

; x fix =
comme @g = _i =, on a £cont(Z)ﬁX) = _£extvol(DﬁX) = ng(DﬁX) (Sln’ygl -
€08 ¥ €3). Feoxtvol(DPiix) est le poids du fluide contenu dans Dgy. 11 est équilibré par
les forces de contact sur la surface libre et sur la paroi. Les forces de contact des

autres faces s’annulent deux a deux.
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110 Chapitre 8. Equations de Navier-Stokes

Introduction

Contrairement aux solides élastiques, pour lesquels les contraintes ne dépendent
que de la déformation au temps considéré, la rhéologie des fluides dépend d’un
champ de pression et des vitesses de déformation, c’est-a-dire des gradients de
vitesses. La plupart des fluides comme I’air ou ’eau ont un comportement de
fluides newtoniens pour lequel le tenseur des contraintes visqueuses dépend de
maniere linéaire, homogene et isotrope du tenseur des taux de déformations.
Dans le cadre de I'approximation incompressible, la contrainte d’écoulement
isochore suffit a compléter la loi de conservation de la quantité de mouvement
pour résoudre les équations, a condition de spécifier des conditions aux limites
et une condition initiale. Lorsque le fluide est considéré comme compressible,
le champ de pression dépend de ses propriétés thermodynamiques et ’on doit
compléter les lois de conservation de la masse et de la quantité de mouvement
par deux lois d’état et une équation de bilan de I’énergie interne issue du pre-
mier principe de la thermodynamique. L’introduction du champ d’entropie au
moyen de I’équation de Gibbs permet de décrire les ondes sonores, adiaba-
tiques. On explique alors comment ’approximation de fluide incompressible
se justifie dans la limite des nombres de Mach tres petits.

1 Fluides newtoniens

La loi de comportement rhéologique d’un fluide newtonien exprime le ten-
seur des contraintes en fonction d’un champ de pression et d’un tenseur des
contraintes visqueuses fonction du tenseur des taux de déformation. La loi de
conservation de la quantité de mouvement constitue alors une équation aux
dérivées partielles pour le champ de vitesse que 'on complete par des condi-
tions aux limites aux frontiere du domaine étudié. Dans le cas incompressible,
la contrainte isochore permet de déterminer le champ de pression.

1.1 Rhéologie des fluides newtoniens

Un fluide newtonien est défini par sa loi de comportement rhéologique

a(x,t) = —p(z,t) L+ z(z,t) avec =N (trD)L+2u, D, (8.1)

ou og(x,t) est le tenseur des contraintes, p(z,t) le champ de pression,
7(z,t) le “tenseur des contraintes visqueuses”, D(z,t) le tenseur des taux de

déformation et (An, ttn) deux coefficients de Lamé. Le coefficient p,, est appellé
“viscosité dynamique”.

Cette loi est obtenue en observant que le tenseur de contrainte est un tenseur
de pression lorsque A, et pu, sont négligeables et que le tenseur des contraintes
visqueuses dépend de maniere linéaire, homogene et isotrope des gradients de
vitesses locaux, et donc de D, en spécifiant que la loi de comportement ne
dépend pas du choix du repére (indifférence matérielle).

La loi de conservation de la quantité de mouvement

bl 0) S, t) = [, )+ div g (1) (8.2)
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fait intervenir la divergence du tenseur des contraintes dont les composantes
s’écrivent

ou, 1 (oU; 0U;
oij = —pdij + An om 0ij +2pn Dy avec Djj = 9 (332]' + &é) - (8:3)

Un calcul similaire au cas de la loi de Hooke des solides élastiques permet de
résumer le comportement rhéologique des fluides newtoniens par les relations

g = —pl+X A (divU)I+2pu,D,
dive = —gradp+ (Ay + pn)grad (div U) + p, AU . (8.4)
A titre d’exemple, on mesure j, = 1072 kg.m~l.s™! pour l'eau et p, =

1.8 1075 kg.m~!.s™! pour l'air. Pour tous les fluides, “I’hypothese de Stokes”
3An + 2y = 0 est expérimentalement valide.

1.2 Conditions aux limites

La loi de conservation de la quantité de mouvement des fluides newtoniens
s’écrit
aUu
Pt
C’est une équation aux dérivées partielles d’ordre deux en espace pour les
fluides visqueux et d’ordre un pour les fluides inviscides (A, = p, = 0) aussi
appelés “fluides parfaits” (& ne pas confondre avec les gaz parfaits). Il faut
donc lui adjoindre trois conditions aux limites dans le cas général, une seule
étant requise dans le cas inviscide (fluide parfait).

= f —grad p+ (A\n + pn) grad (div U) + pn AU . (8.5)

A

U=0 R U.n=0 /
/couche limite visqueuse couche Iimite visqueuse

> yd
> / ~ ra >
> L{(L t) / > U(z,t) /
a) b)

FIGURE 8.1 — Conditions aux limites sur un paroi solide. a) Fluide visqueux.
b) Fluide parfait.

n
|

\ 4

Si les frontieres qui délimitent 1’écoulement sont solides, la vitesse du fluide
doit étre égale a celle des parois. On considere ici le cas particulier ol ces
parois sont immobiles, le cas général s’en déduisant facilement. Dans le cas
visqueux, les conditions aux limites s’écrivent

U=0, sur les parois solides. (8.6)

Dans le cas inviscide (fluide parfait), seule la vitesse normale a la paroi peut-
étre imposée et les conditions aux limites s’écrivent, dans le cas d’une paroi
immobile,

U-n=0, sur les parois solides de normale n. (8.7)
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112 Chapitre 8. Equations de Navier-Stokes

Le passage entre le cas visqueux et le cas inviscide peut étre compris en
considérant la couche limite visqueuse qui existe au voisinage des parois.
Lorsque les coefficients A\, et v, tendent vers zéro, ’épaisseur de la couche
limite, ou les effets visqueux sont influents, tend également vers zéro. La vi-
tesse y varie tres rapidement en espace et on observe des vitesses tangentielles
non nulles tres prés des parois, c’est-a-dire sur les parois d’un point de vue
mathématique dans le cas inviscide (figure 8.1).

F(z,

= uc
< limite visay

a)

FIGURE 8.2 — Conditions aux limites sur une surface libre. a) Fluide visqueux.
b) Fluide parfait.

Une partie des frontieres de ’écoulement peut étre constituée d’une surface
libre en contact avec un autre fluide, par exemple I’air. Dans ce cas, I’équation
F(z,t) = 0 de la surface libre fait partie des inconnues du probleme. Cette
nouvelle inconnue doit étre compensée par une condition aux limites que ’'on
obtient en spécifiant que les trajectoires z(t) des particules fluides de la surface
vérifient F[z(t),t] = 0. En dérivant par rapport au temps cette relation, on
obtient la condition aux limites cinématiques qui s’écrit

dF F

E(L t) = a@t +U-grad F =0, sur la surface libre F'(z,t) = 0. (8.8)
U-N=W-NouW =

—%—f/”gl@d F|| N et N = grad F/|jgrad F| sont respectivement la vitesse

et la normale de la surface libre.

Cette condition aux limites peut aussi s’écrire U -

Les conditions aux limites dynamiques s’obtiennent en écrivant les relations de
saut a travers la surface libre considérée comme une surface de discontinuitée.
Comme U - N = W - N, ces relations de saut s’écrivent, dans le cas visqueux,

g N=g, N, sur la surface libre F(z,t) =0, (8.9)
ou g, est le tenseur des contraintes du fluide extérieur au domaine considéré.
Dans le cas inviscide, le tenseur des contraintes du fluide considéré est une
tenseur de pression g = —p I et la condition aux limites dynamique se réduit
a la relation scalaire

—-p=N-0g,-N, sur la surface libre F'(z,t) = 0, (8.10)

I

I’existence d’'une couche limite infiniment mince permettant de justifier qu'une
seule des relations de saut soit vérifiée.
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1.3 Equations de Navier-Stokes incompressibles

Lorsque I’écoulement est suffisamment lent, le fluide peut étre considéré comme
étant incompressible et la contrainte d’écoulement isochore

divU(z,t) =0 (8.11)

peut étre imposée en tout point z et pour tout temps ¢t. Dans ce cas, la loi de
conservation de la masse s’écrit

o _

= 8.12
v 0, (8.12)

ce qui signifie que la masse volumique reste constante le long des trajectoires.
En supposant p(z,0) = pp, c’est-a-dire que la masse volumique du fluide est
homogene, la loi de comportement rhéologique et la loi de conservation de la
quantité de mouvement s’écrivent respectivement

au

g=-pL+2mD et po-=[—gradp+pu, AU (8.13)

En notant v, = p,/po la “viscosité cinématique”, la contrainte d’incompres-
sibilité et ’équation de conservation de la masse constituent le systeme des
équations de Navier-Stokes incompressibles qui s’écrivent
dU 1 1
divU=0, — =—f——gradp+v, AU . (8.14)
dt  po=  po
Lorsque le fluide est parfait, c’est-a-dire si ’on peut négliger v, les équations
inviscides correspondantes sont appelées ici les équations d’Euler incom-
pressibles.

En ajoutant les conditions aux limites et en spécifiant une condition initiale
pour le champ de vitesse, ce syteme d’équation est fermé, c’est-a-dire qu’il
ne nécessite pas d’information supplémentaire pour trouver une solution. En
particulier, la pression n’est pas reliée a la thermodynamique du fluide, I'ap-
proximation d’incompressibilité ’obligeant a s’adapter instantanément a la
dynamique, c’est-a-dire au champ de vitesse.

On peut se convaincre du role asservi de la pression, dont le role est de s’adpa-
ter pour maintenir la contrainte d’incompressibilité, en faisant abstraction des
conditions aux limites et en prenant respectivement la divergence ’équation
de quantité de mouvement ce qui conduit, en tenant compte de la relation
div U, a I’expression

iAp = idiv f—div(U-grad U) . (8.15)
Po PO -

En inversant l'opérateur A (opération mathématique classique), on voit que
la pression dépend uniquement du forcage f et du champ de vitesse U. La
pression peut étre éliminée en prenant le rotationnel de I’équation de quan-
tité de mouvement ce qui conduit a la relation (apreés quelques manipulations
algébriques) :

‘W=[(MU)-grad]U+;rotf+vnA(r0tU)- (8.16)
- ot f
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114 Chapitre 8. Equations de Navier-Stokes

En écrivant que les solutions des équations de Navier-Stokes incompressibles
minimisent une fonctionnelle (non détaillée ici) sous la contrainte d’incom-
pressibilité div U, on peut aussi interpréter p comme un “multiplicateur de
Lagrange” associé a cette contrainte. Il est surtout important de retenir que,
contrairement au cas compressible, la pression n’est pas un champ thermody-
namique dans le cas incompressible.

2 Equations de Navier-Stokes compressibles

Le “théoreme” de I’énergie cinétique, qui est en fait un axiome de base pour
la mécanique des milieux continus, permet de déterminer l’expression de la
puissance des forces de contact intérieures a un domaine transporté par le
mouvement. On peut alors formuler le premier principe de la thermodyna-
mique qui conduit a ’équation de bilan de I’énergie interne. L’ajout de deux
lois d’état permet de compléter le systeme des équations de Navier-Stokes
compressible.

2.1 “Théoreme” de I’énergie cinétique
L’énergie cinétique K[D(t)] d’une ensemble de particules fluides contenue dans

le domaine D(t) transporté par le mouvement du champ de vitesse U(z,t) est
définie par la relation

KID(t)] = ///D ) % pU? ds . (8.17)

FIGURE 8.3 — Domaine D(t) transporté par le mouvement U.

Par extrapolation du cas des masses ponctuelles ou des solides indéformables,
le théoreme de I’énergie cinétique, qui est ici, pour le cas des milieux continus,
un postulat, s’écrit

d
%K;[D(t)] = Pextvol [D(t)] + Pextcont [D(t)] + Pintcont [D(t)] (818)
ou seule la puissance Pinvol[D ()] des forces intérieures de volumes, que 'on
suppose négligeables, est absente. En explicitant les expressions des puissances
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Equations de Navier-Stokes compressibles 115

de tous les systemes de forces, ’équation de bilan de I’énergie cinétique s’écrit

alors
d 1 2 13 3
7/// S de = /// f~de+// (g-n)-UdS
dt JJJp) 2 D(t) aD(t)
+ /// Tint dgx ) (819)
D(t)

ol Tint(z,t) est la densité volumique de la puissance des forces de contact
intérieures au domaine D(t). La modélisation Piy [D ﬂD Tint d>x sous la
forme d’une intégrale de volume est moins riche qu une eventuelle modélisation
sous la forme d’une intégrale de surface dans la mesure ou elle ne nécessite
qu'un champ scalaire 7y au lieu du champ vectoriel que constituerait un
éventuel vecteur flux. Cette modélisation volumique est suffisante ici.

L’application du théoreme de Reynolds & %[D(t)] et le rappel de I’équation
de conservation de la quantité de mouvement, s’écrivent respectivement

dt/ﬂ pUzdgx_/// P vds o P%:i-i-@g. (8.20)

En reportant ces relations dans 1’équation (8.19) et en simplifiant le terme
i - U, on obtient la relation

///D(t Tint d x—/// x—//mt U)-ndS  (821)

ot l'on a utilisé la relation (¢ -n)-U =n-g-U = (g-U)-n qui découle
de la symétrie de g a travers I'égalité o;; nj U; = n; 04 U;. En appliquant la
formule de la divergence a cette derniere relation, on obtient finalement

80‘1']' U, — 8(01']' Ul) . 8UZ

t
L= —~J " — g = 'K=—0:D 8.22
Tint Ox; ! Ox; ij 0z = g-=> ( )

S

ou K;; = gTU; sont les composantes du gradient du champ de vitesse qui se

décompose sous la forme K = Q + D. On a utilisé la nullité g : Q = 0; Qj; =
—0jiQ2;j; = —g : = 0 du produit contracté d’'un tenseur symétrique o et
d’un tenseur antisymétrique §2.

2.2 Premier principe de la thermodynamique

Une hypothese essentielle de la mécanique des milieux continus consiste a
supposer que les particules fluides, a I’échelle hy,;. de ’hypothése du continu,
sont localement en équilibre thermodynamique. Cette hypothese d’équilibre
thermodynamique local permet de définir le champ d’énergie interne spécifique
e(z,t) et 'énergie interne d'une domaine D(t) de particules par la relation

Eint[D W e(z,t) &z . (8.23)

Le premier principe de la thermodynamique relie alors I’énergie totale

ot D(t)] = Ent[D(t)] + K[D(t)] & la puissance thermique Pine[D(t)] et a la
puissance des forces extérieures a travers la relation
d

% {5int [D(t)} =+ K[D(t)]} = Pthe [D(t)] + Pextvol [D(t)] +7Dextc0nt [D(t)] 5 (824)
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116 Chapitre 8. Equations de Navier-Stokes

la puissance thermique étant définie par la relation

Pine|D /// r(z,t)d S — //8D -ndS (8.25)

ou r(z,t) est le taux de chauffage volumique (par exemple dii au rayonnement
électromagnétique) et Q(z,t) le flux de chaleur sortant du domaine. En sous-
trayant le “théoreme” de I'énergie cinétique (8.18) & la loi de conservation de
I'énergie totale (8.24) on obtient ’équation %&m = Pihe — Pintcont qui s’écrit

d/// ped?’a;:/// rdgaz—// Q-ﬂdS—/// Tint 2T . (8.26)
dt JJJp) D(t) aD(t) — D(t)

En remplagant la densité volumique par son expression miyy = —o : D, le bilan
local d’énergie interne s’écrit finalement

—=r—divQ+g:D. (8.27)

On peut alors rassembler les équations de bilans dans la table 8.1 en les écrivant
sous la forme

% ///D(t) podat //8D(t) €, nd5= //D(t) fed'a (8:28)

C[D(¢)] p o Q. fe
Grandeur Densité Flux Production
C m[D(t) p 0 0
¢ p[D(t)] pU -g f
B Ent[D(t)] pe Q r+o:D
B K[D(t)] spU” —o-U i-Q—g D
C | &a[D(1)] = (Ems + K)DW)] | pe+5pU0° [Q—0-U +fU

TABLE 8.1 — Equations de bilan (B) ou lois de conservation (C).

Cette table indique que les équations concernant la masse (m), la quantité de
mouvement (p) et 1’énergie totatle & sont des lois de conservation (C) tan-
dis que celles concernant énergie interne Epy et 'énergie cinétique K sont de
simples équations de bilan (B). Une équation de bilan est une loi de conserva-
tion si la grandeur C considérée est invariante dans le temps lorsque le systeme
est isolé de son extérieur, ce qui signifie que les termes de production f =0 et
r = 0 sont nuls et que les flux g-n et @ -n sont nuls sur les fronticres. On voit
que dans ce cas, seul le terme iyt = — g : D subsiste et permet un échange
entre I’énergie interne et ’énergie cinétique. Par exemple, les effets de compres-
sibilité peuvent étre responsables d’un échange entre les énergies cinétique et
interne d’un fluide, en ’absence de toute interaction avec ’extérieur. Méme en
I’absence d’effets compressibilité, les forces de frottements peuvent diminuer
I’énergie cinétique au profit de ’énergie interne par échauffement interne.
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2.3 Lois de conservation, de comportement et d’état

Les lois de conservation de la masse et de la quantité de mouvement ainsi que
I’équation de bilan de ’énergie cinétique s’écrivent respectivement

dp dU de
— = —pdivU, — = f+divge —
at ~ P E frdive, rg
La loi de comportement rhéologique des fluides newtoniens et la loi de Fourier
s’écrivent respectivement

=r—divQ+g:D. (829)

g=—pl+ X (divU) L +2p, D, Q= —kgrad T . (8.30)

Contrairement au cas incompressible, la pression est ici une variable thermo-
dynamique qu’il convient de relier aux autres variables thermodynamiques que
sont la température T" et la masse volumique p. On complete donc le systeme
d’équations par les deux lois d’état

b= PT(ﬂ? T) ) €= gT(pa T) ) (8'31)

qui expriment la pression et I’énergie interne en fonction de la masse volumique
et de la température.

En reportant I’expression des lois de comportement dans les équations de bilan,
on obtient un systeme fermé pour les quatre champs scalaires (p, T e, p) et le
champ vectoriel U constitué des quatre équations scalaires et d’une équation
vectorielle qui s’écrit

d .
di/t) = —p leQy p = PT(p, T) y e = gT(p’ T) ,
aUu
p?? = _g@dp_{—i—i_()‘n +Nn)g&ddivg—|—,unAQ’
P% = r+EkAT —pdivU + M\, (divU)*+2u, D:D. (8.32)

Ces équations de Navier-Stokes compressibles sont appellées les équa-
tions d’Euler compressibles lorsque le fluide est parfait. Dans tous les
cas doivent étre complétées par une condition intiale pour les cinq champs et
par des conditions aux limites aux frontieres. Les conditions aux limites en
vitesse ou en contraintes sur des parois rigides ou des surfaces libres ont été
détaillées ci-dessus. Le couplage avec la thermodynamique a travers I’équation
de bilan de l’énergie interne requiert des conditions aux limites thermiques
aux frontieres.

On peut par exemple spécifier le flux @ - n = gNewmann SUr une partie
OQ N ewmann de la frontiere et la température T' = T'pjrichier SUT Une autre partie
O pirichiet- Ces conditions aux limites de Neumann ou de Dirichlet s’écrivent

alors

—k g@d T(&y t) n= QNeumann(iy t) pour x € aQNeumcmn
T(£7 t) = TDim’chlet (ﬁa t) pour z € aQDirichlet . (833)

Lorsque la conductivité thermique k est négligeable (fluide parfait), ces condi-
tions aux limites disparaissent, ce que l'on explique par lexistence d’une
couche limite thermique dont I’épaisseur tend vers zéro.

Mécanique des milieuz continus, O. Thual, 14 juin 2020



118 Chapitre 8. Equations de Navier-Stokes

L]

n
—»

TDirichlet dNeumann

che limite thermique

aQNeumann

1
aQDirichlet
=

FI1GURE 8.4 — Conditions aux limites en température sur 02 p;richier €t en flux
sur OQ N eumann-

3 Du compressible a I’'incompressible

La relation de Gibbs permet de définir ’entropie en fonction des autres va-
riables thermodynamiques. On peut alors utiliser cette grandeur dans ’expres-
sion des lois d’état pour décrire les mouvements adiabatiques. On examine
alors I'’exemple des ondes sonores a partir des petits oscillations autour de
I’équilibre, régies par les équations de Navier-Stokes compressibles. La com-
paraison entre la vitesse du son et la vitesse du fluide permet d’expliquer le
passage a la limite de fluide incompressible.

3.1 Relation de Gibbs et entropie

Le champ d’entropie s(z,t) est une grandeur thermodynamique définie par
I'intermédiaire de la relation de Gibbs que 'on peut écrire sous la forme

1 1 p
de:Tdspd<p) = ds:fdeffﬂ—po. (8.34)
Plutot que de considérer les lois d’état p = Pr(p,T) et e = Er(p,T) en
choisissant p et T' comme variables de base, il est utile ici de considérer les lois
d’état p = Pe(p,e) et T = Te(p,e) en choisissant p et e comme variables de
base. La d’état s = S(p, e) est alors définie par

L’entropie étant ainsi définie, on peut considérer finalement les lois d’état
p=Ps(p,s) et e =Es(p,s) et T = Ts(p,s) ou p et s sont les variables de base.
L’équation de bilan de I’entropie qui s’écrit sous la forme

de_Tds p@

Lo 200 8.36
dt a2 (8.36)

En écrivant le tenseur des contraintes sous la forme ¢ = —p I + 7, ol T est
le tenseur des contraintes visqueuses, et en utilisant la loi de conservation de
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la masse et 1’équation de bilan de 'énergie interne du systeme (8.29), on en
déduit _
ds r div Q T: Q

Pa~T T T
Le second principe de la thermodynamique stipule que la production d’entro-
pie d’une particule transportée par le mouvement est supérieure a celle qui
serait produite par une transformation réversible recevant la méme puissance
thermique. On en déduit (non développé ici) des contraintes sur les lois de
comportement comme par exemple k£ > 0 pour la loi de Fourier ou u, > 0 et
3\, + 2y, > 0 pour la loi des fluides newtoniens.

(8.37)

Dans le cas d'un écoulement adiabatique (r = 0, @ = 0) et inviscide (£ = 0),
les équations de d’Euler (fluide parfait) peuvent se réduire au systéme

d

ch = —pdivU,  p="Ps(p,s),

dU ds

~ _—  _orad 0. )
P gradp+f, p =0 (8.38)

ou seule la loi d’état Ps de la pression, exprimée en fonction de p et s est
nécessaire pour fermer les équations de conservation de la masse et de la
quantité de mouvement et 1’équation de conservation de ’entropie qui est
équivalente a ’équation de bilan de 1’énergie interne.

3.2 Ondes sonores

En ’absence de forces extérieures f = 0, on considere I’état d’équilibre U = 0
de masse volumique pg, d’entropie sg et de pression py = Ps(po, o).

On s’intéresse aux petites oscillations autour de ces équilibres, que 'on appelle
“ondes sonores”. On pose alors

p=po+tp p=potp s=so+ts (8.39)

et on suppose que p, p, s et U sont petits. On suppose que ces petites oscil-
lations sont adiabatiques (r = 0, @ = 0) et inviscides (£ = 0). En reportant

cette décomposition dans les équations de d’Euler (8.38) et en négligeant les
termes d’ordre deux U - grad p, U -grad U, U - grad s, on obtient le systeme
9p

. ou _
T —podivU, PO or = —grad p,

93

ot l'on a linéarisé ’équation d’état p = Ps(p, s) autour du couple de valeur
(po, So) en définissant ¢y par la relation

o0, 50) = (887; ) . (8.41)

En éliminant s, p et U du systeme d’équations, on obtient une équation
d’évolution pour p qui s’écrit

9P _ZAF=0. (8.42)
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F1GURE 8.5 — Ondes sonores, donc longitudinales.

Cette équation admet des solutions de la forme
plx,t) =2pm cos(k -z —wt+ @) avec w = ¢o ||kl (8.43)

ou pm, est une amplitude quelconque mais petite et k£ un vecteur d’onde quel-
conque. Les champs de pressions et de vitesse associés sont alors

o= 26 p cos(l-z— co k| £+ ),
m Kk

u = 200'0—;COS(E-Q—COHEHL‘—FQ@)E. (8.44)
po |IE||

On voit que ces ondes planes sont longitudinales (figure 8.5) et on démontre
facilement que les trajectoires parcourent des segments de droites dans la
direction du vecteur d’onde k.

3.3 Filtrage des ondes sonores

On cherche maintenant a justifier le recours a 'approximation de fluide in-
compressible pour certains écoulements. Si ¢y et Uy sont respectivement les
vitesses caractéristiques du son et de I’écoulement, on définit le nombre de

Mach par la relation

M = Y% . (8.45)

€o

Si le nombre de Mach M < 1 est trés petit devant un, on peut considérer
que la vitesse du son devient infinie. La pente de la loi d’état p = Ps(p, s) a
s fixée devient infinie (figure 8.6). On voit qu’il n’est alors plus possible de
déterminer p a partir de p qui ne peut pas s’écarter d’une valeur constante
po- La pression, qui n’est alors plus une grandeur thermodynamique, devient
un champ dépendant uniquement du champ de vitesse qui satisfait alors la
contrainte d’incompressibilité div U = 0.

En pratique, un écoulement incompressible est tel que des ondes sonores infini-
ment rapides et donc d’amplitude toujours tres faibles, se propagent constam-
ment pour maintenir la masse volumique p a la valeur constante pg. Les
équations d’Euler incompressibles ne décrivent pas explicitement ces ondes
sonores, contrairement aux équations d’Euler compressibles. On dit que I'ap-
proximation incompressible a permis de “filtrer” les ondes sonores. Cette ap-
proximation permet en effet de se concentrer sur les échelles de temps lents de
I’écoulement de vitesse caractéristique Uy en laisse de coté les ondes sonores
de vitesses ¢y tres grandes.
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\

FIGURE 8.6 — a) Vitesse du son ¢y et loi d’état p = Py(p,s). b) Limite ¢y
infinie et absence de loi d’état pour la pression.

EXERCICES : écoulements incompressibles

|NIVEAU Ial Questions simples : cas incompressible

1) On considére un fluide incompressible de masse volumique homogene py.
On note U et p les champs eulériens caractérisant son mouvement. On sup-
pose qu’il est soumis aux forces extérieures de gravité f = —ppge,. Ecrire
les équations de Navier-Stokes en notant v, la viscosité cinématique.

On a %:—gg—p%gr@dp—i—ynAQ.

2) Dans le cas f = —pg ge,, calculer la pression p dans le cas hydrostatique
U = 0 en supposant que p(0) = po a lorigine.
L’équilibre hydrostatique 0 = —ge, — p%) grad p conduit a p =pg — po g 2.

3) Dans le cas f = 0, calculer la pression p dans le cas U = —a 2% e,, ol «
est une cons?ante positive, en supposant que p(0) = py a lorigine.

On calcule 6—7 =0,U-grad U = —a2? gU =0et AU = —2ae,. On en déduit

gi = % =0et 6p = —2po Vp, 00 p = pg — po Vn A T.

4) Dans le cas f = —poge, et U = —az?e,, calculer la pression p en
supposant que p(0) = po & lorigine. Comparer avec les deux questions
précédentes.

En suivant une démarche similaire a ces des questions précédentes, on trouve que
p(z,2) = po— Po g Z2— po Vn @ x. Dans la mesure ou le terme nonlinéaire U -grad U est
nul, les équations de Navier-Stokes deviennent linéaire. On peut donc superposer
les solutions.

5) Exprimer le tenseur des contraintes g pour cette solution.
Comme D = —a z (¢, ®e.+e.®¢,), ona g = —p(z,2) =2 po vy 2 (e, Re, +e,De, ).

|NIVEAU IIal Ecoulements de Poiseuille - Couette

On considére un écoulement fluide compris entre deux plans d’équations
z = —l et z = [ dans le repere orthonormé {e,, e,, e,}. On suppose que
la loi de comportement rhéologique du milieu est celle d’un fluide newtonien
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incompressible de masse volumique homogene pg et de viscosité cinématique
Vp. On note U(z,t) le champ de vitesse et p(z,t) le champ de pression. On
note g = —ge, le champ de gravité. On suppose que la plaque du bas, en
z = :l, est immobile, et que la plaque du haut, en z = [, est animée d’une
vitesse uniforme U, e,.

1) Ecrire les conditions aux limites pour la vitesse en z = +I.

Les conditions aux limites s’écrivent U(z,y, —1) =0 et U(z,y,l) = U, e, pour tout
couple (z,y).

2) Ecrire les équations du mouvement.

‘ Les équations du mouvement s’écrivent div U = 0 et % = —p%g@d p—ge,+v, AU.

On cherche des solutions stationnaires telles que U(z,t) = U(z
que p(0,0,0) = Py et p(L,0,0) = Pr, les pressions en z = 0
des constantes connues. On suppose que Pp, < F.

) On suppose
et x = Le, sont

3) Ecrire les équations du mouvement que doivent vérifier ces solutions par-

ticulieres.
On a trivialement div U = 0. Le proﬁl U(z) vérifie 0 = —p% 52+ v, U"(2). Les
autres équations s’écrivent 0 = ——22 et 0 = —Ldp_
po 8y po 0z

4) Montrer d’abord que la pression est de la forme p = C' z + G(z) ou C est
une constante que ’on précisera.

En intégrant les deux derniére équations on obtient p = —pg g 2 + G(z). On a donc
C=-pog.

5) Montrer que G'(z) = —B et que p est de la forme p = A — Bz + C z ou
A et B sont des constantes que ’on précisera.
En reportant dans la premieére, on obtient 0 = fpioG’(x) + vy, U’ (z). On en déduit

que G’ (z) est une constante que ’on note —B. On a donc p=A— B x — pg g2 Les
valeurs de P en x = 0 et x = L sur le plan central entrainent A = Py et B = LP L

6) Montrer que U(z) est solution d’une équation différentielle ordinaire avec
deux conditions aux limites que ’on précisera. On pourra noter § = (Py—
PL)/(2povn L),

On en déduit que — Pfl’) Po=Pr — y, U"(2) et donc U"(z) = —B3/2 avec les conditions

aux limites U(—1) =0 et U(l) = U..

3

7) Calculer U(z) dans le cas ou U, = 0 (écoulement de Poiseuille).
Dans le cas U, = 0, la solution est U(z) = B(I? — 22).

8) Calculer U(z) dans le cas ou U, # 0 et Py, = Py (écoulement de Couette).
Dans le cas P, = Py, on a 8 =0 et donc U(z) = U, (z +1)/(21).

9) Calculer U(z) dans le cas général U, # 0 et Py, # Py. Comparer avec les
profils des deux questions précédentes et commenter.

Dans le cas général, on a U(z) = B(I*> — 22) + U, (2 +1)/(21). C’est la somme des
deux profils précédent. Cela résulte du fait que ’équation du second degré et les
conditions aux limites constituent un probleme linéaire.
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|NIVEAU IIIa| Calculs énergétiques de Couette

On considére le champ de pression p(z) = pg — pogz et le champ de vitesse
U(z) = a z+b d’un fluide incompressible de masse volumique py et de viscosité
cinématique v,. Le fluide, soumis a la gravité —ge, est compris entre deux
plans d’équations z = —l et z =1

1) On suppose que U(—1) =0 et U(l) = U,. En déduire a et b.

En résolvant al + b = U, et —al +b =0, on obtient a = gl* et b= % . On retrouve
I’écoulement de Couette.

2) Calculer la puissance des efforts intérieurs Pin (D) excercés dans le do-
maine D = {z = (z,y,2) e R®*tq0 <z <L, 0<y<Det|z|<l}

Le tenseur D est tel que Dy3 = D3 = U’(2)/2 = LU, et D;; = 0 sinon. Le tenseur

des contraintes est o = 2povpD. On a Ty = —g : D = —pory[U’(2)]%. On en

déduit que Py (D) f%lLDpoz/nUf.

3) Calculer la puissance Pexicont (D) des efforts de contact extérieurs a D.

La force de contact en z = [ est T = ge, = —pe, + povpU'(l)e,. On a donc
7Dextcont (D) = %LDpol/nUf

4) Comparer les puissances Pint(D) et Pextcont (D). Commenter.

On remarque que Pini(D) 4 Pextcont (D) = 0. En effet, cet écoulement de Couette
est une solution des équations de Navier-Stokes incompressibles. On déduit la re-
lation entre lecsl Upuissances du théoreme de I’énergie cinétique en remarquant que

I'accélération —= de cet écoulement est nulle.

EXERCICES : écoulements compressibles

|NIVEAU Ibl Questions simples : cas compressible

1) On considere un fluide compressible et U, p, p, e, T' les champs eulériens ca-
ractérisant son mouvement et sa thermodynamique. On note p = Pr(p, T)
et e = Ep(p,T) ses lois d’état. Quelle relation traduisent les relations

(%) = —pQLT et (%) =17 Ecrire I'équation de bilan associée.

s P

Il s’agit de la relation de Gibbs que I’on peut écrire sous la forme ds = % de— p2pT dp
oude=Tds—pd (%) L’équation de bilan associée est T % = % — p% %.

2) On suppose que le fluide est parfait (A, = pu, = 0), que le flux de cha-
leur @ est nul et qu’il n’y a pas de chauffage volumique (r = 0). Ecrire
alors I’équation de bilan de 1’énergie interne e. En déduire que % = 0.
Commenter le résultat obtenu.

L’équation de bilan de I’énergie interne s’écrit dans ce cas p% = —pdiv U. En

utilisant la loi de conservation de la masse % = —p div U, I'équation de Gibbs

conduit a % = 0. Pour un fluide parfait, la viscosité est négligée. Comme de plus
les apports de chaleur sont nuls, il est normal que I’entropie reste constante le long
des trajectoires des particules fluides. En effet, les transformations sont réversibles.

3) On considere un fluide visqueux newtonien de coefficients de Lamé A, et
fn- On dit que I'on est en présence d’une compression isotrope si D = —a L
avec a > 0. La puissance des forces intérieures de viscosité est définie
par —7 : D ou 7 est le tenseur des contraintes visqueuse. En invoquant
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le second principe de la thermodynamique, montrer que ’on doit avoir
3An+2pun > 0.
Comme 7 = A\, tr (D)L +2pu, D,ona —71: D = —(3\, +2u,)a? On en déduit
3An 4+ 20, =0. - -

4) L’hypothese de Stokes consiste & supposer que la puissance —7 : D des
forces intérieures de viscosité est nul lors d’une compression isotrope. En
déduire une relation entre les coefficients de Lamé A\, et p, d’un fluide
newtonien.

‘ On en déduit 3 \,, + 2 p,, = 0.

INIVEAU IIb| Ondes sonores

On considere un fluide parfait, compressible, non conducteur de la chaleur,
dans un milieu infini en ’absence de forces ou de chauffage extérieur. On
suppose que ses lois d’état sont celles d’un gaz parfait e = ¢, T et p = pr T ou
¢y et 7 sont des constantes. On suppose connue la représentation eulérienne des
champs de vitesse U, de masse volumique p, de pression p et de température
T a l'ordre dominant d’un petit parametre n < 1 :

U(z,t) = nccoslk(zy —ct)] e +On?)

pla,t) = po+npocosk(z1 —ct)] + O

p(z,t) = po+npoc® coslk(z —ct)] +On?)

T(z,t) = To+n (r/c,) Tycos[k(zy —ct)] + O(n?) (8.46)
ol e; est un vecteur unitaire de la base canonique et ou k, pg et pp sont des
constantes données, Ty = 7}'% s’en déduit et ¢ est une vitesse que 1'on veut

déterminer pour que ces champs soient solutions des équations d’Euler. On
négligera les forces de gravité.

1) Montrer que la loi de conservation de la masse est vérifiée a 'ordre domi-
nant en 7 (ordre un).

La loi de conservation de la masse % +div (pU) = 0 s’écrit ici % + 6%1(/) Uy

%(n po COS cp)+8%1(po nec cos ) +0(n?) avec ¢ = k(x;—ct). Comme %—f—kcg—i =0,

I’équation de conservation de la masse est satisfaite a 'ordre 7.

2) Montrer que la loi de conservation de la quantité de mouvement est vérifiée
a l'ordre dominant en 7 (ordre un).

Seule la premiére composante p (%Ul + Ula%lU1> = —a%lp de I’équation de la

quantité de mouvement p (%Q + U -grad U ) = —grad p nécessite une vérification

non triviale. Elle s’écrit n pg ¢ % cos = —Npo 028%1 cos p + O(n?). Comme ?Tf +

c g;’; = 0, ’équation de conservation de la conservation de mouvement est satisfaite

a lordre n.

3) Montrer que 1’équation de bilan de ’énergie interne est vérifiée a 'ordre
dominant en 1 (ordre un).

L’équation de bilan de I’énergie interne p (%e + U -grad e) = —pdiv U, avec e =
¢, T, s’écrit ici npgr TO% CcosyY = —npoc 8%1 cos ¢ + O(n?). Comme %—f + caa—xﬁ =

et por Ty = po, I'équation de bilan de 1’énergie interne est satisfaite a ’ordre 7.

4) En exprimant 1’équation d’état du gaz parfait & l'ordre un en 1, montrer
que ¢ = /yr1y avec v = z—f et cp =c, + 7.
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Léquation d’état p = prT sécrit po + npocicosp = porTy + nripoTy +
poTor/cy)cos p+O(n?). L’ordre dominant est satisfait par définition de Tp. L’ordre
un en 7 conduit & poc? = poTor(1 +7/c,) c’est-a-dire ¢ = r Ty % = %:T Ty =
~vrTp. On obtient donc bien ¢ = /vy r Ty avec v = i—’: et cp =c, + 1.

5) Commenter le nom de “vitesse du son” attribué a la vitesse c.

La vitesse c est la vitesse de propagation d’une onde progressive longitudinale qui
correspond a des oscillations des champs dont le champ de pression. On peut montrer
que I'entropie s = s reste constante au cours de ces oscillations et que 'on a en

fait ¢? = (%—7;) (po, S0) ol p=P(p,s) est la loi d’état des gaz parfaits.

NIVEAU IIIbl Compression isotherme

On considere le mouvement d’un fluide newtonien qui a ¢ = 0 possede une
densité uniforme py et occupe un domaine 2y de volume Vy. On suppose que
ce mouvement z = X (a,t) s’écrit :

t t t
T1 = a1 exp (—T> ,  T9 = agexp (—T> , T3 = agexp (—T> . (8.47)

1) Calculer le volume V' (¢) du domaine §2(¢) occupé par le fluide & l'instant
t et tracer V(t) en fonction de ¢.

On calcule la Jacobienne F(a,t) = exp(— t/T) I dont on déduit le Jacobien

J(a,t) = det F(a,t) = exp(—3t/7). On a V(¢ ﬂsz Pz = = [y, J(a.t) da =

Vo exp (—3t/7). La fonction V() décroit exponentlellement

2) Montrer que la densité p(z,t) est indépendante de x et indiquer son ex-
pression p(t) en fonction du temps. Calculer le produit p(t) V (¢) et donner
sa signification physique. Tracer cette fonction.

La conservation de la masse entraine que p*)(a,t)J(a,t) = po. On a donc

pB)(a,t) = pB)(z,t) = p(t) = po exp (3t/7). La fonction p(t) croit exponentielle-

ment. La masse du fluide contenu dans le domaine py Vo = p(t) V (¢) est constante.

3) Calculer la représentation eulérienne du champ de vitesse U(z,t) et en
déduire sa divergence div U(z, t).

On a UP(a,t) = —Laexp(—t/7) et donc U(z,t) = —L .

4) En déduire que p et U vérifient bien I’équation de continuité en représentation

eulérienne.
Les termes de ’équation de conservation de la masse 3f + ple U+U-gradp=0
vérifient a” = 7p( ), div U = —2 et grad p = 0. On a donc ai +pdivU =0 et
U - grad p =

On suppose que les lois d’état p = P(p,e) et e = E(p,T") du fluide visqueux
sont celles d’un gaz parfait monoatomique : p = pRT/M et e = ¢, T ou R, M
et ¢, sont des constantes. On note A\, et u, les coefficient de Lamé de ce fluide
newtonien. On suppose de plus que le mouvement est suffisamment lent pour
que la transformation puisse étre considérée comme isotherme avec T = Tj.

5) Montrer que p(t) ne dépend pas de I’espace et donner son expression en
fonction de pg = p(0). Calculer le tenseur des taux de déformation D(z,1)
et le tenseur des contraintes g(x,t).

On a p(t) = p(t)RTy/M = py exp (3t/7) avec pg = poRTy/M. Ona D(z,t) = -1 L.

Comme g = —pl+ A, divUI+2u, D, ona g(z,t)=—[p(t)+ B A +2u,) ] L
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6) En déduire la puissance des efforts intérieurs Py [Q2(¢)] & chaque instant ¢.
Que devient cette expression lorsque 'on fait I’hypotheése de Stokes 3 A, +
2 b, = 0. Commenter.

Comme Tipy = —0 : D = =32 p(t) — (3N, +2 p) 5], on a Ping [QAt)] = ming V() =

—3Lpo Vo — (3M\n + 2pn) 2 Vo exp (—=3t/7). L'hypothese de Stokes suppose que

les forces visqueuses ne travaillent pas dans une compression isotrope. On a donc

Pint [Q(t)} =-3 %po Vo.

7) Ecrire I’équation de bilan de ’énergie interne en notant r le terme de
chauffage interne et k£ la conduction thermique. Quels sont les termes
non nuls? On suppose que la chaleur est évacuée par un rayonnement
électromagnétique modélisé par le terme de chauffage r. En déduire la va-
leur r(t) pour cette transformation isotherme. Commenter le signe négatif
de 7.

L’équation de bilan de I’énergie interne s’écrit p % =r+kAT—-pdivU-D:zour

est le tenseur de contraintes visqueuses. Comme e = ¢, Ty est constant on a d—i =0.

Comme T = T} est constant, on a AT = 0. On a 7y, = 0. Il ne reste donc pfius que

Déquilibre r = pdiv U. On a donc r(t) = =3 1py exp (3t/7). Ce terme volumique

est négatif dans la mesure ol il permet d’évacuer, par exemple par rayonnement, la
chaleur produite par la compression.
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Chapitre 9

Problemes corrigés

|NIVEAU IIa| Vases communicants

On considere deux réservoirs Rq et Ro dont les niveaux d’eau respectifs sont
notés hy et hg (voir figure 9.1). Ils sont reliés par un petit tube de section
circulaire rempli d’eau allant de A; & As respectivement situés a l'intérieur
de R et Ra. Dans un repere Oxyz ou z est la coordonnée verticale et z = 0
est la cote du fond des réservoirs, on suppose OA; = —LTJ“d e, + hoe, et
% = % €, + ho €.

On note d le diametre du tube constitué de deux cylindres verticaux de lon-
gueur | et d’axes respectifs A1 B et AsBs, reliés par un tube horizontal de
longueur L d’axe C1C5. On suppose que d est suffisamment petit pour que
I’écoulement dans le tube puisse étre considéré comme laminaire. On néglige
alors l'effet des deux coudes reliant les cylindres verticaux au cylindre hori-
zontal.

B Ci  d A2 Cop
et =y
7y ! |
| |
i | g
L] L 1’
| |
i : ho
| | A
| |
R Wl ho I I
: f — ol T T Ag = gi

FIGURE 9.1 — Réservoirs reliés par un tube de section circulaire de diamétre
d.

On suppose que la capacité des réservoirs est suffisamment grande pour
considérer que hy et ho ne varient pas avec le temps tandis qu'un champ
de vitesse stationnaire U(x) existe dans le tube. La pression atmosphérique,
considérée comme constante, vaut p, = 10° Pa. La masse volumique de 1’eau,
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128 Révisions

considérée ici comme un fluide incompressible, vaut p = 10% kg.m=3. Sa vis-

cosité cinématique vaut v = 107% m?.s7!. On prendra g = 9,81 m.s~2.

Ecoulement stationnaire dans un tube vertical

1) Dans un premier temps, on suppose que hy = hg = h, et que le fluide est
au repos. En utilisant les équations de Navier-Stokes, donner ’expression
de la pression p(z) en un point quelconque z = v e, +y e, +z e, en fonction
de he et des autres parametres du probléme.

2) On suppose maintenant que hy > hg, ce qui induit une circulation d’eau
du réservoir R vers le réservoir Ro. On néglige le champ de vitesse dans
les réservoirs et on suppose alors que la pression aux points A; et As est la
pression hydrostatique des réservoirs respectifs auxquels ils appartiennent.
Exprimer leurs pressions respectives p4, et pa, ainsi que pa, — pa,.

3) En supposant connue la pression pp, au point Bj, on cherche une solution
de la forme U(z) = w(r) e, dans le tube vertical ou r est la distance de
z a l'axe A1B;. Montrer que U vérifie I’équation de conservation de la
masse. On pourra raisonner en coordonnées cartésiennes ou bien utiliser
la formule div V = %VTT %% + %‘;Z de la divergence d’un champ de
vecteur en coordonnées cylindriques.

4) Expliciter toutes les composantes de % en coordonnées cartésiennes. En
déduire que I'accélération est nulle pour le champ U = w(r) e, recherché.

5) Ecrire les équations de Navier-Stokes pour le cas du champ de vitesse
stationnaire U = w(r) e, recherché. On pourra raisonner en coordonnées
cartésiennes ou bien utiliser les formules

20V Vi

2 0V,
AV:<AVT—2—2> er‘l‘(AVe—l- V. _ Ve
r r

200 2

) [e7] +AVZ €,

2 2 2 , . .
et AB = %75‘ % % =+ %2 %7123 + %7? en coordonnées cylindriques.

6) En déduire que p = pa, — (pg + G1) (2 — ho) dans le tube A;B; ou Gy
est une constante que 'on exprimera en fonction de pg; et des autres
parametres.

7) On suppose que w(r) est dérivable en r = 0. Ecrire les conditions aux
limites sur les parois du tube rigide. Exprimer alors w(r) et tracer cette
fonction.

8) Exprimer le débit volumique @ de I’eau dans le tube en fonction de Gj.

Ecoulement stationnaire dans I’ensemble du tube

On suppose 1’égalité des pressions pp1 = pc, et pp2 = pc, en négligeant les
coudes.

9) On cherche le champ de vitesse stationnaire dans le tube horizontal sous
la forme U(z) = u(r) e, ou r est maintenant la distance de z a 'axe C1C5

avec OCy = —%e, + (ho—i-l-i-g) e. et OCh = Se, + (h0+l+g) €z

Vérifier que div U = 0 et montrer que p = pc, — Gy (ac + %) —pg(z—2z4)
ou z, est une constante que l'on exprimera et Gy = (pc, — pc,)/L-
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10) En supposant connu G2 = (pB, —pa,)/l+p g, exprimer le champ de vitesse
dans le tube vertical d’axe AsB>.

11) Montrer que G1, Go et G2 sont égaux a une valeur commune G que l'on
exprimera en fonction de pa, — pa, et de la longueur Ly = (21 + L) du
tube.

12) En déduire que Q = %d; g(flLi;}?) et donner sa valeur pour [ = 1 m,

L=2m,d=4mmet hy —hy=50cm?

Bilans intégraux de forces

13) Exprimer la résultante IF' 4, g, des forces de contact exercées par I'extérieur
du cylindre d’axe A B sur ses sections circulaires de centres A; et Bj.

14) Exprimer la résultante IF'y, des forces de contacts exercées sur le fluide
par la paroi latérale du cylindre d’axe A;B; de normales horizontales.

15) Exprimer IF' 4, g, + IF'y; et commenter le résultat.

16) Exprimer la résultante IF'¢, ¢, des forces de contact exercées par I'extérieur
du cylindre C;C5 sur ses sections circulaires de centres Cy et C5 en fonction
de G. Comparer cette force aux forces de frottement exercées par la paroi
sur le fluide.

17) Calculer la résultante des forces de contact exercée sur toute la frontiere
du cylindre C1C5.

Corrigé| Vases communicants

Ecoulement stationnaire dans un tube vertical

1)Les équations de Navier-Stokes incompressibles pour un fluide au repos
(U = 0) s’écrivent 0 = —grad p — pge,. En utilisant les conditions aux
limites p = p, en z = he, on obtient la pression hydrostatique p(z) =
Pa—pg(z—he). 2)On apa, =pa+pg(hi —ho) et pa, = pa+ pg(h2 — ho),
d’olt pa, — pa, = pg(h1 — hg). 3)La loi de conservation de la masse pour
un fluide incompressible et homogene s’écrit div U = = 0. Comme w ne

dépend pas de z, cette relation est trivialement satisfaite. 4)On a % =

ou ou Jw v ov ov Jw ow ow
(u%—i-va—y—i—w@) §x+<u%+va—y+w$> gﬁ—(uw—l—va—y—i—w@) €.

Comme u =v =0et %—”“Z” =0, on a bien % = 0. 5)La conservation de la quan-

tité de mouvement en coordonnées cartésiennes s’écrit 0 = —%, 0= _%
et 0 = —% —pg+prAw avec Aw = w"(r) + Lw'(r) = 14 (r%ﬁ). 6)Les
équations 0 = _% et 0 = —g—z montrent que p ne dépend que de z. Les

fonctions —% —pg et —pv Aw sont égales mais dépendent respectivement de
z et de r. Elles sont donc égales a une constante, notée GG, ce qui entraine
que p =pa, — (pg+ G1) (z — ho) avec G1 = (pa, —pB,)/l — pg. 7)Les condi-
tions aux limites s’écrivent w(d/2) = 0. Comme 0 = G; + pv Aw(r), on a
prid (r %—‘TU) = —Gj et donc prrw'(r) = —3 Gi1r? + Cste. Comme w'(0)
est borné, la constante Cste est nulle. En utilisant la condition aux limites
w(d/2) =0, on a w(r) = L (% d? — 1"2>. Le tracé de cette fonction est celui

“ dpv
Gyrd*
128 pv *

d’une parabole. 8)Le débit volumique est Q@ =27 [ w(r)rdr =
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Ecoulement stationnaire dans I’ensemble du tube

9)On a bien div U = 0 car u ne dépend pas de x. Les équations de conservatlon

de la quantité de mouvement s’écrivent 0 = —32 + pv Au, 0 = —5° , et 0=

—@ — pg. On en déduit que p = —pgz + F( ) ou F(x) est une fonctlon

qul ne dépend que de x. Comme —F’(z) et —p v Au sont égales et dépendent
respectivement de = et r, elles sont égales a une constante notée Gp. On a
donc p = pc, — Go (x + %) —pg(z—z) avec z, = hg + 1+ %, la constante
d’intégration étant obtenue en utilisant 'information p = pc, au point Cj.
Comme p = p¢, au point Cs, on en déduit que Go = (pc, — pc,)/L. 10)En
suivant une démarche similaire & résolution effectuées le tube A B1, on obtient
U= —4C;2V (% d? — 7“2) e, avec Gy = (pB, — pa,)/l + pg. 11)Comme le débit
@) est constant le long du tube, on a Gy = Gy = G2 et on note G leur
valeur commune. Comme on a supposé pgp, = pc, et pc, = pp,, on peut
écrire pa, — pa, = (pa, — P, — p9l) + (pcy — pcy) + (PBy — Pa, +pgl) =
Gil+ GoL + Gol = GLjy. On a donc G = 241—PA2 12)Comme calculé

I+L)
précédemment, le débit est Q = 1G2g;i?/ Comme G =2 AIL:O]: A = L g(g;i ) 1) , le
débit vaut Q = glha—h)mdt _ 70 003 o1

128(21+L) v

Bilans intégraux de forces

13)Ona K =grad U = w'(r)e, ®e, et donc D = L w'(r) (e, ®e, +e. ®e,) et
g=—-pl+2pvD. Sur la section de centre A; et de normale —e,, les forces
de contact sont T'= o - (—e,) = pa, €, — prw'(r) e,. Comme f(f“gr(e) dd =0
la résultante vaut Iy, = pa, Se, ou S = 7d?/4 est la section du cylindre.
On a de méme IF'g = —pp, Se, si bien que IF'y, g, = IFy, + Fp = (pa, —
pE;) "L e, avec pa, —pp, = pgl+Gilet Gy = G = (pa, —pa,)/(21+L). Ona
donc IF'y, 5, =pgVie,+GVie, ou V) = ’Td L est le volume du cylindre A1 B;.
14)La normale en un point de la frontiere laterale Y étant n = e, les forces de

contact s’écrivent T = g-e, = —pe,+prw'(d/2) e, avec w'(d/2) = f;ff On
adonc T = —pe, — Gy (d/4 . Comme f27r7 (0) df = 0, la résultante de ces
forces est IFy, = —fo TGy (d/4)e dodz = -G, l”d e, = —GVie,. 15)La

force IF' 5, g, + IF'y, = pg V1 e, est 'opposée du poids du ﬂuide compris dans le
cylindre Ay B;. 16)En suivant la méme démarche, on a I, o, = G' V1 ¢,.. Cette
force compense les forces de frottement exercées par la paroi sur le fluide, ¢’est-
a-dire la composante en e, des forces de contact. 17)Comme 1’écoulement est
stationnaire, la résultante des forces de contact exercées sur toute la frontiere
du cylindre C1Cy est 'opposée du poids du fluide et vaut donc pg Vpe, avec

_ wd?L
Vo = ==.

|NIVEAU IIbl Ecoulement de Couette cylindrique

On rapelle tout d’abord quelques résultats de calcul différentiel en coordonnées
cylindriques. Etant donné un champ scalaire b(r, 6, z), les composantes de son

jol) +l ab

. ’ . . i db
gradient en coordonnées cylindriques sont grad b = et gt g s

Etant donné un champ de vecteurs U(r,0,z) = U, e, +Ug ey + U, e, les
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composantes en coordonnées cylindriques de son gradient sont

ou, 1 (oU. _ g dU,.
or r \ 00 6 dz

— | 9 1 (09U dUp | . .
grad U o v ( 20 + Ur) 4z (9.1)
aU. 19U, dU.
or r 00 dz

La divergence de U est obtenue en prenant la trace du tenseur gradient. On
rappelle que le laplacien d’un champ b s’exprime sous la forme Ab = div grad b.

Etant donné un champ de tenseurs symétriques d’ordre deux A(z), les com-
posantes en coordonnées cylindriques de sa divergence B = div A s’écrivent

0A,r 104,  dA,, An,—A
4 2940 n 90

B = or r 00 dz r
0A,g 10Apg dAg, 2 A,
By or + r 00 + dz + r
0A,. 10A, dA,, A,
B. = o=y + 2 (9.2)

or r 00 dz r

Etude de I’écoulement

On considere deux cylindres circulaires infiniment longs, coaxiaux, de rayons
respectifs Ry et Ry > Rj. L’espace annulaire est rempli d’un fluide pesant
et newtonien incompressible de masse volumique p. La constante de gravité
est notée g. L’axe Oz des cylindres est vertical. Le mouvement du fluide ne
résulte que de la rotation uniforme de chacun des cylindres : w; pour le cylindre
intérieur et wo pour le cylindre extérieur. Le mouvement est supposé perma-
nent (% = 0) et de révolution (% = 0). De plus, on suppose que U,(r,z) = 0.
On veut montrer 1’écoulement a pour solution U, = U, = 0,

A B A2 B?
ng—r%—?, p(r,z):po—pgz+p< 3 +AB1nr—ﬁ ,

2
R2 R? R? R}

A=2 2 _ 1 t B=(w —ws) =525 .(9.3

<“’2 B-r “'R —R%) ¢ (W1 —wn) gz~ - (99)

1) Expliciter les équations du mouvement en coordonnées cylindriques ainsi
que les conditions aux limites correspondant a cet écoulement.

2) Vérifier que la solution correspond bien au probleéme posé en détaillant
les calculs.

3) Décrire I’ensemble des trajectoires z(t) = X (a,t) et calculer 'accélération
I'(a,t) en coordonnées cylindriques.

4) Calculer les tenseurs des taux de déformation et de rotation D et Q2 en
tout point (r, 0, z). Que se passe-t-il si w1 = wy 7 Expliquer.

5) Interpréter les composantes de D (pour w; # wg). Faire un dessin expli-
catif.

Etude des contraintes

On considere le sous-domaine D constitué d’une portion de fluide comprise
entre deux plans horizontaux distants d’une longueur verticale L.

6) Montrer que la pression p(r, z) est une fonction croissante de r pour z fixé.
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7) Calculer le tenseur des contraintes visqueuses T défini par ¢ = —p L+ 7.

8) Calculer la résultante et le moment M (D) en 0 des forces extérieures
exercées sur le domaine fluide D par le cylindre intérieur. Méme question
pour le cylindre extérieur. Que se passe-t-il si wi = wo ?

9) Calculer la puissance P;(D) des efforts extérieurs exercés sur D par le
cylindre intérieur. Méme question pour le cylindre extérieur.

10) Calculer les forces de contact T'(z,n) exercées sur une section z = cons-
tante orientée vers le haut puis vers le bas. En déduire que la puissance
des forces extérieures exercées sur D est Pext(D) = P1(D) + P2(D). Com-
menter le signe de cette puissance. Que se passe-t-il si w1 = wo ?

Etude thermodynamique

On suppose que les parois des cylindres sont adiabatiques (pas de flux de
chaleur) et que la température est indépendante de z. A partir des résultats
des questions précédentes, indiquer le signe de % ol &int est I'énergie interne
du cylindre par unité de longueur.

11) On suppose que e = C, T. Que peut-on dire de I’évolution de la
température moyenne du cylindre au cours du temps? Que se passe-t-
ilsiw =wy?

On suppose que l'on utilise ce systéeme commme coupleur hydraulique sur un
treuil a moteur thermique. L’axe intérieur, de rayon R; = 20 cm tourne est
entrainé par le moteur a la vitesse w; = 3000 tours/mn. Le tube cylindrique
de longueur L = 1 m est rempli d’une huile de viscosité u = .5 Pa. Cette huile
entraine le cylindre extérieur de rayon Ry = 30 cm a la vitesse angulaire ws.
Pour un régime donnée, on constate que le moteur exerce un couple M = 150
Nm.

12) Calculer ws.

13) Calculer P1(D) et P2(D). En déduire la valeur Peyt (D).

14) Définir un rendement caractéristique du systéme que ’on calculera. Com-
menter 1'utilisation de ce principe dans les coupleurs hydrauliques exis-
tants.

Corrigé Ecoulement de Couette cylindrique

Etude de I’écoulement

1)1I faut écrire les équations de Navier Stokes incompressibles en coordonnées
cylindriques a partir des informations fournies dans I’énoncé. L’équation de
conservation de la masse div U = 0 s’écrit en utilisant la relation div U =
tr (grad U). Le terme d’accélération de I’équation de conservation de la quan-
tité de mouvement s’exprime en utilisant ’expression % = %% +(grad U)-U.
Le terme le plus difficile a exprimer en coordonnées cylindriques est le terme
de dissipation u, AU. Une premiere méthode consiste & revenir & 1’expression
du tenseur des contraintes visqueuses (D) = Ay tr (D) L+ 2u, D ot D est
la partie symétrique de grad U. Comme div U = 0, cette expression se réduit
a 7(D) = 2uy D. Le terme de dissipation étant égal a div r, on voit donc que

AU = 2div D dans le cas ou div U = 0. L’expansion de cette expression se sim-
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plifie alors en utilisant 1’expansion des relations %(div U)=0, %(div U)=0
et %(div U) = 0. Les équations du mouvement sont donc

ou, 10U, 0U, U,
_1_7

o Trae Tax T 0
880; +Uraa[f - %88% - Uﬁz +Uzaa[j = —plogf + v A,
8;‘3 +UraaU: + %a@% +U2880z'z = —plogi —g+m A,
avec AU = Aye, + Ageg + Ae, tel que
AT:AUT—%%—%, AQZAU9+%88U9”—%, A, =AU, . (94)

Le Laplacien scalaire s’écrit

, 0’ 10% 10b 9%
Une autre maniere d’exprimer AU est de remarquer que AU = —rot rot U
dans le cas particulier div U = 0. L’expression en coordonnées cylindriques
du rotationnel s’obtient en calculant la partie antisymétrique de la matrice
gradient d’'un champ de vecteur. Cette méthode est encore plus fastidieuse
que la premiere. Les conditions aux limites de 1’écoulement sont U, = U, = 0,
Ug=wiRipourr=Riet U.=U, =0, Uyp =wa Ry pour r = Rs.

(9.5)

) . . L. 2
2)Les seuls termes des équations qui ne sont pas nuls vérifient —Ue — —i%,
T PO OT
2 7 . .
0 =1, (%g" + %% — %) et 0 = —p%% — ¢g. On vérifie alors facilement

que ces équations ainsi que les conditions aux limites sont satisfaites par les
solutions analytiques de 1’énoncé.

3)Les trajectoires sont des cercles d’équations r(t) = ro, 6(t) = 6y + Ug(ro)t
et z = 2. L’accéleration est donnée par T, = —Up?/rg, Ty =T, = 0.

_ R2R2
4)Les seuls composantes non nulles sont D,, = Dgg = —B/ r2 = % R21_ 1%2
2 1
R27 RQ
et Qg = —Qg.=—A/2 = %. Dans le cas wy =ws =wona D =0et
2 1 -
Q.9 = —Qg, = w : c’est un mouvement de rotation solide.

5)Si wy > wi alors B est positif, Uy croit avec r et D,y = —B/r? < 0. L’angle
de glissement ~(t) entre e, et e, décroit comme (t) ~ —D,qt/r? au voisinage
de t = 0. Un schéma permet de relier ce comportement avec le fait que Up(r)
crolt avec r.

Etude des contraintes

6)Comme % = po Up?/r > 0 la fonction p(r) est croissante.

7)Les seules composantes non nulles sont 7,9 = 79, = —2un B/r2.

8)Les forces extérieures par unité de surface exercéees par les cylindres sur le
fluide sont la somme des forces de pression —p(Rj, 2)e, et des forces visqueuses

—7(R1)e, = —2pn B/R} €9 = —2pun %:CI‘% R3 ¢y pour le cylindre intérieur et

p(R2,2)e, et T(Ro)e, = 2un B/R3 €5 = 2un ;é:“&%R% ep pour le cylindre
extérieur. Si wy > wy le cylindre intérieur freine le fluide tandis que le cylindre
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extérieur l'accélere. Par symetrie, on voit que la résultante des ces forces par
unité de surface est nulle lorsque 1’on inteégre sur une unité de longeur verticale.
En ce qui concerne le moment en un point 0 situé sur ’axe, seules les forces
visqueuses ont une contribution.

Le moment exercé sur le sous-domaine D par le cylindre intérieur est alors
M, (D) = —L 7" Rie, Az(Ry) - ¢, Ry df = 47y Bes. T est égal & Mo(D) =
L fo% Ry e, NT(R3) - e, Ry df = —4mpy, Bes pour le cylindre extérieur.

On vérifie que la conservation du moment cinétique M, (D) + M4y(D) = 0 est
vérifiée. Dans le cas de la rotation solide wy = wy on a la relation M, (D) =
M, (D) = 0.

9)Les puissances sont P1(D) = L f 7(R1)wie, RiegRy df = 4w Ly, Bwy pour
le cylindre intérieur et 772( ) =L fo T(Ro)woe, RoegRy df = 4mwLpy, Buwo
pour le cylindre extérieur. On vérifie que Py (D) = M (D) - wie, et P2(D) =
MZ (D) TW2 €.

10)Dans les cas n = ez (haut) et n = —e3 (bas) onaT'(z,n) = —p(r)n. Comme
U-e3 = 0 la puissance L fR1§r§R2 T(xz,n)-U dS est nulle. Comme la puissance
des forces de gravité est elle aussi nulle, on a Peyt (D) = P1(D) + P2(D) =

Am L ~5 (w2 wl) R2R% > 0. On a Pey (D) = 0 dans le cas wy = wy.

Etude thermodynamique

11)Le premier principe 4&,(D) + LK(D) = Pext(D) + Pint(D) s'écrit
ici %Eint(D) = Pext(D). On a donc %Sint > 0. La température moyenne
T, définie par poCpTy, = Ent(D)/[27L(R3 — R?) est donc croissante. Cet
échauffement est du a la dissipation visqueuse qui transforme 1’énergie méca-

nique en chaleur. Dans le cas de la rotation solide il n’y a pas d’échauffement.
12)Ici w1 > we. En notant M (D) = —My(D) = Mes on a M = 4lmuy, (w1 —
w2)RIR3/(R% — R?) =150 Nm. Donc ws = wy — 41% IEQRR; =16.82 57!
qui donne wy = 1010 tours/mn.

13)Les puissances sont P (D) = Mwy = 7.5 kW et Py(D) = —Mwy = 2.5 kW.
On a donc Pext(D) = P1(D) + P2(D) = 5 kW

14)Le rendement est égale a la puissance —Po(D) fournie par le fluide au
cylindre extérieur divisée par la puissance P; (D) fournie par cylindre intérieur
au fluide, c’est-a-dire par le moteur. On obtient donc un rendement de un
tiers. Les deux tiers de I’énergie mécanique fournie par le moteur sont dissipés
sous forme de chaleur. Le rendement de ce coupleur mécanique est faible.

INIVEAU IIla|] Mouvement plan de fluide

On considere un fluide en mouvement de masse volumique pg et de vitesse
U(z,t) définie par Uy = o 21, Uy = —« 29 et U3 = 0 onl « est une constante.
On suppose les forces extérieures s’écrivent f(x,t) = —poges ou g est la
gravité. On note p la viscosité dynamique du fluide.

1) Exprimer le vecteur rotation w(z, t) et le tenseur des déformations D(z, t).

2) On considere le domaine D(0) = {a € R®: a3 + a3 <1?et 0 < a3z < h} et
on note D(t) son évolution au cours du temps sous I’action du mouvement
U(z,t). Quelle est la forme de D(0) ? Dessiner cette forme.

3) Montrer que le volume du domaine D(t) est une constant Vp que l'on
calculera.

Mécanique des milieuz continus, O. Thual, 14 juin 2020



Révisions 135

4) Donner 'expression de la déformation X (a,t) en supposant que X (a,0) =
a.
5) Montrer que z1(t) x2(t) = a1 az. En déduire le tracé des trajectoires dans
un plan x3 = as.
6) Tracer les lignes de champs de la vitesse au temps ¢ = 0.
7) On considéere un champ B(z,t) = % (2% 72" 4 23 ¢?*'). Calculer l'ex-
pression lagrangienne B(")(a,t) de ce champ.
8) Que vaut @(x t)?
9) Calculer 9B et U -grad B et comparer avec la question précédente.
10) Remplacer 1 expression du champ de vitesse dans les équations de Navier-
Stokes.
11) En supposant la pression p(0,t) = pg constante en z = 0 et pour tout
temps t, calculer le champ de pression p(z,t).
12) Donner 'expression de densité surfacique de forces de contact T'(z, n) pour
z=jhesetn= 5 (e +e).

Corrigé| Mouvement plan de fluide

Mouvement 2D

1)On a w =0, D11 = o, Dap = —a et D;; = 0 sinon. 2)Le domaine D(0) est
un cylindre d’axe Ox3 et de hauteur i dont la section est un disque de rayon [.
3)On a div U = 0. Le mouvement est isochore et donc V(t) = Vo = w2 h.
4)La déformation X (a,t) s’écrit x1 = a1 e™ x9 = ase " et x3 = a3. 5)On
a bien x1(t) z2(t) = ajaz. Les lignes de champs sont donc les hyperboles
x1 X3 = ay ag d’asymptotes 1 = 0 et 2o = 0. 6) Comme le champ de vitesse est
stationnaire, ses lignes de champ sont confondues avec les trajectoires. 7)On
utilise B (a,t) = B[X( t),t] = %(a%+a%) 8)Comme %2[X(a,t),t] =

%—?(L)(g, t)=0,ona % (z,t) = 0. 9)Ona 'y(owv e 2l _ag 6*25’5)
et U -grad B = V(lele 20t 4 Upzge™ 2ﬁt) = ’y(am e 2at ax e 2[“)
On a vérifie donc bine la relation Cﬁl—]f = %—? + U -grad B = 0. 10)Comme
%Q = (a*z1,0%22,0), f = —poges et AU = 0, la loi de conservation
de la quantité de mouvement s’écrit pg a?r = —aa—fl, £0 a2y = —8872 et
0= —52 — pog. 11)On en déduit p(z,t) = po — 3 poa® (2 + 23) — po g as.
12)Le tenseur des contraintes s’écrit o(z,t) = —p(z,t)L + 2popuD avec

D=a(e ®e —ey®ey). On a donc :

T[4 hes, J(er+e)] = (po— Spogh) s(er +e) + L5 povale; — ).

INIVEAU IIIb| Rotations d’axe vertical

NB : bien qu’elles ne soient pas indispensables pour la résolution du probleme,
les formules suivantes relatives aux coordonnées cylindriques sont rappellées
ici : grad B(z) = B, e, + +Bg ¢y + B g erad V="V, e ®¢ + L (Vo —
VO) ®60+Vrze e, —i—V97«69®€+ (%6+W)§9®§9+%,2§9®§z+
V.re.®e.+1iVoge, ®69+sz e, ®e, , ‘divV = Vir + Voot Vi + V.. et
AB = Brr"‘ Br+ B99+Bzz
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Rotation dans un solide

On considere un solide élastique homogene et isotrope dont la configuration
de référence est exempte de contraintes et occupe le volume :

Q={ac R : 0<R1§\/a%—|—a%§R2 et 0<ag<I}.

On définit les coordonées polaires (R, ©) dans la configuration de référence par
le changement de variables (aj,a2) = (R cos©, R sin ©). On définit ensuite
les vecteurs de base par ex(©) = cos© e +sinO ey et eg(O) = —sinO e; +
cos O e,.

On examine la déformation dont le champ de déplacement est {(a) =
a Reg(©) en coordonnées polaires. On suppose que a < 1. B

1) Décrire et dessiner le volume 2 occupé par la configuration déformée.

2) Exprimer les composantes de £ en coordonnées cartésiennes.

3) Calculer le tenseur des petites déformations associé a cette déformation.
)

4) Calculer les tenseurs des contraintes g(a) pour tout point de €.

Fluide incompressible avec surface libre

On considere un écoulement & surface libre occupant le volume

Q:{x telsque r <R, et 0<z<h(r) avec T:\/x2+y2}

ou R,, est le rayon de la cuve et h(r) le profil de la surface libre que ’on cherche
a déterminer. Le champ de gravité —g e, est parallele a I’axe de la cuve. On
suppose que la cuve est remplie d’un fluide incompressible de masse volumique
homogene py, et animé du mouvement U(r,0,z) = V (r) ey(0) ou (7,0, z) sont
les coordonnées cylindriques et V(r) un profil de vitesse. On suppose que le
fluide est visqueux et que le mouvement vérifie V(r) = w r.

5) Ecrire les équations de Navier-Stokes incompressibles en coordonnées
cartésiennes en remplacant le champ de vitesse par son expression.

6) Indiquer l'expression du tenseur des contraintes g(z,t) en fonction du
champ de pression p pour l'instant indéterminé.

7) On suppose que la pression atmosphérique p, est constante. Indiquer la
condition aux limites que ’on doit imposer sur la surface libre d’équation
z = h(r) en supposant la continuité des forces de contact.

8) Montrer que le champ de pression s’écrit sous la forme p = p.(z,t) +
B (22 4+ y?) o1 B est un constante que I'on explicitera.

9) Préciser le profil de pression p.(z,t) en appliquant la condition aux limites
en z = hg e, en supposant que h(0) = hg est connu.
10) En déduire la forme de cette surface libre. En faire un tracé schématique.

11) On suppose w = .5 Hz, R,, = 1 m. Calculer la différence de hauteur
maximale entre les points de la surface libre pour g = 9.81 m/s?.

Fluide compressible a toit rigide

On considere un écoulement occupant le volume

Q:{x telsque r< R, et 0<z<h, avec r:y/x2+y2}
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ou R,, et h,, sont respectivement le rayon et la hauteur de la cuve a toit rigide.
Le champ de gravité est —g e,. On suppose que la cuve fermée est entierement
remplie d’un fluide parfait compressible et que I’ensemble est animé du mouve-
ment de rotation solide U(r,0,z) = w r ey(0) ou (r,0, z) sont les coordonnées
cylindriques. On suppose que le fluide est un gaz parfait de masse molaire M.
On suppose que la température T' = T est homogene et on cherche le champ
de masse volumique solution sous une forme p = p(r, z) qui ne dépend que
de 7 et de z.

12) Ecrire les équations d’Euler compressibles en remplacant U par sa valeur.

13) Montrer que I'hypothese p = pe(r, z) et le champ de vitesse proposé sont
compatibles avec 1’équation de conservation de la masse.

14) Ecrire les équations de conservation de la quantité de mouvement en co-
ordonnées cylindriques en remplacant le champ de vitesse par sa valeur.

15) En éliminant p, déduire des équations d’état et des équations d’Euler com-
UJ2 7"2
pressibles que la masse volumique est de la forme p(r,2) = p.(2) e 2a
ol « est une constante que 1’on précisera.

16) On suppose que p(0,t) = pe(0,0) = py est connu. Donner 'expression du
profil de masse volumique p.(z) au centre de la cuve.

17) En déduire I'expression du champ de pression p(z, t).
18) Faire un tracé schématique des isobares dans un plan horizontal.

Corrigé| Rotation d’axe vertical

Rotation dans un solide

1)On a Q ~ Q. C’est le volume compris entre deux cylindres de hauteur !

de méme axe et de rayons R; et Ro. 2)On a &1(a) = —aaz et {3(a) = aay.
3)On en déduit que H(a) = 34 _Oa 8 . On en déduit €(a) = 0 (partie
symétrique de H). 4)La loi de H%okeoentroaine g=Atr(e)I+2pue=0.
Fluide incompressible avec surface libre

5)On a U(z,t) = —wye, + wze, pour le champ de vitesse, %Q =

—w? <ac e, +y gy) pour laccélération et AU = 0. Les équations de Navier-

Stokes incompressibles s’écrivent div U = 0 et %Q = —p%gl@d p—ge,+vAU.
On vérifient que 'on a bien div U = 0. Les équations de quantité de mou-
vement s’écrivent —w?z = _p%%’ —wly = _p%% et 0 = —p%%p —g.
6)Comme D(z,t) = 0, on a g(z,t) = —p(z,t) L. 7)On doit avoir g(z,t) =
—pa L pouri les point; z de la surface libre. On en déduit p(z,t) = pq
pourices points. 8)On déduit des équations de Navier-Stokes la relation

p(z,t) = pe(z,t)+8 (22 + y?) avec 8 = %po w?. 9)En reportant dans 1’équation

de la quantité de mouvement verticale, on obtient %pc = —poyg, d'ou
pe(2,t) = pa — po g (2 — hp) 10)En appliquant la condition aux limites p = p, a
tous les points de la surface libre z = h(r), on obtient 0 = —g[h(r)—ho]+3 w?r?

et donc h(r) = ho + % r2. La surface libre a la forme d'un paraboloide de

révolution. 11)La différence est h(R,,) — ho = %Rfm ~ 1.3 cm.
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Fluide compressible a toit rigide
12)La loi de conservation de la masse s’écrit % = —p div U. Comme
div U = 0, on a donc % = 0. La loi de conservation de la quantité de

mouvement pour le fluide parfait (invsiscide) s’écrit %Q = —%g@d p—ge,

avec %Q = —w?(e, + ¢,). Comme D'’écoulement isochore, on peut igno-

rer I’équation de bilan de ’énérgie interne, qui s’écrit % = 0. Les lois

d’état sont p = pET et e = ¢, T. 13)L’hypothése p = pe(r, z) entraine
D P ar p P

bien % =U-grad p = wr%pe(r, z) = 0. 14)Les équations de conserva-

. o, 92 ok 2 _ _l@ — _l@
tion de la quantité de mouvement s’écrivent —w*r = o or 0= 200 et

0= —%%p —g. 15)L’équation d’état entraine p = p(r, 2) % Toy. On en déduit

RTy 1 dpe
M pe dr

hydrostatique entraine % Ty

w27‘
= w?r et donc pe(r,z) = pe(2) e 2o avec a = LI, 16)La relation

1 gz

L9 )= —getdonc pe(z) = po e~ %. 17)On a
donc p = « pe(r, z) avec pe(r,z) = po exp E (# - 92)} 18)Les isobares

sont des cercles concentriques. Le minimum de pression est au centre.
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