Exercices pour le chapitre 7
Equations de bilan
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1 Exercices de niveau 1

NIVEAU I| Questions simples

On considere le champ de vitesse stationnaire U(z) = vz et le champ scalaire
c(z,t) = Btx? ou 7 et B sont des constantes. On considere le domaine Dy =
{z € IR?*|||z|| < Ro} ou Ry est un rayon constant.

1) Décrire 'image D(t) de Dy par le mouvement. Calculer I'intégrale triple
CID()] = Fpgy cla t) da.
Les trajectoires du mouvement sont de la forme X(a,t) = ae?*. La deformatlon

inverse est donc A(z,t) = ze 7. L’image du domaine Dy d’équation a? < RZ est
donc le domaine D(t) d’equatlon 22e 27t < R2 qu1 est la sphere de centre 0 et

de rayon R(t) = Rpe?'. On a donc C[D(t)] = 4w fo D gtrtdr = AT BERA(t) =

4?” BtR5 e

2) Cacluler les intégrales triples [, % 3z, Io) de @3q, JoycdivU d3,
To div (cU) d3z. Comparer avec la dérivée de C[D(t)].

On a % = Ba? et donc ﬂp ge d3x = 47TfR(t) Bridr = & BR§e®7!. Comme
U -grad ¢ = 2B~ytz?, on a % = 5 +U-grad ¢ = f(1 + 2vt)2? et donc
ﬂD ) ‘;‘g Pr=A4r [ (t)ﬂ (I+2~8)r 4dr = 41T B(1+2yt)R§e®?". OnadivU = 3y
et donc ﬂp(t)cdwgd%fszo D B (3yt)rtdr = T B(3vt) Ry e . Onacl =
Bytz?z, div (cU) = B (5vt)z? et donc ﬂp(t div (c¢U) d3x*47rf0R(t)B(5fyt)r4dr =
4% B (5+t) R§e®7t. Comme 4C[D ( )] = 4Z B(145~t) R§e® 7, on a bien £C[D(t)] =
ﬂfp(t)(%+cdivg)d3x:ﬂp [2¢ + div (cU)] d3x.

3) On suppose que p'X)(a,0) = py est homogene. A partir de la loi de conser-
vation de la masse en formulation lagrangienne, montrer que p(z,t) =
00 e~37t, Vérifier alors la relation % 4+ pdivU = 0.

Comme J(a,t) = €*7*, la loi de conservation de la masse p(X)(a,t) J(a,t) = po

entraine p(")(a,t) = poe 37t et donc p(z,t) = poe 37t On a % = —3vyppe 37t

et div U = 3. On a donc bien ‘é—f + pdivU = 0.
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|NIVEAU II| Lois de conservation et équation de Burgers

Ecriture des lois de conservation

1) La table 7.1 recense plusieurs loi de conservation ou équations de bilan
écrite sous la forme 4 o) cddx + Jopy @, - ndS = [pu fe d3z avec
C[D(t)] = ﬁfp(t)cd%c. Pour chaque ligne, écrire les bilans locaux sous
la forme conservative puis sous la forme avec masse conservée. Ecrire
également la relation de saut associée.

Grandeur Densité Flux Production
C[D(1)] c Q, 7.
m [D(t)] p 0 0
Em D] | pe Q "o D
K[D(t)] 3pU° —oU |[fU-g:D
Gt PO | 2pUP +pe | —a-U+Q| f-U+r
p[D()] pU —g f

TABLE 7.1 — Equations de bilan de la mécanique des milieux continus.

La forme conservative —I—dlv (pU) = 0 de la loi de conservation de la masse s’écrit
% +pdivU = 0 ou at 2 + U -grad p+ pdiv U = 0. La relation de saut associée

aussi
s'écrit Hp U-w)- 7]] =0.
Les formes conservative, avec masse conservée et la relation de saut pour le bilan

de I’énergie interne s “dcrivent respectivement
8t(pe) +div (peU +Q)=r+g: D,

plt+divQ=r+o:D
o5 [4 3] <o

Pour le bilan de 1’energ1e cinétique, on a

o1 (3 pU°) + div (3pUPU-g-U)=f-U-g:D,
4 (1 pQQ) div (g - U) f-U-g:D
bovt W -w)-n] - [o-g- 5] o

Pour la loi de conservation de I’énergie totale, on a
%(%pUQ—Fe)—Fdiv [(szQ—l—e)U—a U+ Q] f-U+r,
P (% U2+e) div(g-U+Q)=[f-U+r,
¢ [{(§PQ2+€) W-w)-N]-[u-g-N+Q-N] =0
Pour la loi de conservation de la quantité de mouvement
50U+ div(pUeU) =
p & +div(pUeU)=f

et [ruew-w) N]-[z-n] =0

Modeles de I’équation de Burgers

On considere une loi de conservation pour laquelle U = 0 et ou le champ
unidimensionnel ¢(z,t) = ¢(x,t), continu ou discontinu, est indépendant de y
et z. La loi s’écrit donc, e pour tout domaine D fixe, sous la forme

4 //cd%—i— Q -ndS=0. (7.1)
dt JJJp oD~ °
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2) Ecrire le bilan local dans le cas continu ainsi que la relation de saut pour
une surface de discontinuité d’équation = = z,(t) séparant une région
uniforme ¢(z,t) = ¢; pour < z,(t) d'une région uniforme c(x,t) = c2
pour z > x,(t). On notera W = W (t) e,,.

Le bilan local s’écrit % + ,8% = 0 et la relation de saut est W = [{QC}] / [M]

3) On suppose que ¢ = A(z,t) et Q= %BAQ e,. Ecrire le bilan local et
I’équation de saut découlant de ce modele. Calculer la vitesse W (t).

Le bilan local est %—‘? + %B 8% (AQ) = %—‘? + BA ‘g—‘;l = (2) L;i relation de saut est

—WI[A]+ 1 B[A?] = 0. La vitesse du choc est W = 1 3 ﬁiiﬁi = g(Al + As). Clest

la moyenne des vitesses A; et As.

4) On suppose maintenant que ¢ = A?(x,t) et Q, = %BA?) e,- Répondre
aux deux questions précédentes en supposant que A #£ 0 et A; + As # 0.
Comparer avec le modele précédent.

Le bilan local est 2 (42) + 282 (4%) = 24(% +BAZ2) = 0. La gela;sion

de saut est —W[A?] + 2 B[A%] = 0. La vitesse du choc est W = 23 ig:ﬁ% =

% B8 %. Les deux modeles correspondent au méme bilan local mais different

par leurs relations de saut. La vitesse du choc n’est donc pas la méme.
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INIVEAU III| Film glissant sur un plan incliné

Un film liquide d’épaisseur h et de densité p s’écoule sur un plan incliné faisant
un angle v avec ’horizontale. On suppose que les seules forces extérieures de
volume sont dues a la gravité. On choisit la coordonnée x3 dans la direction
normale au plan et 1 dans la direction de I’écoulement. On suppose que 3 = 0
est ’équation du fond.

On suppose que l'expression du tenseur des contraintes g(z) en tout point
z = (x1,x9,x3) est

— COoS7Y 0 sin vy
g(&):—paiﬁ-pg(h—xg) 0 —Ccosy 0 (7.2)
sin 7y 0 —Cos 7y

1) Calculer les forces de contact T, exercées sur la surface libre du fluide par
I’atmosphere.

2) Calculer les forces de contact T, exercées par le fluide sur la paroi. En
déduire la contrainte normale o = —Ip es et la contrainte de cisaillement
T="Tpe.

3) Calculer la densité volumique f cont (z) de la résultante des forces de contacts.

4) Donner les composantes des forces extérieures de volume f. Comparer
avec f_(z) et commenter. B

5) Calculer le bilan des forces de contact F.on(Dsx) exercées sur le domaine
fixe Dy = {2 € R3 | 0 < a1 < Ly, 0 <29 < Ly, 0< 23 < h}.
Interpréter.



