Exercices pour le chapitre 6 :
Cinématique du continu
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1 Exercices de niveau 1

NIVEAU I| Questions simples

On considére le champ de vitesse U = lw [sin p(x3,t) ey — cos (a3, t) e5] ou
p(zs,t) = kxg — wt. On suppose que [, w et k sont des constantes positives.

1) Déterminer les trajectoires x(t) associées a ce champ de vitesse. En déduire
Pexpression de la déformation X(a,t). Quelle est la forme de ces trajec-

toires.
Les trajectoires sont solution de 42 = [ w sin(kzs —wt), 22 = —lw cos(kasz —wt)
et ¥ = 0. On en déduit les trajectoires z(t) telle que x3(t) = as,

x1(t) = a1+l [cos(k az—wt)—cos(k az)] et z2(t) = as+! [sin(k az—wt)—sin(k asz)] .

On a donc X(a,t) = a+1 [cos p(as,t) e; +sinp(as,t) e,]. Ces trajectoires sont de
cercles de rayon .

2) Décrire les lignes de courant a I'instant ¢ par un paramétrage s — y(s) sous
la forme y(s) = y(0)+Y(s) ot Y (s) est une fonction que I'on déterminera.

Quelle est la nature de ces lignes de courant.

Les lignes de courant sont données par %(s) = ¢(s) Uly(s), t]. En choissant ¢(s) =

1, on peut écrire % = lw sinp(ys, t), % = —lw cosp(ys,t) et d% = 0. On
en déduit ys(s) = y3(0), y1(s) = y1(0) + lw sinp[y3(0),t] s et yg(sg = 32(0) —
lw cos¢lys(0),t] s. Les lignes de courant sont donc des droites.

3) Expliciter les composantes du gradient du champ de vitesse K(z,t), du
tenseur des taux de déformations D(z,t) et du tenseur des taux de rota-
tions (z,t). En déduire le vecteur rotation w(z,t). Comparer ce vecteur
avec U.

On a K13 = lwk cosp(xs,t), Koz = lwk sinp(zs,t) et K;; = 0 sinon. On a

D13 = D31 = %lwk COS(p(Ig,t), D23 = D32 = %lwk sincp(:cg,t) et Dij =0

sinon. On a Q3 = —Q3; = %lwk cos p(x3,t), Qag = —QN30 = %lwk sin p(x3,t) et

Q;; = 0 sinon. Comme 231 +wy =0 et w; +Q23 =0, 0naw; = —% lwksinp(zs, t),

Wy = %lwkcoscp(arg,t) et wg = 0. On remarque que w = %kQ.

4) On considere le petit vecteur dz(t) transporté par la trajectoire z(t) =
[[cos(wt) — 1] e;—1 sin(wt) ey issue du point 2(0) = a = 0. On suppose
que 6x(0) = dz e3. Exprimer les coordonnées de dz(t). Décrire le mouve-
ment de dz(t).
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Comme dz(t) = Klz(t),t] - dz(t), on peut écrire £z = dwzlwk cos(wt) ,
45y = —dwzlwksin(wt) et £dxg = 0. On en déduit 6z (t) = dzlk sin(wt),
0x2(t) = dxlk cos(wt) et dzs(t) = dx. Le petit vecteur dz(t) décrit un cercle.

5) On considere le champ B(z,t) = yx; t Calculer %—Jf, U -grad B et 42

et 4B

Ona 28 =y, U-grad B =vylwtsinp(xs,t) 7 =7z +ylwtsing(zs, ).

6) On considere le champ de vecteur V(z,t) tel que Vi = x1 cosp(xs,t) +
x2 sing(xs,t), Vo = x1 sinp(zs,t) — x2 cosp(zs,t) et V3 = 0. Calculer
%, U -grad V et la dérivée particulaire %.

On a % = w(xy sing — x3 cosp)e; +w (—x1 cosp + x2 sing) e, et U -grad V. =

lwsinp (cospe; +sinpe,) — lw cosp (sinpe; — cospe,) = lwe,. Don % =

lwey +z1(singpe; —cospey) +aa(—cospe; +sinpe,).

7) Calculer K(z,t) - U(z,t). En déduire I'accélération %. Comparer ce vec-

teur avec e A U. Calculer rot U AU et grad U?. Commenter.

Ona K-U =0,douU-grad U = 0. On a donc ‘Z—% = %—% ce qui entraine

:titQ =lw? (—cospe, +sinpe,) —wg3 AU. Comme rot U = %kQ et U? = [2w?
onarot UANU = 0 et grad U = 0, ce qui est consistant avec U - grad U =
rotU/\U+2gradU =0.

8) Indiquer le taux de variation des longueurs de petits vecteurs orientés dans
les directions de la base canonique. Comparer avec leur évolution donnée
par la relation 46z = K[z(t),1] - dz.

Ces taux de variations sont nuls car D11 = Doy = D33 = 0. Pour cette exemple
partlcuher on a meéme —dx = 0 pour les petits vecteurs tels que dz(0) A e; avec
i =1,...,3, compte-tenu (ie la structre de K.

9) Indiquer les taux de variation dg}f, dm” et d%'l dans angles de glissement

des directions de bases.

‘ On a d“z =0, d723 =2Ds3 =lwk sinp et d%l =2Di3=1wk cos .

10) Calculer le taux de variation des volumes.

‘ On a 6V1t) 45V(t) = div Ulz(t),t] = 0.
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INIVEAU II| Rotation et déformation

Le vecteur taux de rotation est défini par w = %rot U en représentation
eulérienne. Le tenseur des taux de déformation D est la partie symétrique
du gradient de la vitesse exprimée en représentation eulérienne.

1) Ecoulement purement cisaillé. On considére un écoulement dont le champ
de vitesse est Uy = F(x2) et Uy = Uz = 0. Calculer w et D. Tracer la
trajectoire d’une particule. Discuter 1’éventuelle rotation de la particule
sur elle-méme. Calculer les directions propres de D pour en déduire une
description de sa déformation.
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On a K9 = F'(z2) et K;; = 0 sinon. D’ott D19 = Doy = F'(22)/2 et D;; = 0 sinon.

On a w = —3 F'(x2) e5. Les trajectoires vérifient % = U(z) et donc L1 = F(z,),

dt
dft"’ = ddﬁ = 0. Dol 3 = ag, 3 = a3 et x1 = a1 + F(az)t. Les trajectoires
sont des Jroites. Une particule transportée par le mouvement tourne avec la vitesse
angulaire —F”(a3)/2 dans le plan (aj, as). En diagonalisant D, on voit que son taux

de déformation est de F’(az)/2 dans la direction % (e1 +ey) et de —F'(az)/2 dans

la direction % (eq — €y). Il est nul dans la direction es.

2) Ecoulement en rotation solide. Mémes questions pour Uy = —Quxo, Uy =
Qx1 et Us = 0. Exprimer la vitesse en coordonnées cylindriques ainsi que
w et D. Montrer que 2 =Q(—e, @ ey +ey @ e,.).

Ona K3 = —Q, K21 = Q et K;; = 0 sinon. D’ole =0etw= Qes. Les trajectoires

vérifient d—f = U(z) = Qes Az. On a donc %@2 = 2@-% = 0. Comme |z| est

constant, fes trajectoires sont des cercles de centre O. Une particule transportée par

le mouvement tourne avec la vitesse angulaire ) dans le plan (a1, aq). Elle n’est pas

déformée. 11 s’agit d’'un mouvement de rotation solide. On vérifie que 1'on a bien
Q- 0z = w A dz pour tout dx = 0z, e, + dxg ey pour I'expression indiquée.

3) Ecoulement dans un cyclone. On considere le champ de vitesse qui s’écrit
U(r,0,z) = —key(0)/r en coordonnées cylindriques. Calculer w et D en
coordonnées cylindriques. Tracer la trajectoire d’une particule. Discuter

I’éventuelle rotation de la particule sur elle-méme ainsi que sa déformation.

OnaU. =0,Uy = —k/r et U, = 0 en coordonnées cylindriques. Dans ces co-
ordonnées, les seules composantes non nulles de K sont Ky, = Up, = k/r? et

Ky, = —Uy/r = k/r?. On a donc Q=0et D= E En diagonalisant D, on voit
que son taux de déformation est de x/r? dans la direction % (e, +eq) et de —r/r?
dans la direction % (e, — eg)- Il est nul dans la direction e5. Il s’agit du champ

de vitesse induit par un tourbillon ponctuel centré en O. La vitesse est infini en ce
point.
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|NIVEAU IIIl Mouvements avec fonction de courant

On condidere le champ de vitesse U(z,t) = ue, + ve,twe, tel que w =0 et

u(:c,w:—aﬁf/’” et vz = 280 (6.1)

ot ¥(z) est un champ quelconque appelée “fonction de courant” associée au
champ U(z).

1) Montrer que l'on peut écrire U = e, A grad 1.

2) Montrer qu’un mouvement qui admet une fonction de courant est isochore.

3) Exprimer le rotationnel d’un tel mouvement en fonction de Ad.

4) On considere une courbe z(s), paramétré par une variable s, vérifiant
Y[z(s), t.] = C ou C est une constante. En calculant la dérivée de 9[x(s), t.]
par rapport & s pour le temps t, fixé, montrer que la vitesse U est tangente
en tout point a la courbe z(s).

5) En déduire le tracé des trajectoires dans le cas ou le mouvement est sta-
tionnaire, c’est-a-dire lorsque le champ de vitesse U(z) ne dépend pas du
temps,
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Ecoulement en coin

On considere un écoulement dont la vitesse est u = y(2? — y?), v = —2~vy2y
et U, = 0.

6) Calculer le tenseur des taux de déformation D(z,t) et interpréter ses com-
posantes. Calculer la divergence du champ de vitesse et en déduire le taux
de variation des volumes ?

7) Montrer que ce mouvement admet la fonction de courant ¢(z) = % Y3 — a? y).
FEn déduire lexistence de trajectoires rectilignes que 1’on explicitera.
8) Calculer le rotationnel du champ de vitesse. Calculer Atp. Commenter.



