Exercices pour le chapitre 4 :
Tenseur des contraintes

Version 9 septembre 2018

1 Exercices de niveau 1

NIVEAU I| Questions simples

On considere le mouvement X (a,t) = a+nl sin(kaz —wt) e3 pour une confi-
guration de référence y qui contient le sous-domaine Dy = [0, L] x [0, La] x
[0, L3]. On suppose k Ly = /2.

1) On suppose que B¥)(z,t) = C z2. En déduire B (a, ).
Comme x1 = ay, xo = as et 3 = ag +nl sin(kas — wt), on a

BB (a,t) =C {a? + a3 + [az + nlsin(kas — wt)]*} .

2) On suppose maintenant que C')(a,t) = D a®. En déduire CF)(z, ).
La déformation inverse A(zx,t) s'écrit a; = x1, as = x9 et a3 = x3—nl sin(kzo—wt).
Comme CF)(a,t) = D (a? + a3 + a3), on a donc

CP)(z,t)=D {2} + 23 + [z3 — nlsin(kzs —wt)]?} .

3) Calculer F(a,t) et J(a,t). On note D(t) 'image de Dy par la déformation
X au temps t. Calculer Iintégrale [f[p ) z2 d3x.

On calcule F(a,t) = L+ knlcos(kaz —wt)es ® ey, c'est-a-dire F1; = 1, Fpp =
F33 =1, F3o = knl cos(kaz —wt) et F;; = 0 sinon. On en déduit J(a,t) = 1. On

a donc ]
/// x2d3x:/// ayd®a = = Ly L3 L. (4.1)
D Do 2

4) Calculer le champ de déplacement {(a,t). Calculer le tenseur des petites
déformations €(a,t).
On a {(a,t) =nlsin(kay —wt) ey et

1
ela,t) = gnklcos(kaz —wt) (e @ ez +e3@ey) -
c’est-a-dire €93 = €93 = %nklcos(k as —wt) et €; = 0 sinon.

5) En présence de force de gravité f = —pg g e3 calculer la résultante

Fextvol [ D(t)] et le moment Myivol[D(t)] en 0 a 'ordre dominant en 7.
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Le poids est F o1 [P(t)] = —mo g €3. Le moment en 0 est
MoaalP®) = [[[ anflat) a1 +0m)
0
= g ||| (-arertare) d*a [l +O(n)]
— gmog(-Laey + Ligs) [1+0()

6) On suppose que n < 1 et que la frontiere 0D(t) de D(t) est soumise
aux forces de contact T'(z,n,t) = —p(z,t)n avec p(z,t) = pg — Peau g T3-
Calculer F oy icont|[P(t)] & Pordre dominant du petit parametre 7.
On considére le tenseur des contraintes g(a,t) = —p(a,t) L avec p(a,t) = pg —
Pean 9 a3 ce qui conduit & f N (a,t) = divg = —grad p = pequ g €5. Les forces de
contacts associées sont celles de ’énoncé. On a donc Fo;oni [P(t)] = pean 9 L1 Lo L3 e5.
C’est la poussée d’Archimede si peqq, est la masse volumique de 'eau. On a Mextcont[D(t)] =
%peau gL1 Ly L3(Lae; — Ly e2). Clest le moment en 0 du poids appliqué au centre
de gravité z, = %(Ll e+ Loey+ Laes).

7) Montrer que le principe fondamental, dans le cas des petites déformations,
se traduit par la loi de conservation de la quantité de mouvement et la
symétrie du tenseur des contraintes. Ecrire cette loi.

Le principe fondz;mentale de la dynamique se traduit par la loi de conservation de

mouvement pg %(g, t) = f(a,t) + div g(a,t), déduite du bilan global de quantité

de mouvement ainsi que par la nullité du vecteur C' = ﬂaDO aA(g-n) dSo—
ﬂDo a A div o d3a en utilisant cette loi dans le bilan global de moment cinétique.

On en déduit, en calculant les composantes de C, que g est symétrique.
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|NIVEAU II| Calculs sans efforts

En tout point a d’'un domaine £, on suppose que les forces de contact T'(a,n)
exercées sur un élément de surface de normale n vérifient les relations

T (a,e3) = gag es, T (a,er) e, ==a5 et T(an,) ==a"n,, (4.2)

ou {ey, €9, €3}, est un repere orthonormé, as la troisitme composante de a dans
ce repere et n, = % (e + €5) un vecteur unitaire. On suppose que la densité

des forces extérieures de volume est f(a) = —f3 a.

1) Quelle est la dimension du parameétre constant 3?7

‘ La constante 3 est en N m~* ou encore en Pa m~2.

2) Exprimer toutes les composantes du tenseur des contraintes ¢ en fonction
de a.
Les composagtes du tenseur des contraintes sont o1; = gag = g (a2 +4a3), 012 =
2
021 = 033 = 503 et 013 = 031 = 023 = 032 = 0.

On considere un sous-domaine Dy qui a la forme d’un parallélépipede centré
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en 0 de cotés l1, lo et I3 qui est donc défini par

l l l
DO:{aEB3:]a1\§1,]a2\§Qet ya,g\g?’} | (4.3)
2 2 2
3) Calculer I'expression de f  (a) = div g(a).

On obtient L;ont =dive =pa.

4) Calculer la résultante F (D) = Fexivol (Do) +Fextcont (Po) des forces extérieures
de volume et des forces de contact extérieures a Dy.

Comme icom +f=0,ona F(D) = 0.

5) Calculer le moment Mxivol(Dp) en 0 des forces extérieures de volume.
On a Mextvol(P) = [[pz A f(a) d*a =0 car f = —Ba.

6) Calculer le moment Mextcont (Do) en 0 des forces de contact extérieures a
Do.
gomme o est symétrique, on a Mexicont (Do) = ﬂfpg/\icont (a) d®a = 0 car foons =
a.
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INIVEAU III| Utilisation d’un tricercle de Mohr

On donne le tenseur des contraintes en un point a¢ d’un matériau continu :

3 2 0
ola,t)=00|2 1 0 |, avecog=107 Pa. (4.4)
0 0 -1

1) Donner la valeur propre évidente que I'on notera o et la direction propre
associée que l'on notera n;.

2) Calculer les trois valeurs propres o1 < 09 < 03 de g et tracer le tricercle
de Mohr. Il n’est pas demandé de calculer les vecteurs propres unitaires
ny et ng correspondants a os et o3.

3) Calculer les composantes normale et tangentielle o et 7 des vecteurs
contraintes qui s’exercent sur les facettes de normales respectives e; et
e5. Représenter les points M; et Ms correspondants sur le diagramme de
Mohr.

4) Calculer les composantes normales et tangentielles o et 7 du vecteur
contrainte qui s’exerce sur la facette normale a la direction engendrée

par le vecteur ¥(1,1,0). Représenter ce point M3 sur le diagramme de
Mohr.

Limites de rupture et tricercle de Mohr

On appelle domaine d’élasticité d’un matériau le lieu des points dans le plan
(o, 7) pour lesquels I'hypothese des petites perturbations est valide. La frontiere
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FIGURE 4.1 — Tracé du tricercle de Mohr et points particuliers.

de ce domaine indique les limites d’élasticité du matériau. On supposera ici
que cette frontiere est proche des limites de rupture qui définissent en général
un domaine légerement plus grand que le domaine d’élasticité.
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FIGURE 4.2 — Domaine d’élasticité et de rupture de trois matériaux.

On considere trois types de matériaux (ductile, fragile et arénieux) dont les
domaines d’élasticité, et donc les frontieres de rupture, sont représentées sur
la figure 4.2. L’unité des axes o et 7 est égale & 107 Pa.

5) On suppose que le tenseur des contraintes est donné par o137 = —20y,
033 = 00, 0j; = 0 sinon, avec o( variable. Pour les trois courbes de limite de
rupture, déterminer graphiquement la valeur maximale o,, du parametre
oo au-dela de laquelle le matériau est endommagé. Montrer que ces valeurs
maximale sont respectivement o, = 1.2 107 Pa, o, ~ % 107 Pa et oy, =

5 7 Pa 7
EWeT 10" Pa ~ 0.71 10" Pa

6) Interpréter physiquement les notions de matériau fragile (acier, fonte,
béton, verre), ductile (acier doux, aluminium, cuivre, plomb) et arénieu
(sable, sol) a partir de la forme des courbes de limite d’élasticité.
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FIGURE 4.3 — Rupture de trois matériaux pour o1 = —2 09, 09 = 0 et 03 = 0y.



