Exercices pour le chapitre 2 :
Hypothese du continu

Version 9 septembre 2018

1 Exercices de niveau 1

NIVEAU I| Questions simples

1) Est-ce que F(D) = V(D) vérifie I'hypothése du continu? Méme question
pour S(D) = [y dS.

‘ F vérifie I'hypothese du continu mais pas S.

2) On suppose que F (D) + [5p ¢e(z,n,t) dS = 0 pour tout domaine D ou F
vérifie Phypothése du continue. En déduire que (D) = — [, div Q(z,t) d®x
ou @ est un champ dont on justifiera 'existence.

Comme ﬂ@D qc(z,n,t) dS vérifie 'hypothes du continue, il existe un champ Q(z,t)
tel que g.(z,n,t) = Q(z,t) - n. La formule de la divergence permet de conclure.

N

3) At =0, on injecte ponctuellement une quantité Cy,y = 1 kg d’un colorant
en z = 0. On suppose qu’il diffuse dans 'espace avec un coefficient de
diffusion k. = ﬁ 1078 m? s~!. Au bout de combien de temps la concen-
tration maximale est-elle inférieure & une tonne par metre cube ?

La concentration maximale est ¢paq(t) = Chor (47 kot)™3/2. Au temps t = t, on
a Cmae(ts) = 10% kg/m?3. On a donc 47 k.t = [Ciot/Cmaz(t:)]?/? = 1072 m? d’out
t =10 s.

4) On chauffe une barre de longueur [ = 1 m & un taux r = 10> W/m3. La
diffusivité thermique est £ = 2.107% m?/s et pc = 10° J m=3 K=1. On
suppose que T = Ty = 20° C en z = 0 et que le flux thermique est nul
en z = [. Calculer le champ de température T'(x) dans le cas stationnaire
(indépendant du temps). Calculer la température T'(1) en z = .

On kT (z) + -2 = 0 avec T(0) = To et T'(I) = 0, dou T'(x) = T (x = 1)

CKR

en utilisant la condition T7(1) = 0 et T(z) = Ty + == (lz — x2/2) en utilisant la

pCK

condition T(0) = Tp. On en déduit T(1) = Ty + 555 = 22.5° C.
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2 Exercices pour le chapitre 2

INIVEAU II| Fonte de la glace

Un milieu continu a la forme d’un parallélépipede rectangle de dimensions
l1 x Iy x I3 = 5cm x 2cm x lem. On pose le parallélépipede couché sur une
plaque chauffante du co6té d’une face I; x ly. L’autre face est en contact avec
un morceau de glace en m’arrangeant pour que ’eau de fonte soit évacuée loin
du parallélépipede , et pour que les quatre autres faces soient thermiquement
isolées. En maintenant la plaque a un température de 50 °C, on fait fondre
le morceau de glace en 1h. On tourne ensuite tourné le parallélépipede en
mettant en contact les faces I1 x 3, et on recommence ’expérience avec la méme
quantité de glace. On suppose que les champs sont stationnaires (indépendant
du temps) pendant les expériences.

1) Exprimer le champ de température pour les deux expériences.

En choisissant le repére de sorte que z = 0 soit I’équation de la plaque chaude, on
aT(z)="Ts — T5017;T° z pour la premiere expérience et T'(z) = Tso — T5°l;T° z pour
la seconde.

2) En combien de temps la glace a-t-elle fondu ?

Si Tsg et Ty sont les deux températures de plaque, le flux de chaleur de la L}laque
vers la glace est Q, = k TSOZ;TO pour la premieére expérience et @ = k E’C’%TO
pour la deuxieme. Comme les surfaces de contact sont respectivement S, = 7112
et Sp = lil3, les flux de chaleur sortants allant du dparalle}iépipéde vers la glace
sont g = QaSs et @ = Qp Sp. En appliquant la 5 [Eine(D,t)] = Pene(D, 1) olt
D est le volume occupé par la glace, on obtient (D, t) = Ent(D,0) + ot et
Eint(D,t) = Eint(D,0) + ¢ t dans la mesure ol les puissances thermiques respectives
Pine(D,t) = qo et Pine(D,t) = ¢ ne dépendent pas du temps. En notant AE =
Eint(D,To)—Ent (D, 0) = Eint(D, Tb) —&nt (D, 0) I'énergie nécessaire pour faire fondre
la glace, en déduit q, T, = ¢, Tp ou Ty, et T}, sont les temps de fonte respectifs des
deux expériences. On en déduit ¢, = k (T — To)% et qp =k (Ts0 — TO)%.
Comme le rapport de ces puissances est (I3/l2)? = 1/4, ont conclut que le temps de
fonte est 4 fois plus grand lors de la seconde expérience, et donc égal a 4h.
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|NIVEAU III| Expérience thermostatée

On considere une piece M de cotés l; = 1.5 m, I = 1 m et I3 = 0.5 m, en-
castrée entre deux pieces A et B de largeur [ = 0.4 m (figure 2.1) consituées
d’un matériau différent. On suppose que 'on peut maintenir a température
constante certaines faces de ces pieces tandis que les autres faces sont thermi-
quement isolées.

Dans un premier temps, on considere la piece M seule, en 'absence des pieces
A et B. On maintient une des surfaces M normale a e; a la température T4 =
25°C, lautre a température T = 15°C. En mesurant les flux de chaleur qu’il
faut fournir aux bains thermostatés, on constate que le dispositif consomme
10 Watts.

1) Calculer le coefficient de conductivité thermique kp; du matériau de la
piece M.

2) On recommence la méme expérience avec la piece A ou B seule, et on
mesure une puissance de 120 W. Calculer le coefficient de conductivité
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FIGURE 2.1 — Pieces M, A et B conductrices de chaleur.

thermique k du matériau des pieces A et B.

3) On consideére le montage encastré pour lequel on maintient la température
de la face externe de A normale a ¢; a la température T4 = 25°C et celle
de B a la température T = 15°C. Calculer la répartition de température
T(z) en tout point z du montage et indiquer les températures aux inter-
faces des pieces.

4) En déduire le vecteur flux de chaleur Q(z). Calculer la puissance P que
consomme ce dispositif. N

5) Calculer le coefficient de conductivité thermique équivalent pour le mon-
tage multi-pieces et comparer le avec ceux de chacune des pieces. Com-
menter & I’aide d’une analogie électrique.



