Exercices pour le chapitre 1 :
Algebre linéaire et tenseurs

Version 9 septembre 2018

1 Exercices de niveau 1

NIVEAU I| Questions simples

1) Ecrire u-v, v = A-u, u-C-v et B =wu® v en notations indicées en

utilisant la convention de sommation d’Einstein.

‘ U-0U = U; vy, ’UizAijUj,Q'g~Q:UiCijUj et Bij:uivj.

2) Ecrire C=A-B,A:B, w=uAvet (u,v,w) en notations indicées en

utilisant la convention de sommation d’Einstein.

‘ Cij = AuBij, A: B = Aj; Bji, wi = €55 uj vp et (U, 0, W) = €j1U; Vj Wk

3) Calculer le produit mixte (e;,es,e3). On considere K =2e; ®e; +2¢; ®
ey +e3 ® e3. Calculer les parties symétrique D et antisymétrique Q de K.
On considere g =2¢; ®e; +e; Qey+e9®@e; +e3Des. Calculer les parties
sphérique g(s) et déviatorique g(d).

On a (e,€9,65) =1.0OnaD =2e Re; +e, Qey+e,®e +e3Rez et Q=

e ®e—e®e. Ona gl =Tet g =e @e —e,Vert+e,@e+e,0¢;.

4) Calculer grad B, div V, AB et rot V pour B(z) = 2% et V = grad B.
‘g@deQg, divV=AB=6etrot V=0.

5) Calculer grad V, U -grad V,grad V-U, divA et AV powr V. =22, U =2
et A=grad V.
| grad V=21 U-grad V. =grad V- U = 2z et divd = AV = 0.

6) Calculer divA pour A=2®e; puis A=¢; ®@z.
| div(z®e) =¢; et div(e, @ z) = 3¢,.

7) Calculer div (BV), div (U ® V) et rot (rot V) pour B = 2%, U = z et
V =2zx.
| div (BV) = 1022, div (U® V) = 8z et rot (rot V) = 0.

8) Calculer [y, @ -ndS et [y5 0 -ndS pour Q(z) = ve; +ye, —2ze3 et
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a(z) = e ® Q(z).

Comme div Q = 0 et divg = 0, le théoreme de la divergence entraine que ces
intégrales sont nulles.

9) On considere I’équation pg % = (M) grad (div §)+p AL ouf(ar, az,as,t)
est un champ de vecteurs 3D et ol A et sont des constantes positives
On note d = div { et r = rot £&. Montrer que dtQ =c? Ad et t2 =3 Ar
ou c; et cg sont des constantes que 'on déterminera.

Comme les dérivations en temps (t) et en espace (a) commutent, comme div grad =
A et comme rot grad = 0, les champs d(a,t) et r(a,t) vérifient bien I’équation des

AL of ey = L.
Po PO

ondes avec ¢ =

2 Exercices de niveau II

INIVEAU II| Révision sur les tenseurs (A)

1) Démontrer que u ® v - w = (v - w) u et que ses composante sont v; w; u;.

En utilisant la convention d’Einstein, on peut écrire u®v-w = u; v; w; e; = (v-w) u.

2) Relier ce résultat a la relation A-u = Ajje; ®e; -
u= (e -u)e

Comme A = Ajje; ®e;ete ®e;

(e;-

3) On considere la relation linéaire ¢ = X tr (¢) L + 2 pe entre deux ten-
seurs d’ordre deux o et €. Projeter cette relation sur I'espace des ten-
seurs sphériques et I'espace des tenseurs déviatoriques. Montrer que € =
atr (g)l+2bg, o a et bsont des constantes que I'on déterminera.

La projection de la relation g = X tr (¢) L + 2 ¢ sur les espaces vectoriels des
tenseurs d’ordre deux sphériques et déviatgriques ‘conduit & 0(5) =1 str (o)L =
$ 3+ Qu)tr (eI =B+ 2u)e(5) et 0@ = 2ped. On en dedult e =€ 4
g() 3)\+ a()—i——a(d)zg)\ﬁu r(o )1—1—21 [0—1tr( )L On a donc bien

e=atr (:)£+2boaveca— l<3>\+2u — —) et b= ﬁ

la relation € = a tr (g) I +2bg en ) = (3a—|—2b) a®) e

déduire (3X+2p)(3a+2b) =1et (2u)(2a) = 1.

On peut aussi projeter
g(d) =2b 5@ pour en

4) Montrer que [, p ndS = [[pgrad p d3z.
On pose ¢ = p I et on applique la formule de la divergence ﬂaDg -ndS =
I, div g d*x en remarquant que div (p I) = grad p.

5) En utilisant la convention d’Einstein, développer les expressions div (BY),
div(U®V).
On a div (BY) = 8(53;/'7') = aBJ V;+ B2 ; =grad B-V + Ble V. La seconde

expression s’écrit div(U @ V) = % e; = gIU? Vie, +Us; % e, =gradU-V +
divV U.
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INIVEAU III| Révision sur les tenseurs (B)

1) On considere K = grad U et sa décomposition K = Q + D en partie
antisymétrique et symétrique. On pose 7 = A, tr (D) I+2 p, D. Montrer
que divt = (A, + pp) grad (div U) + p,, AU.

2) Ecrire la formule de la divergence [55,Q - ndS = [ div Qdz® avec la
convention d’Einstein. Exprimer les composantes du vecteur C = A — B
avec A= [ypx A a(z) ndSet B= [[xzAdivo(x) d3z. En déduire que
o est symétrique lorsque C = 0 pour tout domaine D.

3) On considere un champ de tenseurs d’ordre deux symétrique o(z) et
un champ de vecteurs U(z). On note K = grad U et K = Q +
sa décomposition en partie antisymétriqtg et symétrique. On note A
JopU -0 -ndS , B = [pdive-U d®z et C = A — B. Montrer que
C=[fpo:Dd.
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