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1 Exercices de niveau I

NIVEAU I Questions simples

1) Écrire u · v, v = A · u, u · C · v et B = u ⊗ v en notations indicées en
utilisant la convention de sommation d’Einstein.

u · v = ui vi, vi = Aij uj , u · C · v = ui Cijvj et Bij = ui vj .

2) Écrire C = A · B, A : B, w = u ∧ v et (u, v, w) en notations indicées en
utilisant la convention de sommation d’Einstein.

Cij = AilBlj , A : B = Aij Bji, wi = εijk uj vk et (u, v, w) = εijkui vj wk.

3) Calculer le produit mixte (e1, e2, e3). On considère K = 2 e1 ⊗ e1 + 2 e1 ⊗
e2 + e3⊗ e3. Calculer les parties symétrique D et antisymétrique Ω de K.
On considère σ = 2 e1⊗e1 +e1⊗e2 +e2⊗e1 +e3⊗e3. Calculer les parties
sphérique σ(s) et déviatorique σ(d).

On a (e1, e2, e3) = 1. On a D = 2 e1 ⊗ e1 + e1 ⊗ e2 + e2 ⊗ e1 + e3 ⊗ e3 et Ω =

e1 ⊗ e2 − e2 ⊗ e1. On a σ(s) = I et σ(d) = e1 ⊗ e1 − e2 ⊗ e2 + e1 ⊗ e2 + e2 ⊗ e1.

4) Calculer grad B, div V , ∆B et rot V pour B(x) = x2 et V = grad B.

grad B = 2x, div V = ∆B = 6 et rot V = 0.

5) Calculer grad V , U ·grad V , grad V ·U , divA et ∆V pour V = 2x, U = x
et A = grad V .

grad V = 2 I, U · grad V = grad V · U = 2x et divA = ∆V = 0.

6) Calculer divA pour A = x⊗ e1 puis A = e1 ⊗ x.

div (x⊗ e1) = e1 et div (e1 ⊗ x) = 3 e1.

7) Calculer div (B V ), div (U ⊗ V ) et rot (rot V ) pour B = x2, U = x et
V = 2x.

div (B V ) = 10x2, div (U ⊗ V ) = 8x et rot (rot V ) = 0.

8) Calculer
∫∫
∂DQ · ndS et

∫∫
∂D σ · ndS pour Q(x) = x e1 + y e2 − 2 z e3 et
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σ(x) = e1 ⊗Q(x).

Comme div Q = 0 et div σ = 0, le théorème de la divergence entraine que ces
intégrales sont nulles.

9) On considère l’équation ρ0
∂2ξ

∂t2
= (λ+µ)grad (div ξ)+µ∆ξ où ξ(a1, a2, a3, t)

est un champ de vecteurs 3D et où λ et µ sont des constantes positives.

On note d = div ξ et r = rot ξ. Montrer que d2d
dt2

= c21 ∆d et d2r
dt2

= c22 ∆r
où c1 et c2 sont des constantes que l’on déterminera.

Comme les dérivations en temps (t) et en espace (a) commutent, comme div grad =
∆ et comme rot grad = 0, les champs d(a, t) et r(a, t) vérifient bien l’équation des

ondes avec c1 =
√

λ+2µ
ρ0

et c2 =
√

µ
ρ0

.
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NIVEAU II Révision sur les tenseurs (A)

1) Démontrer que u⊗ v · w = (v · w) u et que ses composante sont vj wj ui.

En utilisant la convention d’Einstein, on peut écrire u⊗v ·w = ui vj wj ei = (v ·w) u.

2) Relier ce résultat à la relation A · u = Aij ei ⊗ ej · u = Aij uj ei.

Comme A = Aij ei ⊗ ej et ei ⊗ ej · u = (ej · u) ei = uj ei, on a A · u = Aij uj ei.

3) On considère la relation linéaire σ = λ tr (ε) I + 2µ ε entre deux ten-
seurs d’ordre deux σ et ε. Projeter cette relation sur l’espace des ten-
seurs sphériques et l’espace des tenseurs déviatoriques. Montrer que ε =
a tr (σ) I + 2 b σ, où a et b sont des constantes que l’on déterminera.

La projection de la relation σ = λ tr (ε) I + 2µ ε sur les espaces vectoriels des

tenseurs d’ordre deux sphériques et déviatoriques conduit à σ(s) = 1
3 tr (σ) I =

1
3 (3λ + 2µ) tr (ε) I = (3λ + 2µ) ε(s) et σ(d) = 2µ ε(d). On en déduit ε = ε(s) +

ε(d) = 1
3λ+2µ σ

(s) + 1
2µ σ

(d) = 1
3λ+2µ

1
3 tr (σ)I + 1

2µ [σ − 1
3 tr (σ) I. On a donc bien

ε = a tr (σ) I + 2 b σ avec a = 1
3 ( 1

3λ+2µ −
1
2µ ) et b = 1

4µ . On peut aussi projeter

la relation ε = a tr (σ) I + 2 b σ en ε(s) = (3 a + 2 b) σ(s) et ε(d) = 2 b σ(d) pour en
déduire (3λ+ 2µ)(3 a+ 2 b) = 1 et (2µ)(2 a) = 1.

4) Montrer que
∫∫
∂D p n dS =

∫∫∫
D grad p d3x.

On pose σ = p I et on applique la formule de la divergence
∫∫
∂D σ · ndS =∫∫∫

D div σ d3x en remarquant que div (p I) = grad p.

5) En utilisant la convention d’Einstein, développer les expressions div (B V ),
div (U ⊗ V ).

On a div (B V ) =
∂(B Vj)
∂xj

= ∂B
∂xj

Vj + B
∂Vj

∂xj
= grad B · V + B div V . La seconde

expression s’écrit div (U ⊗ V ) =
∂(Ui Vj)
∂xj

ei = ∂Ui

∂xj
Vj ei + Ui

∂Vj

∂xj
ei = grad U · V +

div V U .

3 Exercices de niveau III
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NIVEAU III Révision sur les tenseurs (B)

1) On considère K = grad U et sa décomposition K = Ω + D en partie
antisymétrique et symétrique. On pose τ = λn tr (D) I+2 µn D. Montrer
que div τ = (λn + µn) grad (div U) + µn ∆U .

2) Ecrire la formule de la divergence
∫∫
∂DQ · ndS =

∫∫∫
D div Qdx3 avec la

convention d’Einstein. Exprimer les composantes du vecteur C = A − B
avec A =

∫∫
∂D x ∧ σ(x) · ndS et B =

∫∫∫
D x ∧ div σ(x) d3x. En déduire que

σ est symétrique lorsque C = 0 pour tout domaine D.

3) On considère un champ de tenseurs d’ordre deux symétrique σ(x) et
un champ de vecteurs U(x). On note K = grad U et K = Ω + D
sa décomposition en partie antisymétrique et symétrique. On note A =∫∫
∂D U · σ · ndS , B =

∫∫∫
D div σ · U d3x et C = A − B. Montrer que

C =
∫∫∫
D σ : D d3x.


