Chapitre 1

Algebre linéaire et tenseurs

O. Thual, 9 septembre 2018
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2 Chapitre 1. Algébre linéaire et tenseurs

Introduction

On introduit les outils mathématiques minimaux nécessaires pour une premiere
approche de la mécanique des milieux continus. Des notions de base d’algebre
linéaire sont présentées en identifiant les vecteurs avec les matrices de leurs
composantes a ’aide d’un repere orthonormé. Il en va de méme pour les appli-
cations linéaires ou les formes quadratiques, appelées “tenseurs d’ordre deux”,
que 'on identifie aux matrices carrées de leurs composantes. Comme la base
canonique est orthonormée, les régles de changement de base sont identiques
pour tous ces tenseurs. On introduit alors la notion de champs de vecteurs
ou de champs de tenseurs en fonction d’une variable d’espace et on passe en
revue les opérateurs de dérivations de base. On exprime alors ces opérateurs
et coordonnées cartésiennes, cylindriques ou sphériques.

1 Algebre linéaire

On indroduit ici les notations décrivant les produits scalaire, matriciel ou ten-
soriel en identifiant vecteurs ou tenseurs d’ordre deux avec les matrices de
leurs composantes dans une base orthonormée. La convention d’Einstein per-
met d’exprimer ces produits a ’aide d’une notation tres compacte.

1.1 Identification entre tenseurs et matrices

F1GURE 1.1 — Composantes du vecteur u dans le repére orthonormé.

On considere un espace vectoriel E euclidien de dimension trois muni d’une
base orthonormée (e, ey, e3). On identifie alors les vecteurs u de cet espace
aux matrices colonne 3 x 1 en écrivant

uy
U= uje, +ugey + uses — u=|us | = “(ur,ug,uz). (1.1)
us

On peut ainsi considérer que le produit scalaire de deux vecteurs est le produit
de deux matrices en écrivant

(%1
u-v= "uv=(ur,uz,u3) | v2 | =uiv1+ugve+uzvs. (1.2)
U3
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On identifie ensuite une application linéaire de £ dans E avec la matrice 3 x 3
de ses composantes en notant v = A - u le produit matriciel

U1 A Ap Agg uy Arrur + Argug + A1z u3
vy | = | Agr A9y Aos ug | = | Aoy ug + Aoggug + Aszus . (1.3)
v3 Az Az Az u3 Asiur + Agz ug + Aszz us

De méme, on identifie une forme bilinéaire C(u,v) sur E & la matrice 3 x 3 de
ses composantes en écrivant

Cii Ci2 Ci3 vl
v=(ur,uz,u3) | Cnn Ca2 C33 v | . (1.4)
C31 O3 Cs3 U3

Clu,v)=u-C-v="u

12

Q

On a utilisé le produit “a gauche” u-C = ‘u C, une matrice ligne, que 1'on ne
doit pas confondre avec le produit “a droite’ g v = C v, une matrice colonne.

Etant donnée une matrice 3 x 3, on peut la considérer indifférement comme
étant identifiée a une application linéaire ou a une forme bilinéaire. En effet, un
changement de base v = P v et u = P ¢ conduit au changement de matrice
A =pP 1A P pour une apphcatlon linéaire et au changement de matrice
A= tB (& E pour une forme bilinéaire. En se restreignant aux changements

de base orthonormées, la relation P~ = tg entraine que les composantes des
deux types de matrices changent de la méme maniére.

On dira donc qu’une application linéaire ou une forme bilinéaire sont des
“tenseurs d’ordre deux” sur I'espace E que ’on identifiera & une matrice 3 x 3
dans le cadre de la base (e, €9, €3). Avec les mémes arguments de changement
de base, on peut définir le produit tensoriel de deux vecteurs par la relation

B=u®v=u'v=|uy | (v1,v2,v3) = Bij=wujv; .  (1.5)

Un vecteur peut étre vu comme un “tenseur d’ordre 1”. De méme que les com-
posantes d’un tenseur d’ordre 1 comportent un seul indice et celles d’un tenseur
d’ordre deux en comportent deux, on peut définir des tenseurs d’ordre quel-
conque en considérant que leurs composantes comportent une nombre d’indice
plus élevé.

1.2 Convention d’Einstein

La convention d’Einstein consiste a omettre le signe somme Z?-:l lorsque
I’indice j est répété dans une expression comme par exemple

UV =UjVj, v=A-u & v;=A;u;, u-C-v=1u;Cyv; . (1.6)

Ces sommations traduisent les produits entre tenseurs d’ordres quelconques
que l'on nomme, de maniere générique, “produit contracté” comme par
exemple u-v, A-u, v-Aetu-C-vde composantes d’expressions respec-
tives uj vy, Aijuj, vj Aj et uy C” v;. De méme, le produit contracté de deux
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tenseurs d’ordre deux est le produit C = A - B de composantes C;; = A By;
vérifiant donc

Cn Ci2 Ci3 A Ap Agg Bi1 B2 Bis
Co1 Coy Caz | = A1 Az A By Bas Bos (1.7)
C31 C3 Cs3 A3z Az Asz B3y Bz Bss

On pourra aussi considérer le produit “doublement contracté” entre deux ten-
seurs d’ordre deux défini par la relation

ééIAUBﬂ:tr (ég) (18)

Si D est symétrique (*D = D < D;; = Dj;) et Q est antisymétrique ('Q =
- & Q;; = —Qy;), on vérifie facilement que

QZQ:Diiji:—Dinij:—Qigzo. (19)

Le symbole de Kroenecker ¢;; constitue les composantes du tenseur identité I.
On peut par exemple écrire

£ : é = 5ij Ajz‘ = A;; =tr (é) . (1.10)
On pourra également utiliser la convention de sommation d’Einstein pour ex-
primer les vecteurs ou les tenseurs en fonction des vecteurs de base en écrivant

u=uje, A=A;¢®e¢;. (1.11)
En remarquant que (v @ w) - u = (w-u)v et ¢ - e; = 0jj, on peut écrire

A-u=Ajje®e¢; ug e, = Aij e djrur = Aijuje; . (1.12)

Le pseudo-tenseur fondamental alterné €;;;, défini par les relations €123 = €231 =
€312 = 1, €321 = €213 = €132 = —1 et €5, = 0 si au moins deux indices
sont égaux. Ces composantes ne définissent qu'un “pseudo-tenseur” plutot
qu'un tenseur d’ordre 3 dans la mesure ou cette définition n’est pas invariante
par changement de 'orientation de la base orthonormée. Le pseudo-tenseur
fondamental alterné permet d’écrire le produit vectoriel de deux vecteurs avec
la convention d’Einstein a ’aide de la relation

w=uAv <— Wi = €4k Uj Vk; - (1.13)

Si Q est une matrice antisymétrique (*Q = —), on montre qu’il existe un
unique vecteur w tel que pour tout vecteur u on puisse écrire

Qu=wAu <— Qijuj = €1 wj Uk = €15 W Uj - (1.14)

On en déduit que €;; = €;;; w; et donc que w; +Qjp =y +wi, = 0 si g5 = 1.

Le produit mixte de trois vecteurs est défini par les relations équivalentes

up v wq
(w,v,w) = |ug v2 wz|=(uAv) - w=u-(vAw)= ey u; v;wy. (1.15)
uz U3 w3
Comme uAv = Snou S est aire du parallélogramme engendré par le couple
(u,v) et n un vecteur unitaire normal & leur plan, on voit que |(u,v,w)| = Ah
o h = |n-w| est la hauteur du parallélépipede engendré par les trois vecteurs.
Si u, v et w engendrent un repere direct, leur produit mixte est donc le volume
V = Ah du petit parallélépipede engendré.

On déduit de ce qui précede que le déterminant d’un tenseur d’ordre deux F'
identifié a une matrice de composantes F;; s’écrit det I = ¢;;, F'1; Fj F3y.
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FIGURE 1.2 — Calcul du volume du parallélépipede engendré par trois vecteurs.

1.3 Décompositions de tenseurs

Tout tenseur d’ordre deux K se décompose de maniere unique en une partie
antisymétrique et une partie D symétrique en écrivant

K=Q+D avec Q:%(K—té) et Q:%(£+t£> (1.16)

Cette décomposition correspond a des projections sur des sous-espaces vec-
toriels de 'espace des tenseurs d’ordre deux, de dimensions respectives 3 et
6.

On peut aussi décomposer, de maniere unique, un tenseur d’ordre deux g
(pour varier les notations) en une partie “sphérique” g(s) proportionnelle au
tenseur identité I et une partie “déviatorique” o@ de trace nulle. En effet,
on peut écrire

1

o= g(s) + g(d) avec g(s) = gtr (o) et g(d) =0g-— gtr (o) L. (1.17)
On a bien tr [g(?] = 0. Cette décomposition correspond & des projections sur
des sous-espaces vectoriels de I’espace des tenseurs d’ordre deux, de dimensions

respectives 1 et 8.

I~

2 Champs de tenseurs

Lorsqu’on associe a tout point de ’espace un vecteur ou un tenseur d’ordre
deux a ’aide de fonctions différentiables, on parle de champs de tenseurs. On
présente ici les principaux opérateurs de dérivation des champs de tenseurs
ainsi que quelques unes de leurs principales propriétés.

2.1 Opérateurs de dérivation

On repere les points M d’un espace affine de dimension 3 muni d’une origine
O par le vecteur x = OM. On considere une base orthonormée (eq, s, €3) et

on note
T

T3
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ou l'on a utilisé la convention de sommation d’Einstein. On se place ici en
coordonnées cartésiennes en repérant tous les vecteurs ou tenseurs a 'aide de
leurs composantes dans la méme base orthonomée (ey, €5, €3) indépendante de
x.

FIGURE 1.3 — Point z et vecteur V (z) dans le repére orthonormé.

On souhaite différentier des champs scalaires B(z), des champs de vecteurs
V(z) ou des champs de tenseurs d’ordre deux A(z). On introduit pour cela les
notations équivalentes

OB v, DA, 0°B

=Dy, S =Vijg, S = ijk> 7:B,ij7
89:,- 8:cj 8xk 8331‘ 8:Cj

etc. (1.19)

On considere des champs scalaires B(z) différentiables par rapport aux va-
riables d’espace. Le gradient du champ B(z) est défini par la relation

B
grad B = g:ciei =B,e; . (1.20)
Si dx est un petit vecteur, on peut écrire
B(z + 6z) = B(z) +grad B(z) - 6z + O (627) (1.21)
ot 6z = ||dz| et O (62%) est un terme d’ordre deux en dz. On s’affranchit

de ce terme d’ordre deux en considérant des variations “infinitésimales” dx
pour désigner un petit vecteur dz “infiniment petit” et dB pour désigner une
variation 0B = B(z + dz) — B(z) “infiniment petite”. On peut ainsi écrire

dB =grad B(z) - dx . (1.22)

On définit la divergence de V(z) = Vj(z) e; par la relation

oy aVy AV AV
=+ 4 2=V, 1.2
8.%'1 83?2 + 8903 81‘]' V]’] ( 3)

divV
Le Laplacien d’un champ scalaire est défini, de maniere intrinseque, par
AB = div (grad B) . (1.24)

Comme la base (e, €5, €3) ne dépend pas de z, on peut écrire

_9’B n 9*B N o*B  9*B
- 022 023 02 Ow; 0z,

AB = Bjj, (1.25)
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ou l'utilisation de la convention d’Enstein nécessite de dupliquer la variable
au dénominateur. L’opérateur rotationnel est défini par les relations
9 oVs _ 0Va

87551 ‘/71 BIQ 813 av
_ d _ | v V- _ k _
ot V=1 |AN|Ve]=|5m 500 —6ijk8x'§i—€ijkvk,j§i7
0 V3 Vp _ Vi J
Ox3 ox1 Oxo

(1.26)
ou la convention d’Einstein et le pseudo-tenseur fondamental alterné sont uti-
lisés.

2.2 Différentielle d’'un champ de vecteurs

La différentielle en z d’un champ de vecteur V(x) est la Jacobienne en z de
I'application de IR? dans IR® qui & x associe V(x). Cette Jacobienne s’écrit

i i vy

ox1 Oxo oxs3 OV,
— | 9% 9Va 9V | _ 7 =V e .
ind V= o0x1 Oxa oxs3 - O G ® & = ‘/17-7 (€] ® gj - (127)

vy 9Vy OV J

o0z Oz oxs3

La valeur absolue du déterminant |det (grad V)| de cette Jacobienne est le
Jacobien et sa trace vérifie tr (grad V) = div V.

FIGURE 1.4 — Vecteurs V (z) et V(z + dx) en deux points voisins z et x + dz.

Si dx est un petit vecteur, on peut écrire

Vil +8) = Vila)+ 9 (@) bay+ O (527)

Lj

— V(+dr) = V(o) +gadV(z) oz +0(62%)  (1.28)

ot 6z = ||dz|| et O (02?%) est un terme d’ordre deux en dz. En considérant des
variations infinitésimales, on peut écrire

dV =grad V(z) - dz . (1.29)

On définit 'opérateur de dérivation “le long de V” par la relation

0
V .grad =V; o, (1.30)

On vérifie que (V -grad ) B =V - (grad B) ce que l'on écrit V -grad B sans se
préoccuper du placement des parentheses. Il en va de méme pour la relation
Vi

Q-g@dK:(Q-g@d)K:(glidK)-Q:Uj%g:UjV%,jﬁi- (1.31)
J
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Etant donné un champ de tenseur d’ordre deux A(z), on définit sa divergence
par la relation

0A11 + 0Aq2 4 0Aj3

bin L ohn | ohs | _ 04y

: _ 21 22 23 _ — A.. . p.

divA = e T o T o = . e, =Ai5¢€; . (1.32)
0A31 + 0Aszo + 0As3 J
o0x1 0z o0xs

Cette définition n’est valable que dans le cas ol les composantes de A sont
exprimées dans une base indépendante du point x. Dans le cas général des
coordonnées curvilignes, pour lesquelles les tenseurs sont exprimées dans des
bases variant avec z, la définition intrinseque de la divergence d’un tenseur
est obtenue a ’aide du produit doublement contracté de sa différentielle avec
I'identité. Mais par souci de simplicité, nous avons choisi de ne pas définir ici
la différentielle d’'un champ de tenseur d’ordre deux.

Le Laplacien d’'un champ de vecteur est défini par la relation intrinseque
AV = div (grad V) . (1.33)
Lorsque la base (eq, €9, e3) ne dépend pas de x, on peut écrire

AV = AV; e; = HAVL, AV, AV3) . (1.34)

2.3 Théoréme de dérivation

L’utilisation de la convention de sommation d’Einstein permet de retrouver
facilement les regles usuelles de dérivation de produit comme par exemple

!/
grad (BB') = Bgrad B'+ B'grad B = (B 0B + B 83) e;
8.%‘ a:L’i
= (BB +B'B,)e¢;. (1.35)
(1.36)
Il en va de méme pour les identités remarquables
div(BV) = grad B-V + BdivV,
divilU®V) = gradU -V +(divV)U,

rot (rot V) = grad (divV)— AV, etc. (1.37)

ELa”0) T2

FIGURE 1.5 — Sous-domaine D de () et sa frontiére 0D.

On considére un sous-domaine D d’un domaine €2 et on note 9D sa frontiére.
Si dS est un petit élément de surface de cette frontiere pris autour du point
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x, on note n sa normale dirigée vers I'extérieur. Etant donné un champ de
vecteur Q(z), la formule de la divergence s’écrit

//apf ndS = // div Q d*r < /afDQJn]dS ///Daij Bz . (1.38)

Cette formule se généralise au cas des champs de tenseur d’ordre deux a travers
la relation

// ondS = // dive @z < // oijnjdS = /// 90i; d3x . (1.39)
oD oD D x]

3 Coordonnées curvilignes

On indique ici 'expression des principaux opérateurs différentiels des champs
de tenseurs en coordonnées cartésiennes, cylindriques et sphériques. Seule ’ex-
pression de la divergence d’un champ de tenseur d’ordre deux est admise sans
démonstration, les autres formules découlant des définitions des paragraphes
précédents.

3.1 Coordonnées cartésiennes

On note (e, €y, €,) la base orthonormée du systeme de coordonnées cartésiennes

et on écrit
T=xe,tye,+ze,. (1.40)

Un vecteur infinitésimal dx s’écrit alors
dx = dx Qx—i—dygy—{—dzgz . (1.41)

Une variation infinitésimale du champ scalaire B(z) s’écrit

B B B
dB = g da:+aa—dy+aa—dz—3 dx+ Bydy+ B, dz . (1.42)
x

La définition intrinseque dB = grad B(z) - dx du gradient de B(z) permet
d’écrire
grad B(z) = Boe, + Bye, + Bz e, (1.43)
On considére maintenant un champ de vecteur V (z) défini par
V=Vee,+Vye,+Ve. . (1.44)
Une variation infinitésimale de V (z) s’écrit

AV = dV, e, +dV,, ey + dv, e, (1.45)

La définition intrinseque de dV = grad K@) dzx du gradient de V. permet
d’écrire, en identifiant terme a terme les expressions, la relation

grad V. = Vooe, ®e, +Voye, ®e,+ Ve, Qe,
+

‘/z,x QZ ® QZ‘ + ‘/Z,y QZ ® Qy + ‘/272 Qz ® Qz 9 (146)
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ce que l'on résume par la relation matricielle
Vog Vay Vapz dx
e (v ) () wan
Vie Viy Vig dz
Comme div V. = tr (grad V'), on obtient directement
divV = Vop+ Vyy + Virz . (1.48)
Comme AB = div (grad B) , on obtient alors
AB=DB,;+By,+ B ... (1.49)
L’expression de AV = div (grad V') s’écrit

AV =AVye, +AVye, +AV, e, . (1.50)

Y

La divergence d’un champ de tenseurs g(z) s’écrit
div = (O-:vx,z + Ozyy + Uzz,z) (%

+ (Uym,w + Oyyy + 0yz,2) €y

+ (sz,x + Ozyy + Uzz,z) €, . (151)

[S]

FI1GURE 1.6 — Coordonnées cartésiennes, cylindriques et sphériques.

3.2 Coordonnées cylindriques

Le systeme des coordonnées cylindriques est défini par les relations
x=rcosfe, +rsinfe, +ze, =re.(0) +ze, . (1.52)

On considére alors la base orthonormée [e,.(0),eq(0), e,] telle que

— agr
00

e, =cosfe, +sinfle, et e =¢.9 = —sinfle, +cosfle, . (1.53)

Un vecteur infinitésimal dx s’écrit alors, en dérivant I’équation (1.52),
dr=dre, +dye,+dze,=dre. +rdiey+dze,. (1.54)

Une variation infinitésimale du champ scalaire B(xz) s’écrit

0B 0B 0B
dB—Edr—i‘%de—i‘gdz—B7TdT+B,9d0+B7ZdZ (155)
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La définition intrinseque dB = grad B(z) - dx du gradient de B(z) permet
d’écrire

grad B(z) = B, e, + %B’g eg+DB.e, . (1.56)

On considére maintenant un champ de vecteur V (z) défini par
V=Vie+Voe+ Ve, . (1.57)
En tenant compte de dle,(0)] = df ey et dleg(0)] = —db e,, une variation

infinitésimale de V (z) s’écrit
dV = (dV, —Vydb) e, + (dVp + V. db) ey +dV e, . (1.58)

La définition intrinseque de dV = grad g(g) dzx du gradient de V permet
d’écrire, en identifiant terme a terme les expressions :

1
grad V. = Vr,rgr®§r+;(vr,e—Ve)§r®§9+Vm§T®gz
1
tVoreg®@er+ (Voo + Vi) eg®eg+ Vo9 @e,
1
+V.re, @e,. + ;Vz,a e. e+ V..e.®e,, (1.59)

ce que l'on résume par la relation matricielle

1
‘/’I‘T - (V;“,H - ‘/9) ‘/’r,z
T

1 dr
W= | Vo ogt V) Vi | [ rao ] (1.60)

1
Vz T ; z,0 Vz,z

Comme div V. = tr (grad V), on obtient directement
. 1 1
div V=V, + Voot -V + Vo . (1.61)
Comme AB = div (grad B) , on obtient alors
1 1
AB =B, + - B, + ) Bgo+ B, . (1.62)

Pour calculer I'expression de AV = div (grad V), il faut définir la divergence
d’un champ de tenseur de maniére intriseque a partir de la différentielle du
champ de tenseur grad V(x) qui est un tenseur d’ordre trois. Sans entrer dans
ces considérations, nous admettrons ici 'expression

2o Vi 2V Vi
AV = (AVT - 2) e+ (AVe + 52— 3) e +AVze, . (1.63)
T T T T

On voit que les composantes de AV ne sont pas les Laplaciens des composantes
de V comme c’est le cas pour les coordonnées cartésiennes. On admettra de
méme que la divergence d’un champ de tenseurs symétriques o(z) s’écrit

. 0r6,0 Orr — 000
dive = <amr + + 0z + ) e,
T T

0000 20,9
+ (0'97’,7" + + 092,: + - ) €g
T T

020,0

o
+ (sz + + 0222+ ;r> e, . (1.64)
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3.3 Coordonnées sphériques
Le systeme des coordonnées sphériques est défini par les relations
x =7sin6 (cosp e, +sinpe,)+rcosbe, . (1.65)

On consideére alors la base orthonormée [e, (¢, 0), eg(p, 0), e, (0, 0)] telle que

e, = sinf (cospe, +singpe,) +cosbe,
ep = 6% = cosf(cospe, +sinpe,) —sinfe,
1 Oe :
e = = a—; = —sinpe, +cospe, (1.66)

Un vecteur infinitésimal dx s’écrit alors
de=dre.+rdfey+rsinddp. (1.67)

Une variation infinitésimale du champ scalaire B(x) s’écrit

0B 0B 0B
dB=—dr+—-df+ ——dp=B,dr+Bydi+ B, dp. 1.
5, It 55 +680cp rdr+ Bydf+ B, dp (1.68)
La définition intrinseque dB = grad B(z) - dx du gradient de B(z) permet
d’écrire

1
dB B, B ——Bge,. 1.
grad B(z) = B, e, + ~Bg ey + gl & (1.69)

On considére maintenant un champ de vecteur V (z) défini par

V=Vie+Voeg+Vye,. (1.70)
En tenant compte de
dle,(¢,0)] = df ey+sinfddpe,
dleg(p,0)] = —dfe, —cosfdpe,
de,(p,0)] = —sinfdpe, —costdypey, (1.71)
on peut écrire
1 1 1
Vo s Via-Ve) 1 (Ve V)
71” ) r ! sin 6 dr
av =\ Vo, —Voe+V;) (,ng—chcotgH) ( rdf ) .
Y r \sinf .
1 1 1 by r sinf dp
VLp,T ; 0,0 ; (Sln QVLP © + V:Q cotgt + )
(1.72)
Comme div V. = tr (grad V), on obtient directement
. 1 1 1
divV =V, + - VM+ V, + 9V¢¢+;Vbcotg9+;Vr. (1.73)
Comme AB = div (grad B) , on obtient alors
AB=B,+2B,+~ Boy+—cotghBy+ ——B (1.74)
T TP Ty D00 T COY BT g e '
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Pour calculer I'expression de AV = div (grad V), il faut définir la divergence
d’un champ de tenseur de maniére intriseque a partir de la différentielle du
champ de tenseur grad V (z) qui est un tenseur d’ordre trois. Sans entrer dans
ces considérations, nous admettrons ici 'expression

[ 2 1
AV = AV = (Ve Voo + Vicotg0+ 2 Voo )| &
I r esme
2 Vi cotg )}
A Bl _ _
+ L Vot r2 <VT’9 2 sin? @ sin 0 Veoir €9
[ 2 V.
A - |V, -7 1.
* I Vet 72 sin? 6 (V’w T cotgd Vo 2 sin@)] g, (1.75)

On voit que les composantes de AV ne sont pas les Laplaciens des composantes
de V comme c’est le cas pour les coordonnées cartésiennes. On admettra de
méme que la divergence d’un champ de tenseurs symétriques g(z) s’écrit

. 0rg,0
mg = Opryr + ks
[ 760,
+ Oorr +
L T
T0,0
+  |oprr + %

1
+W+r(3aw+200¢00tg9)] o

o 1
5+ (200 — 009 — 0o + v COtge)}

Oy, 1
ﬁ + - (0pg cotg O — oy cotg B + 3 Urg):| )

I

(1.76)
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