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Chapitre 2

Une série d’exercices sur les
Opérateurs Différentiels

2.1

1.

Le potentiel Newtonien

La loi de Newton affirme que deux corps de masses respectives m et m’
exercent I'un sur I'autre des forces opposées, d’intensité proportionnelle au
produit de leurs masses, et inversement proportionnelle au carré de leur
distance. Plus précisément, un corps de masse m, de centre de masse A,
de coordonnées (a b, c) dans un repere orthonormé (2 7, k) exerce sur un
corps de masse m’, de centre de masse M de coordonnées (z,y, z) la force
suivante :

- AM
F=—-Kmm ———
|[AM][3

=

(a) Expliciter les coordonnées de F dans le repere (;, 7 k).
(b) Montrer que le champ F' dérive d’un potentiel scalaire.

(c) Déterminer une fonction ¢(z, y, z) telle que F = grad ¢. Donner alors
toutes les fonctions ¢ vérifiant F' = graa @.

. Le potentiel Electromagnétique

Une charge ¢ placée a 'origine O d’un repere de 'espace et animée d’une
vitesse U = (vs, vy, v.) non relativiste (v << ¢) crée au point M repéré par

- UAT
le rayon vecteur OM = 7 = (z,y, ) un champ magnétique H = 41 W
w||7

(a) Calculer les composantes du champ H en coordonnées cartésiennes.
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(b) Calculer la divergence div H.

(¢) Déterminer un champ de vecteur A tel que H = 1ot A. Quels est la
forme générale des champs de vecteurs répondant a la question ?

Correction détaillée

1. (a) Les coordonnées se calculent aisément :

x—a
AM = y—a et||m||:\/(xfa)2+(y7b)2+(zfc)2:p
z—a
d’ou
x—a
r—a
VE—aP =07+ = P
. —b _
F=—-Kmm' Y 3 = —Kmm' | ¥ b
Viz=aP+y -7+ P
z—c r-cC
3
Vet (g0 T (z -2 ,

(b) Pour affirmer que le champ F dérive d’un potentiel scalaire, il faut
vérifier que rot F = 0. On effectue le calcul :

9 T—a
Ox p?
= 0 y—>b
rot F = (—Kmm') 3 | =
0 z—cC
0z p?

On se rappelle alors que

o9 1
or p3_ PE
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Et de méme pour les autres dérivées. On obtient :

—-b)(z—c z—c
Lp=HE=d) gy WE =
YIS RENCET LT INCET R i) B
p P
G=Be—a) | w-De—a)
p p°

Ce résultat montre que le champ F dérive d’'un potentiel scalaire,
c’est-a-dire qu’il existe un champ scalaire ¢(z,y,z) tel que

F = grad ¢.

(¢) On cherche donc une fonction ¢(z,y, z) telle que

0 B NT—a
8z¢(x7yaz) - ( Kmm ) pg
0 o NYy—a
5 0E..2) = (~Kmm') L
0 B NE—G
gqb(w,y,z) - (_Kmm) pg

On constate la symétrie des 3 équations en z,y, z. Aussi suffit-il de
n’en résoudre qu’'une, par exemple la premiere :

r—a lwx—a 10
TP o
D’ou on peut prendre pour fonction ¢ :
1 Kmm/

é(x,y,2) = Kmm' = =
T P V(x—a)2+(y—0b)2+(z—c)?
Pour obtenir toutes les fonctions ¢ répondant a la question, il suffit
d’y ajouter une fonction dont le gradient est nul, c’est-a-dire une
constante C.

Kmm/
o(z,y,2) = +C
ViE—aP +y -0+ (= -
Ce résultat est conforme a la théorie du potentiel scalaire qui affirme
que celui-ci n’est définit qu’a une constante pres.

2. (a) C’est un simple calcul de produit vectoriel :

. q 1 ZVy — YV,
B T | T 7
T (22 +y2 + 22)2 Y, — TV,
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(b)
0H, 0H, OH,

divd = !
a ox + dy * 0z
o q <8 ZUy — YU, 0 TU,— 2Ug n 0  yuy — vy )
0% (22 +y2 +22)2 0y (22 +y2 +22)2 02 (22 +y2 +22)2
-3
= im(x(zvy—yvz)+y(zvz—zvx)—l—z(yvx—xvy))
=0

(c) Le fait que divH = 0 nous permet d’affirmer l'existence au moins
localement d'un champ vectoriel A = (A;, A4,,A;) tel que H =

rot A. Déterminons les composantes d’un tel champ : Les équations
a résoudre sont :

0A, 04,  q zv,—yv,
dy dz 4w T (22 +y2 + 22)3
0A, 0A.,  q Tv.—20,
0z O0x 4w (a2 £ 421 22)3
0A, 0A,  q yvz—zUy
or dy N E(m2+y2+22)%

Ce systeme ne se résoud pas par un procédé sytématique !

On peut par exemple poser :

0A, ¢ —Y U,
% T @i
04, ¢ —Z Uy
9z E(aﬁ—ky?—i—z?)%

etde méme pour les autres relations. On trouve un vecteur A répondant
a la question :

vz
(a2 +y2 + 22)2
i-d 2
Tdr | (@242 +22)E
v

Pour déterminer tous les vecteurs A tel que H = ﬂ A il suffit d’a-
jouter au vecteur ci-dessus un champ de vecteur V tel que otV =0
c’est-a-dire un champ de gradient.
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Vg
(a2 +y? +22)2
Ao Mg Yy
4r | (2% +y* + 2?)
v

+grad ¢

D=

(22 4+ y2 + 22)2

oll ¢ est un champ scalaire arbitraire de classe C2.

2.2

On considére le champ vectoriel de R3, V = (z f(r),y f(r),2z f(r)) ol
r=+/2% +y? et r — f(r) est une fonction de r de classe C'.

1. Déterminer la fonction f vérifiant f(1) = 1 pour qu’il existe un champ de
vecteurs U tel que V =10t U.

2. Déterminer alors le champ de vecteur U = (P(x, y,2),Q(z,y, 2), 0) tel que
V =rotU.

3. Donner la forme générale des potentiels-vecteurs U.

Indications et réponses

1. Pour que le champ V dérive d'un potentiel, on doit avoir divV = 0, ce
qui donne 1’équation différentielle que doit vérifier la fonction f :

Af(r) +rf'(r)=0

la résolution de cette équation avec la condition f(1) =1 donne

- 2
V:(%,%,r—i) avec r=\/332——|—y2

2. Si le champ U vérifie V = rot (j, alors on obtient le systeme d’équations

suivant :
o°P y
5 " WP
0Q —x
02 (22 + )2
0Q orP 2z

or Oy (22 +y?)?



10CHAPITRE 2. UNE SERIE D’EXERCICES SUR LES OPERATEURS DIFFERENTIELS

On peut donc prendre comme solution particuliere :

Yz
P(x,y,2) = m
! 4
Q(r,y,2) = @+ 27
R(z,y,2) =0

0= (o e 0) + s

(@2 +92)*" (2% +92)%

2.3 Exercice libre

A rendre sur feuille séparée pour le lundi 24 novembre 2003
On considere le champ vectoriel de R3, V = (2% 4+ y?, —ay, —x)

1. Déterminer une fonction ¢ de classe C! sur R telle que ¢(1) = 1 et telle
que ¢(2)V soit un champ de rotationnel.

2. Déterminer alors un champ de vecteurs U= ((P(x, y,2),Q(z,y, z),O) tel
que ¢(z).V =rot U.



