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Chapitre 1

Premiere série

1.1

1.2

On considere la fonction P : R? — R définie par :
P(0,0) = 0
P(z,y) = zl(a®+y*) —y si (z,y) #(0,0)
1. Déterminer une fonction @ : R? — R telle que Q(0,y) = 2y Iny et telle
que le champ de vecteur de R? | V(z,y) = P(x,y) 7+ Q(z,y) T soit de
la forme V' = graa 0.
2. Déterminer alors les fonctions ¢ vérifiant V= graa 0.

3. Calculer alors la circulation du champ V le long du segment de droite
joignant le point (0,0) au point (z,y).

Correction
1. On doit avoir ((99_91: = (?9—5, ce qui donne :
oQ 2y ]
or  x2+y?
D’ou :

Q(z,y) =yn(2®+y*) —z + f(y)
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CHAPITRE 1. PREMIERE SERIE

La condition Q(0,y) = 2ylny fait que f(y) = 0.
Finalement :

Q(0,0) = 0
Qz,y) = y(@®+¢*) —x
. On cherche une fonction ¢ telle que :

0 0
a_i = P(z,y) et % =Q(z,y)

La premiere relation nous donne :

o(z,y) = /(ﬂﬁln(ﬂf2 +y%) —y) dz + g(y)

1 1
= §($2 + %) In(2® + y?) — 5(962 + %) —zy +g(y)

La seconde relation donne alors :

g'(y) = 0 soit g(y) = C

o(x,y) = %(ﬁ +9?) In(2® + 3?) — %(m Yy tC

. On paramétrise le segment de droite par :

xz(t) = tx
ylt) = ty
t € [0,1]

Un calcul direct donne :
L. 1
/V.v’ dt = / <tx In((tx)® + (ty)*) — ty)x + (ty In((tx)® + (ty)?) — tx)y dt
vy 0

1 1
= ((2°+¢*) In(2® + y°) — 22y) / t dt + 2(z* + y?) / tint dt
0 0

_ ((1,2 + ) In(2? + ) — ny)% +2(2° +y?) (—}l)

1 1
= 5(x2 +y*) In(z® + y*) + 5T+ y)?



1.2. EXERCICE AVEC INDICATIONS ET REPONSES

On aurait pu affirmer directement que

/ VAt = o(e.y) - 6(0,0)
i
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Chapitre 2

Deuxieme série

2.1

2.2

Soit V le champ de vecteur de R? défini par :
- 2vy — x?
' ( Tty >

1. Calculer la circulation du champ V le long de la courbe fermée
constituée par les deux arcs de parabole y = 2% et x = y? décrite dans
le sens direct (inverse des aiguilles d’une montre).

2. Retrouver ce résultat en utilisant la formule de Riemann-Green.

Correction

1. Nous pouvons prendre comme paramétrisation du premier arc de parabole :
v it — (t,1?) avec t € [0, 1]; et pour le second arc de parabole :

it (1 =% (1 —1t)) avec t € [0,1].
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CHAPITRE 2. DEUXIEME SERIE
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Fi1G. 2.1: Arcs de parabole



2.2. EXERCICE AVEC INDICATIONS ET REPONSES 7

On obtient :

C = /V-?’(t)dt:/Vﬁ’(t)dt—k/v-?’(t)dt

Y 7 72

= /1((2t3 —t*)1 + (t +t*)2t) dt
+ /1[(2(1 — )% — (L= t)")(=2t) + 2(1 — t)*(—1)] dt

30

2. La formule de Riemann-Green donne :

2 2
o _ // Iz +y’) 02y x)dxdy
p Ox dy

ou D est le domaine :
D ={(z,y)telsque 0 <z < 1leta?<y<z}

d’ott les bornes d’intégration :

o= [ ([um2m)w

1
30

Le calcul est ici beaucoup plus rapide par 'intégrale double.

Nous pouvons remarquer que la formule de Green-Riemann s’utilise
dans les deux sens : Soit pour transformer une intégrale double en
intégrale curviligne sur un contour, soit inversement, pour transformer
une intégrale curviligne en une intégrale double.
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Chapitre 3

Troisieme série

3 L] 1
3.2

1. Soit V le champ vectoriel défini par :

1

x

- 1

V=1 -

()

1

z

Calculer le flux ¢, de V sortant a travers Iellipsoide > d’équation
cartésienne :

2 2 2
x Y z
g—f———f'c—z:l

2. Soit W le champ vectoriel défini par :

Tz



10 CHAPITRE 3. TROISIEME SERIE

F1G. 3.1: Le paraboloide

Calculer Div W .

Calculer en utilisant la formule de Stockes-Ampere, le flux ¢o de W
sortant a travers la portion de paraboloide ¥ d’équation cartésienne :

z:x2+y2 0<2<1

Correction

1. On utilise la paramétrisation de 'ellipsoide donnée dans le formulaire :



3.2. EXERCICE AVEC INDICATIONS ET REPONSES 11

= acosusinov ;

bsinusinv ;
CCoS v ;

[0, 2] ;
[0, 7].

e 2 v e =
|

€
S

Le vecteur normal est obtenu en faisant le produit vectoriel de :

—asinusinv Q COS U COS U
N = é,Ne, = bcosusinv A | bsinucoswv
0 —csinv

—becosusin® v

= —acsinusin?v
—absinv cosv

—be
On remarque en prenant u = 0 et v = 7, que le vecteur 0
0
est dirigé vers l'intérieur de l’ellipsoide. On prendra donc le vecteur
opposé :
be cos u sin® v
N = acsin usin® v
absin v cosv
On fait un calcul direct du flux.
o1 = // V - N dudv
D
T fbecosusin?y acsinusin?v absinv cosv du d
= - - - u dv
o Jo a cos u sin v bsinusin v CCOS v
T besine acsinv absinw
= + + du dv
o Jo a b c

(bc ac ab)
= dn(—+—+—
a b c
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= Oxz  Oyz  0(—2%)
bV = ox + oy + 0z
= z+2—22
= 0

Il existe donc un potentiel vecteur A tel que W = 1ot A. Déterminons

A= (P,Q,R) : on doit avoir :

OR  0Q
a0 = 2
OP OR
9. ox ¥
oQ or
or oy~ ~

A étant défini & un gradient pres, on peut imposer R = 0 (c’est plus
facile, mais ce n’est pas une obligation), ce qui donne :

_99 xz
oz
or
o _ VF
Q@ _or _
Jdxr Oy
Soit P = %yzQ, Q= —%xzz. On obtient :
| 1
A: - 2 - 2
(2yz , oz ,0)

Soit v le bord orienté du paraboloide ¥ : c’est le cercle d’équation
22 +1? = 1 obtenu quand z = 1, parcouru dans le sens inverse au sens
trigonométrique. On peut pour savoir dans quel sens tourner utiliser la
regle suivante : une personne debout sur la surface, et la téte dirigée
selon le vecteur normal, qui marche le long du bord (ici le cercle) de la
surface, doit avoir la surface sur son coté gauche.

On utilise alors la formules de Stockes-Ampere :

LEE-?dtszz(r‘oM-N) dudv://z(l/f/.j\?) dudo



3.2. EXERCICE AVEC INDICATIONS ET REPONSES 13

La paramétrisation du bord est : 7(t) = (cost, sint, 1) (sens trigonométrique).

C = / A~ dt
gl
2 1 . . 1
= / —sint (—sint) — = costcost | dt
0 2 2
= -7
Il faut encore tenir compte du sens inverse de parcours : donc

G =T



