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Chapitre 1

Premiere série

1.1 Exercice libre

On considere le champ vectoriel Vo

. P yz
V= Q | =] 2f(2)
R yg(z)

oll f et g sont des fonctions numérique de classe C* sur R.

1. Déterminer les fonctions f et g telles que V soit un champ de gradient
et telles que f(0) = g(0) = 0.

2. Déterminer les fonctions ¢ telle que V= graa o.

3. Calculer la circulation du champ V le long de 'arc paramétré
v(t) = (cost,sint,t), avec t € [0, 7.

4. Calculer la circulation du champ Ve long d’un arc quelconque joing-
nant le point M (x,y, z) au point N(2,y/, 2').

Correction

1. Pour que V soit un champ de gradient, il faut que son rotationnel soit
nul :
La premiere relation nous donne :

dyg(x) 0z f(x)

Ay 0. 0
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on obtient :

La deuxiéme relation nous donne :

Oyz _Oyg(z) _
0z Ox

on obtient :
y =yg'(x) donc ¢'(x) =1 donc g(x) =2+ C

La troisieme relation nous donne :

Oz f(x) Oyz _0
ox oy

on obtient :
z f'(x) = 2z donc f'(x) =1 donc f(x) =z + C’

Les conditions f(0) = ¢g(0) = 0 donnent :

f(x)=g(z) =2
En conclusion :
yz
V = 2T
yx

. On cherche une fonction ¢ telle que

99 _ o¢ _

. % _
8:ciy oy

0z

xrz yx

Il est immédiat que ¢(z,y,z) = xyz + C.
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3. Ici, nous ferons un calcul direct :

v(t) = < cost,sint, t)

v (t) = ( — sint, cost, 1)

C = /V-?dt:/ (—tsin®t + tcos®t + costsint) dt
¥ 0
T 1 ‘
= /(tcoth+§sm2t)dt:0
0

4. Ici, ne connaissant pas le chemin parcouru, nous ne pouvons pas faire
un calcul direct, mais comme V' dérive d’un potentiel ¢, la circulation
de V' ne dépend que des extrémités du chemin. On a :

C = /‘7 ’ ’?dt = ¢($,7 ?/7 Z/) - ¢($7 Y, Z) = ZE/y,Z/ — TYz
v

On peut vérifier que la relation est valable pour la question 3).
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Chapitre 2

Deuxieme série

2.1 Exercice libre

1. On considere 'arche de cycloide I' paramétrée par
xz(t) = a(t—sint)
y(t) = a(l—cost)
t € [0,27]

Représenter graphiquement la courbe I' en précisant les tangentes
horizontales et verticales.

2. Calculer laire du domaine D intérieur a la courbe I'.

=[] w=oyday

en la transformant en intégrale curviligne

3. Calculer I'intégrale

Correction

1. Voir la figure 3.1

2. Pour calculer I'aire, on utilise la formule de Riemann-Green

A= //D drdy = /{w 2(t)y'(t) dt

5
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F1G. 2.1: Arche de cycloide
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ou le bord D du domaine D est formé de la réunion de ’arche de cy-
cloide et du segment [0, 27a] sur I’axe des abscisses et doit étre parcouru
dans le sens trigonométrique.

On peut remarquer que sur I'axe des abscisses, la composante y(t) est
nulle, donc aussi y/(t) et 'intégrale le long de I'axe des abscisses ne
donne aucune contribution.

Il reste seulement la contribution de I'intégrale le long de la cycloide.

27
A = —/:C(t)y’(t)dt:/ a(t —sint)asint dt
0
72#
= a2/ (sin®t —tsint) dt = 37wa®
0

Le signe — devant l'intégrale a été mis pour tenir compte du fait que la
paramétrisation donnée dans I’énoncé parcourt la cycloide dans le sens
inverse du sens trigonométrique.

3. Pour appliquer la formule de Riemann-Green, nous devons d’abord
trouver un vecteur V= (P, Q) tel que

0Q P

or Oy Y
On peut prendre
P(z,y) = Q(z,y) = zy

On écrit la formule de R-G :

//D(y—x) dxdy:/an?.Jf(t)dt

11 faut calculer deux intégrales, la premiere le long du segment [0, 27a]
sur I'axe des abscisses, la seconde le long de la cycloide, dans le sens
trigonométrique.

Pour la premiere intégrale, on utilise la paramétrisation ~(t) = (t,0),

pour ¢ € [0, 2mal.
2ma
I = / 0dt=0
0



CHAPITRE 2. DEUXIEME SERIE

car le vecteur V est nul sur ’axe des abscisses.

Pour la seconde intégrale (le signe — est mis pour tenir compte du sens
de parcourt) :

2m
L, = —/ a®(t — sint)(1 — cost) (a(l —cost) + asint> dt
0
2
= —a3/ [t(1 — cost)® 4+ tsint(1 — cost) — sin?t] dt
0

On n’a conservé dans l'intégrale que les termes qui ne donne pas 0 aprés
intégration.

5
12 = —(37T— 5) Cl37T

//D(y—x) dxdy = (g—BW)aBW



Chapitre 3
Troisieme série

3.1 Exercice libre

On donne le champ de vecteurs V de composantes

B z9(y, z)
V= 2
22

oll g est une fonction de classe C* sur R2.

1. Déterminer la fonction g afin qu’il existe un vecteur U tel que
V =rotU
2. Déterminer alors un vecteur U de composantes <0, Q(z,vy,2), R(x,y, z))
tel que V =rotU.
3. En utilisant la formule de Stockes-Ampere, calculer le flux sortant de
V' a travers la demi-sphere d’équation :

z>1 et 224y +(z2—1)°=1

Correction

1. On doit avoir nécessairement :
Orgly,z) Oy*  07°

DivV = Ao |
v ox + oy + 0z
9(y,z2)+2y+22z = 0
g(z,y) = —2(y+2)
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2. Avec cette condition, il existe donc un potentiel vecteur U tel que
V = rot U. Déterminons U = (P,Q, R) : on doit avoir :

OR 0Q

8—y_§ = xg(y,z)
oP OR
0z oz Y

0Q 9P
or oy

U étant défini & un gradient pres, on peut imposer P = 0

OR  9Q

8—y e = w9(y, 2)
orR
or 4
0Q _
ox

Soit P =0, Q = 22% et R = —ay?.
U= (0,222, —zy?)
3. Par la formule de Stokes-Ampere, le ﬂgx de V sortant & travers la
demi-sphere est égal a la circulation de U le long du cercle
z=1 et 22+y°=1

parcouru dans le sens trigonométrique, c’est-a-dire inverse des aiguilles
d’une montre.
On paramétrise le cercle par :

x(t) = cost
y(t) = sint
2(t) =1

On calcule alors I'intégrale curviligne :

2w
C = / 0 x (—sint) 4+ cost x 1% x cost + 0 dt
0

27
= / cos?t dt
0

= 7



3.1. EXERCICE LIBRE 11

Remarque : Ce calcul est beaucoup plus rapide que le calcul direct
du flux.



