Chapitre 3

Diagonalisation des endomorphismes

CORRIGES DES EXERCICES
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3-2 Correction des exercices de la série 3-2
3-2.1 Exercice 8b - Méthode du pivot de Gauss.
502 44\ . 5 2 —4 4
Ll 1 —10 2 3 |"™fretgrderet | o 59 14 11
0 1 -4 6 0 1 —46), . .
. . 5 2 -4 4
a ligne th e pivot 0 —52 14 11
0 0 —194 323 ) .
.
On obtient : Yy = —g—‘;
323
Z= i
1 -2 2 0\ . 7 0 0 2
2. [ 2 -3 b 4 |IEIETL 943 23 0 b4
3 b -1 1 3 boo—1 1 Ly« Ly +2L3
L2<—L2—|—bL3
On obtient :

2
r=—=
7
a) Si (b* — 3) # 0 alors on obtient : { ¥ = —%
_3-3%
< 7(62—3)
o=~
b) Sib = V/3 alors on obtient : 0= @ systeme qui n’admet pas de
z=58+by—1
solution.
r=-2
c)Sib= —+/3 alors on obtient : 0= @ systeme qui n’admet pas de
z=234by—1
solution

3-2.2 Exercice 9b. Diagonalisation - Triangularisation.

1. Le polynome caractéristique est :
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Py(X) = ~X b — a+X —-X—-a 0
¢ {LQ(_LQ_Ll 0 X+b —X—b

L3<—L3—L2

-X a b - X a b
a
a

On met en facteur X + a et X + b dans les lignes 2 et 3, on obtient :

-X a b
Pi(X)=(a+X)(X+b)| 1 -1 0
0 1 -1

Et donc : Pp(X) =(a+ X) (X +b) (=X +a+ D)
2. Les racines du polynome sont —a ; —b ;a + b.

e ler Cas : si —a ;—b ;a + b sont tous distincts, alors il y a trois valeurs propres
distinctes dans £ = R3. Et dim £ = 3, donc par théoréme, f est diagonalisable.

e 2¢me Cas : si —a = —b (soit a = b) et différent de a + b (soit a, b différents de 0),
il y a deux valeurs propres distinctes, I'une double —a 1’autre simple a + b = 2a.
Ainsi : Py(X) = (X +a)* (=X + 2a).

Déterminons les espaces propres respectifs :

x
Pour la valeur propre double a, Résolvons f (u) = —au avec u | y
z
0 a a T x
a 0 a y |=—aly |ealz+y+2)=0
a a 0 z z
or a # 0 donc :
T 1 0
u Yy =z O +y 1
—T =Yy -1 -1
1 0
L’espace propre associé a (—a) est : E_, = vect 0 ; 1 qui est de
-1 -1
dimension 2.
x
Pour la valeur propre simple 2a, Résolvons f (u) = 2au avec u | y
z
0 a a x T ay + az = 2ax
a 0 a Yy | =2a| y | & arxtar=2ay Sr=y==z
a a 0 z z ar + ay = 2az



3-2. CORRECTION DES EXERCICES DE LA SERIE 3-2 29

donc :
x 1
ul z | =x| 1
x 1
1
L’espace propre associé a 2a est : F,, = vect 1 qui est de dimension 1.
1

Le polynome caractéristique est scindé, la dimension des espaces propres est égal a la
multiplicité des valeurs propres respectives donc f est diagonalisable.

e 3eme Cas : si —a=a+b (soit —2a = b) et différent de —b ( soit a # b ), ily a
deux valeurs propres distinctes, 'une double —a, ’autre simple 2a .

Déterminons les espaces propres respectifs:

x
Pour la valeur propre double —a, Résolvons f (u) = —au avec u | y
z
0 a 2a x x ay + 20z = —ax r+y+22=0
a 0 2a Yy |=—al y | & ar+2az=—-ay & v+y+22=0
a 2a 0 z z axr + 2ay = —az rT4+2y+2=0
or
—3z -3
U z =z 1
z 1
-3
L’espace propre associé a —a est: E_, = vect 1 qui est de dimension 1.
1

Le polynome caractéristique est scindé, la dimension de 1’espace propre F_, n’ est
égal pas a la multiplicité de la valeur propre —a donc f n’est pas diagonalisable.

e 4eme Cas:
Si—b=a+b (soita=—2b) et différent de —a ( soit a # b ), il y a deux valeurs
propres distinctes, I'une double —b l'autre simple 2b. On retrouve le cas précédent en

échangeant le role de a et b.
Dans ce cas f n’est pas diagonalisable.

3. BILAN : Les couples cherchés (a,b) tels que A soit trigonalisable sans que A soit
diagonalisable sont tels que : b = —2a ou a = —2b.

4. Traitons deux cas particuliers:
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e a=1let b= —2. Clest le 3éme cas.

A a une valeur propre double : —1 et une simple : 2 .

1 1
EF_ i =wvect| 1 et By = vect 1
1 —1/2
1 1 1
Complétons la famille libre €] | 1 | €} 1 pare; [ 0
—1/2 0
-1 0 1
Dans cette base, la matrice de f est : 0 2 0 , la matrice de passage est :
0 0 -1
1 1 1
P=1]1 1 0
1 —1/2 0
e a=let b=1. Clest le 2eme cas.
011
onaA= 1| 1 0 1 |, A une valeur propre double : —1 et une simple : 2 .
1 10
1 0 1
E i=vect| -1, —1 et By =wvect | 1
0 1 1
1 0 1
Dans la base €] [ —1 Je, | 1 |ef| 1 ]la matrice de I'endomorphisme associé
0 1 1
a A s’écrira :
-1 0 0
A = 0 -1 0
0 0 2

3-2.3 Exercice 10b. Application de la diagonalisation.

1. Le systeme s’écrit :
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. 1 -1
2. Soit A = 9 4
Calculons le polynoéme caractéristique :
1—-X -1
P()\)—' 5 4 ‘—)\2—5)\+6—(>\—2)(A—3)

A admet deux valeurs propres distinctes (2 et 3). R? étant de dimension 2, on peut
conclure que A est diagonalisable.

Cherchons les espaces propres associés a chaque valeur propre.

Pour A = 2, resolvons Au = 2u, soit

1 -1 T\ [ 2 o T—y =2 e rty=0
2 4 y )~ a2y 2 pdy=2y YT

Donc F5 = Vect 1

Pour \ = 3, resolvons Au = 3u, soit

1 -1 r\ [ 3x o rT—y =3 o %4y —=0
2 4 y )\ 3y 2z + 4y = 3y y=

Donc E3 = Vect( _12 )

Et 'on peut écrire :

1 -1\ 2 0 1 - 1 1
(2 4)_P(03>P avec P-(_1 _2>

Le systeme s’écrit donc : X' =P ( 3 g ) P-'X

Soit P~1X' =P~ 'P 2 O P1X
Finalement : P~'X’ = ( ) P!
: ) 1 2
3. On obtient facilement : P~ =
Donc
(P_IX)/ _ 2r + y 27" + y’ _ 2 1 x’ _pix/
—T — —z' =y -1 -1 Y

4. Donc : (P7'X) = ( (2) g )Plx

Le nouveau systeme s’écrit apres changement d’inconnue :

, (20
Y_<03)Y
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/
. , =2
5. Le systeme s’écrit alors : u/ Y
v =3v
u= Cie? Che?
Donc { v = Che®t et donc Y = ( o

I1 suffit de multiplier par P pour retrouver X = PY :

X — 0162t + Cg€3t
—Cle% — 202€3t

Donc :

l‘(t) = 01€2t + 0263t
y(t) = —Cre* — 2Cqe®





