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3-3 Correction du devoir semaine 3

3-3.1 Exercice 8c. Méthode du pivot de Gauss.

T+ ay +a*z = a?
1. Résoudre le systeme :{ axr +y+az=a’>+a—1
2 4+ ay + az = 2a

On obtient :
T+ ay + a*z = a? E
1-—a®)y+a(l—a®)z=—-a*+a*+a—1 Ey — Ey —aF,
—ay + (a —2a*®) z = 2a (1 — a) E; — E3—2F,
puis, si a? # 1 :
T+ ay + a*z = a® E,
1-a®)y+a(l—a®)z=—-a*+a*+a—1 E,
(a—a*)z=a(l—a) By — By — =5 E
r=a
e si a est différent de 1 ,de 0 et de —1, la sotution est : ¢ y = —1
z=1
x=0
e Si a =0 le systeme s’écrit: y=—1 , z est quelconque.
0z=0
0
Solution : -1 |, z€eR
z

e Sia =1 le systéme s’écrit :

r+yt+z=1 _ _
Ty+z=1 @{23;1912—_2 @{yl‘i;
2e+y+2=2 4 N N
1

Solution : | —z |, z€eR.
z

e Si a = —1 le systeme s’écrit :

—ilyzil—u: toytE=1 Y= A

y B 2 —y—2z=-2 x=2z-3

20 —y—z=—2
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2z -3
Solution :| —4+3z |, z€eR.
z

2 + by = 2b% — 2b
br + 2y = 4b — b?

2 + by = 25 — 2b E,
( —%)y:zlb—b?’ By Ey— B,

2. Résoudre le systeme : {

On obtient :

e si b est différent de 2 et —2, la sotution est : { Qﬁ;:;(?
—_ R e ) 20+2y=4 -
oSlb—Zlesystemesecrlt.{2x+2y:4 Srt+y=2

Solution( Qfx ), reR

e Si b= —2 le systeme s’écrit : { Sr—y=

Solution( * ), reR
x—6

x4+ 3y+22z=2
3. Résoudre le systeme : 2r4+y—2=-1
3r — by +4z = -8

On obtient :
T+ 3y +2z=2 T+3y+2z=2 T+3y+2z=2
—Hy —o52=-5H <& y+z=1 & y+z=1
—14y — 2z =—-14 14y +22 =14 —122 =0
r=—-1
Solution : y=1
z2=0

3-3.2 Exercice 9c. Application de la diagonalisation.

1. On a:
- X 1 1 1
1 X 1 1
P(X) = 1 X 1
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donc
3—X 3—-X 3—-X 3—-X
1 —X 1 1
P(X) = 1 1 X 1
1 1 1 X

{L1<—L1+L2+L3+L4

d’ou, en factorisant (3 — X)) :

1 1 1 1
1 -X 1 1
P(X)=(3-X) L 1 —x 1
1 1 1 —-X
On en déduit
1 0 0 0
1 - X -1 0 0
PX)=0B-X)1, 0 X -1 0
CQHCQ—Cl
]. O 0 _X_]. CgHC?,_Cl
C4HC4—01
Finalement

PX)=0B-X)(-1-X)°

3 est valeur propre simple et —1 valeur propre triple.

Déterminons Fs :

—3r+y+z+t=0
r—3y+z2+t=0
r+y—32+t=0
r+y+z—3t=0

€E3<:>A

SRS IEN ]
SRS EIN
I
w
SR S EEN ]

Ce qui équivaut a : =y =2z =t. Donc F3 = Vect

S G A S g Sy

Déterminons E_; :

x x x r+y+z+t=0
Y vy l_ |y r+y+z+t=0
bl €baeA z | N r+y+z+t=0
t t t r+y+z+t=0
-1 -1 -1

Donc F_; = Vect

o O =
o = O
_ O O
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2. La dimension des espaces propres associés est égale a 'ordre de multiplicité des
valeurs propres correspondantes, A est donc diagonalisable dans la base

3 0 0 0

0 -1 O 0

D= 0O 0 -1 0

0 0 0 -1

et nous avons : A = PDP ! avec

1 -1 -1 -1 1 1 1 1
B 1 1 0 0 41 -1 3 -1 -1
P=11 0 1 o [P =2 21 21 3 2
1 0 0 1 -1 -1 -1 3

Nous en déduisons :
A’= (PDP') (PDP ') =PD’P!
et par récurrence immédiate :
A" = (PDP") ... (PDP ') = PD"P!

On obtient facilement

3" 0 0 0

n 0 (-=1)" 0 0

D=1 "o (1 o

0 0 0 (—1)"
On en déduit :
a b b b
A" = Db oa b | AV a=-3"+3(-1)") etb=-(3"-3(-1)")

b b b a
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3-3.3 Exercice 10c. Diagonalisation et inversion de matrice.

1. Les valeurs propres de A sont 1 et % Pour savoir si A est diagonalisable, il suffit
de ragarder le rang de A — I pusique 1 est la seule valeur propre multiple.

0 0 O
rg(A—I)=rg| 0 —1/2 1 | =1
0 0 O

Ainsi dimF; = 2 multiplicité de la valeur propre 1. L’autre valeur propre étant
simple, son espace propre associé est de dimension 1. A est donc bien diagonalisable.

2. Comme aucune des valeurs propres n’est nulle, A est inversible. Son inverse (en
calculant la transposée de la matrice des cofacteurs) est :

10 0
Al=10 2 =2
00 1
3. Comparons les valeurs propres de A et celles de A1, Si u est un vecteur propre de

A (écrit sous sa forme de matrice colonne U), associé a la valeur propre non nulle
A, on a:

1
AU = \U < AU = XU

4. Pour étudier la limite de la suite de terme général u,, = A", utilisons le fait que A
soit diagonalisable. Il existe une matrice inversible P telle que :

10 0
A=pPl 01 0 |P!
00 1/2
d’ou
10 0
A"=P| 01 0 p
0 0 (1/2)"
La suite de terme général u,, converge donc vers
100
PlO 10 |PH
0 00
En déterminant une base convenable des espaces propres associés aux valeurs pro-
1 0 0
pres 1 et 1/2, on peut avoir la matrice P suivante: P=|[ 0 1 1

0 1/2 0





