8 CHAPITRE 1. ESPACES VECTORIELS — APPLICATIONS LINEAIRES

1-3 Correction du devoir semaine 1

1-3.1 Exercice 1c - Sous espaces vectoriels supplémentaires

Soit F = GR‘*,{ z+z=0

y—2t=0

SR SIS ]

1. Vérifions que E est un sous espace vectoriel de R* :

e F est non vide car le vecteur nul 0 appartient a F

e Soit uy = (z1,y1, 21,t1) et Ug = (2,Ys, 22, t2) deux vecteurs de E et A un réel,

on a :
x1+2120 ot .’L'Q—FZQ:O
y1_2t1:0 y2—2t2:0
Donc :
T+ 21+ )\(ZL‘Q + 2’2) =0 (1’1 + )\1’2) + (21 + )\22) =0
Y — 2t1 + )\(yg — 2t2) =0 (?/1 + )\yg) - 2(t1 + )\tz) =0

Le vecteur uy + Aup appartient donc a E.

Déterminons une base de E.
Soit u = (z,y, z,t) un élément de F on a :

r+2=0 o d 5%
y—2t=0 y=2

Donc
T 1 0
" 2t _ 0 4t 2
e e ! 0
t 0 1
1 0
L . . 0 . 2 o
Il est évident que les deux vecteurs i = 1 et j= 0 sont indépendants.
0 1
Ils constituent une base de FE, et dim £ = 2.
1 0
0 1
2. Appelons k = 0 et 1= . | {k, 1} est une base de F.
0 a

Pour que les espaces vectoriels E et F' soient supplémentaires, il faut et il suffit
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que {i, ], k,1} soit une base de R%, c’est & dire, dans ce cas, que {i, j, k,1} soit une
famille libre.
Soient «, 3,7, quatre réels, supposons que ai + 3j + vk + 01l = 0, on obtient :

a+vy=0 o

26046=0 a=—y=a
—a+ad=0 f=(1-a)
B+ad=0 (2a—1)0 =0

1
e Sia# 5 ce systeme admet pour unique solution @« = = v =6 = 0. La
famille {i,j, k,1} est donc une base de R* et E et F' sont deux sous espaces
supplémentaires.
1
e Sia= 3 ce systeme admet une infinité de solutions différentes de (0, 0,0, 0).

La famille {i,j,k,1} n’est pas une base de R*. E et F ne sont donc pas
supplémentaires.

1-3.2 Exercice 2c - Base d’un espace vectoriel

1. Ona: w=u—2v. La famille {u, v, w} n’est donc pas libre. E; = Vect{u,v,w}
et w = u — 2v, on peut donc enlever w de la famille {u, v, w} et la famille {u, v}
est donc génératrice de Ej.

De plus Au+ puv =0 s’écrit = (2A — p, A, 1) = (0,0, 0),

ou encore {2\ — u =0, =0, = 0} ce qui est équivalent a A\ = pu = 0.
La famille {u, v} est donc libre

La famille {u, v} est donc une base de E; et donc dim E; = 2.

On peut écrire : E; = {Au+ puv,\ € R, u € R}, ou encore :

Ey = {(2)\—/1,)\,#),)\ € R?/’L € R}
2. F5 est un sous ensemble de R3.

(a) Es est non vide, en effet (0,0,0) € Es
Soient A et pu deux réels, t =(0,a + 3,—0) et t' = (0,a/ + (', —f') deux
éléments de E,
On calcule At + pt’ = (0, \(a+ 3) + p(a/ + 3'), =23 — uf')
Donc At + pt’ = (0, A + p) + (MG + pf'), — (A\G + pf))
Donc At + ut’ € Es

E5 est non vide et stable par combinaison linéaire. FEs est donc un s.e.v. de
R3.
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Soit t =(0, + 3, —3) un élément de Es

On obtient : (0,a+ 3,—05) = «(0,1,0) + (0,1, —1)

On note a(0,1,0) et b(0,1, —1). La famille {a, b} est donc génératrice de Es.
Cette famille est libre (idem 1.). Donc {a, b} est une base de Es et dim Ey = 2.
Ei + Ey est un s.e.v. de R? (dim E; + Fy < 3

Ey + E5 est engendré par la famille {u, v,a, b} dont on peut extraire la famille
{u,v,a} qui est libre. En effet : supposons qu’il existe A, u, v réels tels que
2 —pu=20
Au + pv+rva = 0, on obtient le systeme : A+v=0 qui admet comme
pw=20

solution unique A = = = 0.

La famille {u, v,a} est donc une base de E; + Ey et donc dim E; + Ey = 3.
(On peut en déduire que E; + Fy = R?)

u=2e +e;

Dans la base canonique {e;,e,,e;} de R? on écrit : v=—e +e; ,on
a = €
—1ly—-1
ey = 5uU— za
obtient : e, =a

e3:%u—|—v—%a

Donc les coordonnées de ey, e,, e; dans la base {u,v,a} sont :

e = (5,0,—5) ;e =1(0,0,1); e3 = (57 1, _5)

1-3.3 Exercice 3c - Matrice d’une application linéaire

(a)

1. R? étant de dimension 3, toute famille libre de trois vecteurs est une base de R3.
I1 suffit donc de vérifier que {u, v, w} est une famille libre.

Supposons qu’il existe A, u, v réels tels que : Au+ pv+rw =0

A—p+2v=0 A=—v
on obtient le systeme : pw+v=20 S p=-v
A+v=0 2v=20

qui admet comme solution unique A = = v = 0.

La famille {u, v, w} est donc une base de R3.

2. R* est muni de la base canonique

Pour obtenir la matrice A représentant f lorsque R? est muni de la base
{u,v,w}, on exprime f(u), f(v), f(w) dans la base canonique de R*. Donc :

1 -1 0
1 -1 1
A=11 1

0 0 -1
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(b) La matrice A’ représentant f lorsque R? est muni de la base canonique
{e1,e,,e5} est donnée par l'expression de f(e1), f(ez2), f(e3) dans la base
canonique de R*.

On exprime d’abord ey, e,, e en fonction de u, v, w :

u=—e; +e;3 e —u-—e;
V=—e +e = € =V +e
w = 2e; +ey+e3 2e=w—u—v
On obtient :
1 1 1
€ = —3Uu— 5V+sWw
1 1 1
€y = —§u+§v+§w
-3 1y_1
€3 = 5Uu+ 5V—35W

On calcule ensuite f(e1), f(ez), f(e3), on obtient :

= O
[

~
—~
@)
[\
S—

I
DD QO [ = =
~
—~
®
w
SN—

I
DD QO [ = =

Donc :

A=

D[N CoND [ = =
D[RO [ QN [ =t

I
8
=
®

a,
SN~—
+
<
~
—~

(c) 1 =xe; +yey, + ze3 donc : f(1) e2) + zf(es)

0 -1 1
1 1 1
Donc : f(l) == 20 | +y 3| +=2| 3
T2 T2 2
_1 _1 1
2 2 2
On obtient :
—y+=z
T—yY+z
fO) = —o-Bse

—T—y+z
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1-3.4 Exercice 4c - Image et noyau d’une application

1. Supposons ae; + bey + ce3 =0

Ceci est équivalent & dire que pour tout x réel, a (1)+b (1 + z)+c (1 — 2?) = 0,cest
a dire :

a+b+c=0
b=20
c=20

Ce qui équivaut a : a=b=c=0

La famille {ey, e, e3} est une famille libre de trois vecteurs, dans un espace vectoriel
de dimension 3, c’est donc une base de Ry [X].

Cf(P)=(2—2) P+ 22P

Appelons respectivement €1, 5,3 les images par f de eq, ey, e3. On obtient, pour
tout x :
e1(2) = 2x ;ea(x) =2 + 20+ 2 ; e5(x) = —2u

On remarque que €3 = —e; donc : Im f = Vect{e1,e9,63} = Vect{e1,es} ainsi
dim/mf =2

Cherchons Ker f : Soit P défini pour tout x par P(z) = az?® + bx + c.
PeKerf< f(P)=0.

Ceci est équivalent a dire que pour tout x réel,

(2 — 2%) (2az + b) + 2z (az® + bz + ¢) =0

b=0

» N _ 2
da+ 20— 0 d'ou P(x) = a(x* —2)

Ce qui équivaut a : {
Soit : e(x) = 2% — 2
On a: Ker f = Vect{e}} et dimKer f =1

On vérifie bien : dim Ker f +dim/m f =1+ 2 =3 = dimR, [X].





