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Chapitre 3
Diagonalisation des endomorphismes

Ce troisieme chapitre comporte aussi deux parties :

1. Vous étudierez des techniques de calcul (il s’agira pour vous de savoir reproduire
les méthodes développées dans le cours et illustrées par des exemples) : résolution
de systemes linéaires d’équations, utilisation d’un polynome matriciel.

2. Il s’agira enfin de déterminer une base dans laquelle la matrice d’une application
linéaire particuliere (un endomorphisme) soit la plus simple possible. Pour cela, on
développera en particulier les notions de vecteurs propres et d’espaces propres.

67
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3-1. METHODE DU PIVOT DE GAUSS 69

3-1 Résolution de systemes d’équations par Ila
méthode du pivot de Gauss

3-1.1 Exemple

Soit a résoudre le systeme de 3 équations a 3 inconnues suivant, dans lequel les équations
sont numérotées Ey, Fsy, E3 :

20 +2y+42z = 6 (Ey)
br —3y —8z = —4 (Es)
10z — 12y + 52 = 8 (Es3).

Cecl s’écrit aussi matriciellement sous la forme :

2 2 4 x 6
5 —3 -8 y | =] -4
10 12 5 P 8

Premiere étape :

L’une des équations sert de pivot et permet d’éliminer une inconnue dans les équations

suivantes. Prenons par exemple la 1°'® équation pour pivot, et éliminons la variable x
dans les deux autres :

2r+2y+4z = 6 (B =E) 2 2 4 x 6
—16y — 36z = -38 (Ey=2xE,—5xFE) <= [ 0 —-16 -36 y | = -38 |.
—22y— 152 = -—22 (E3=E;—5xEj) 0 —22 —15 z —22

Deuxieme étape :
Reprenons la 19° étape sur le systéme formé des équations n’ayant plus que 2 inconnues,
FE5 et E5 | et éliminons la variable y dans la derniere équation en prenant, par exemple,

FE5 comme pivot :

2r 4+ 2y + 4z = 6 (El) 2 2 4 z 6
—16y =36z = —38 (Ej) = | 0 -16 -36 y | =] -38 |.
552z = 484 (B3 =16 x E5— 22 x E») 0 0 552 z 484

On obtient ainsi un systeme triangulaire, qu’il est alors facile de résoudre, en commencant
par déterminer la variable z, puis, en remontant, y et enfin . Enfin, on obtient :

233 1 121
T x93 YT ux23 T 6x23°
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3-1.2 Meéthode générale

En généralisant la technique développée dans 'exemple précédent, on peut décrire la
méthode du pivot de GAUSS de la facon suivante.

e Soit un systeme ayant n inconnues et n équations. On choisit une équation pour
1% pivot. Des n — 1 autres équations, en ne se servant que du pivot, on élimine par
combinaison linéaire une des n inconnues.

e Parmi les n — 1 équations ainsi obtenues, on choisit un nouveau pivot et on recom-
mence . . .

e Au bout de n — 1 étapes (ou n — 1 pivots/éliminations), on obtient un systéme
triangulaire.
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3-2 Autres méthodes de calcul de ’inverse d’une ma-
trice

3-2.1 Utilisation d’un polynéme matriciel

Soit A une matrice carrée de M,,(K). Il est toujours possible, comme nous le verrons
par la suite avec le polynome caractéristique d’une matrice par exemple, de déterminer
un polynome P € K [X] de degré inférieur ou égal a l'ordre de la matrice A tel que la
matrice P(A) soit égal a la matrice nulle. Ce type de polynéme est appelé polynéme
annulateur de la matrice A.

Si la matrice A est de plus inversible, alors il est possible de déterminer un tel
polynome ayant un coefficient constant non nul. En divisant par ce coefficient, on peut
alors se ramener au cas d’'un polynome P € K [X] ayant “1” comme coefficient constant.
Notons

P(X)=1+) X"
k=1

un tel polynéme annulateur d’'une matrice A inversible donnée. En exploitant le fait que
Pi(A) =0, on peut alors écrire :

In = — zn: akAk s
k=1

puis en factorisant A dans la somme, on obtient :

I,=A (- ZakAk_l) = (- ZakAk_l) A,
k=1 k=1
ce qui implique que

Al = (— ZozkAk_1> .
k=1

2 —1
-1 2
que P(X) = X% — 4X + 3 est bien un polynome annulateur de A. Ainsi, la matrice

1, 4. 1/21
—CA4 L=
34 T3 3(12)

Soit la matrice A = ( ) dans My (R). On peut vérifier aisément

doit correspondre a 'inverse de A, ce qui se vérifie aussi tres facilement.
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3-2.2 Résolution d’un systeme d’équations

[lustrons cette technique directement sur un exemple. Soit a inverser la matrice

1 0 2
A= 310
1 11
Introduisons alors le systeme
1 0 2 x x’
310 y | =1 v
1 11 z 2!

On obtient ainsi un systéme de la forme AX = X’. Si A est inversible, en multipliant
de part et d’autre de I’égalité par A~!, on obtient un systéme de la forme X = A~!X'.

I suffit donc d’exprimer (z,y,z) en fonction de (2',y/,2") pour identifier dans le
systeéme ainsi obtenu les coefficients de la matrice inverse A=

Résolution :
x+2z=2a x+2z=2a x+2z=21a
3r+y=y & 3r+y=1y & 3r+y=1y
r+y+z=2 e —z=y — 2 b =2’ + 2y — 27
( , Q;,/_i_2y/_22/ 4 2x/_y/+zl
2z=0————— 7= —
5 5
! ! _ / G P A !
o y:y,_3x—|—2y 2z P 3" —y + 62
5 5
'+ 2y — 27 '+ 2y — 22
r=—"2 """ r=-1°J
\ 5 \ 5)
Finalement, on a :
1 2 =2 x! x
-1 -3 -1 6 v =1y,
2 -1 1 b4 z
et par conséquent
1 1 2 =2
A'l=—| -3 -1 6
5
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3-3 Vecteurs propres et valeurs propres d’un endo-
morphisme

Dans ce qui suit, le corps K sur lequel sont construits les espaces vectoriels considérés
sera R ou C.

3-3.1 Vecteurs propres et valeurs propres — Espaces propres

Définition 3-3.1 Vecteurs propres et valeurs propres

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, et soit f un endomorphisme de E.
Un vecteur u € E est appelé vecteur propre de f si et seulement si : u est non nul, et
il existe un scalaire A € K tel que f(u) = Au.

Le scalaire X est alors appelé valeur propre de f associée au vecteur propre u.

e Tout vecteur non nul colinéaire a un vecteur propre est aussi vecteur propre.

e Si 'endomorphisme f n’est pas injectif, alors il admet un noyau et tout vecteur
non nul dans Ker f est un vecteur propre associé a la valeur propre 0.

e Par contre, le vecteur nul n’est jamais un vecteur propre !

Définition 3-3.2 On appelle SPECTRE d’un endomorphisme f, l’ensemble des valeurs
propres de f.

Définition 3-3.3 FEspaces propres
Soit E un K -espace vectoriel de dimension finie et f un endomorphisme de E. Soit
A une valeur propre de l’endomorphisme f. On appelle ESPACE PROPRE de f associé a
A, l'ensemble
Vid) ={ue FE, f(u) =Au}.

Cas particulier : on appelle direction propre tout sous espace vectoriel de dimen-
ston 1 engendré par un seul vecteur propre.

Proposition 3-3.1 Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et f un endomor-
phisme de E. Tout espace propre de [ est un sous-espace vectoriel de F.

La particularité de ces sous-espaces vectoriels est d’étre tnvartants par transforma-
tion avec l’endomorphisme f, c’est a dire que

FVi(A) = Vi(A).

Ceci est aussi vrai pour toute direction propre, qui est effectivement “conservée” par
transformation avec f, et par conséquent, tout sous-espace vectoriel d’un espace propre
Vi(A) de Uendomorphisme f est aussi invariant par f.
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Théoreme 3-3.1 Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et f un endomor-
phisme de E. Si A\, Ao, ..., A\, (scalaires dans le corps K ), sont p valeurs propres
distinctes de f, alors les espaces propres associés Vi(A1), Vi(A2), ..., Vi(X,), sont en
somme directe dans E, c¢’est a dire que l'union des bases de chacun de ces espaces propres
forme une famille libre dans E (mais attention, pas forcément génératrice dans E ).

3-3.2 Exemple
Soit, dans My(R), la matrice
1 2
A= ( e ) .
On peut vérifier rapidement que A admet deux valeurs propres distinctes, \; = 3

. 1 2 . .
et Ay = 2, associées aux vecteurs propres u ( 1 ) et v < 1 ) respectivement. Ainsi, le

spectre de f est égal a
Spectre(f) = {2,3} .

Au passage, on a déterminé les deux sous-espaces propres de f : V¢(3) = Vect {u}
et Vy(2) = Vect {v}, tous deux de dimension 1. On vérifie bien qu’ils sont en somme
directe dans R? et, dans ce cas particulier, on a méme :

R* = V;(3) @ Vy(2),

c’est & dire que les vecteurs u et v forment une base de R2.
D’ailleurs, dans la base {u, v}, a laquelle on peut associer la matrice de changement

1 2
de‘bausePz(1 1

e (1) (2130

Cette matrice exprime bien le fait que f(u) = 3u et f(v) = 2v.
A cet égard, on dira que I’endomorphisme f est DIAGONALISABLE dans R?.

), I’endomorphisme f a pour matrice
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3-4 Polynéme caractéristique

Dans ce qui suit, le corps K sur lequel sont construits les espaces vectoriels considérés
sera R ou C.

3-4.1 Le polynéme caractéristique d’un endomorphisme

Soit E' un K-espace vectoriel de dimension finie. Soit f un endomorphisme de E, et soit
A une valeur propre de f. Il existe alors un vecteur propre u (non nul) tel que f(u) = Au
ou encore (f — Mg)(u) = 0. Ainsi, (f — M) n’est pas injectif, ce qui en dimension finie
se traduit par

det(f — Ng)=0.

Si on note A = <ai,j> la matrice de I'endomorphisme f dans une base {e;} de E, ceci

s’écrit aussi

(an — )\) a12 e Q1n
a Qoo — A) ... Qon
dot (A ALy —| " (T =0,
Qn1 (2 coe (apn — )

la valeur de ce déterminant étant indépendante du choix de la base puisque le déterminant
est invariant par transformation de similitude.

Définition 3-4.1 Soit E un K-espace vectoriel de dimension n, et soit f un endomor-
phisme de E. On appelle POLYNOME CARACTERISTIQUE de f, le polynome

Py(X) = det(f — Mg).

Ce polynome est indépendant de la base de la base choisie dans laquelle on exprime
le déterminant, et il est de degré n en .

Proposition 3-4.1 Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Soit f un endo-
morphisme de E, et soit Py le POLYNOME CARACTERISTIQUE de f.

o [’ensemble des RACINES de Py, quand elles existent, constitue le SPECTRE de f.

e Pour toute racine X\ de Py (A € K ), le sous espace propre associé correspond a :
Vf(/\) = Ker (f - /\IE)

On a aussi le résultat suivant :

Proposition 3-4.2 Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, et soit f un endo-
morphisme de E. Si \ est une valeur propre de f, racine de multiplicité m du polynome
caractéristique Py de f, alors :

1 <dimVy(\) <m.
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Enfin, il faut noter le résultat fondamental suivant :

Théoreme 3-4.1 Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Soit f un endo-
morphisme de E, et soit Py le POLYNOME CARACTERISTIQUE de f. Alors Py est un
polynéme annulateur de f, c’est a dire que Ps(f) est égal a 'endomorphisme nul de
E et que, pour toute représenation matricielle A de f dans une base donnée de F,

Pr(A) = O, () -

3-4.2 Recherche des valeurs propres

Pour rechercher les valeurs propres d’un endomorphisme, il suffit d’écrire son polynéme
caractéristique et d’en déterminer les racines.

1 2 1—A 2
(_1 4> : i 4_)\‘:()(:)(1—)\)(4—>\)—|—2:0<:>)\:3ou2.
2 1 2—A 1 .
(_5 _2> : s _Q_A’_O@(2—A)(-2-A)+5_0<:>A_iz.
1 0 =2 1-XA 0 -2 6—X 6-X 6—A\
2 3 4 : 2 3-X 4 =0 & 2 3-X 4 =0
3 3 4 3 3 4= 3 3 4=
1 1 1
& (6-N)2 3—X2 4 |=0
3 3 4-A
1 0 0
& 6-XN2 1-X 2 |=0
3 0 1—A

& 6-MN)1-XN?>=0% A=6o0ul.

On peut d’ores et déja noter que l'existence des valeurs propres d'un
endomorphisme dépend du corps de référence K. Dans le 2"¢ exemple ci dessus, il
faut explicitement se placer dans C pour pouvoir déterminer les racines du polynome
caractéristique en question. Il peut donc se faire, si le corps de référence est R, qu’un
endomorphisme n’ait pas de valeurs propres, ou que certaines des racines de son polynome
caractéristique ne puissent étre exploitées comme valeurs propres.
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3-4.3 Recherche des vecteurs propres

Apres avoir déterminé les racines du polynome caractéristique d’un endomorphisme f,
on peut passer a la recherche des vecteurs propres de f. Pour chaque valeur propre A,
on détermine une base du sous espace vectoriel V() en résolvant le systeme linéaire :

(A—AL) =0,

A étant la représentation matricielle de f dans une base donnée. La résolution de ce
systeme nous donera alors les coordonnées dans cette méme base des vecteurs propres de
f associés a la valeur propre .

Reprenons le dernier exemple de la section précédente, dans lequel on avait
déterminé deux racines réelles du polynome caractéristique, A = 6 et A = 1. Calculons
les vecteurs propres associés :

1-6 0 —2 T 0 —5x -2z =0
A=6 : 2 3-6 4 y | =10 & 20 =3y +4z = 0
3 3 4-6 z 0 3r+3y—2z = 0
dor+2z = 0
< { 8r+3y = 0.
1-1 0 -2 x 0 -2z =0
A=1 : 2 3-1 4 y | =120 & 20 +2y+42 = 0
3 3 4-1 z 0 3r+3y+3z = 0
z =0
r+y = 0.
Ainsi, les deux sous-espaces propres, V;(6) et V;(1), sont tous deux de dimension 1, et
—6 1
engendrés respectivement par les vecteurs u = 16 |etv=]| —1
15 0

Dans cet exemple, la réunion des bases de V;(6) et V¢(1) n’engendre pas
R3 en entier, mais seulement un sous espace vectoriel de dimension 2 dans R*. On ne
pourra dons pas introduire de changement de base qui permettrait de DIAGONALISER
I’endomorphisme f.
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3-5 Diagonalisation des endomorphismes

3-5.1 Position du probleme

Prenons I'exemple d’'une symétrie plane dans R®. Si on choisit une base du plan de
symétrie, (u,v), complétée par le vecteur orthogonal au plan

wW=uAvVv

pour former une base de R?, alors, dans la base {u,v,w}, cette symétrie aura pour
matrice

1 0 0
o1 0],
0 0 —1

qui est diagonale.

La question qui se pose est de savoir si, pour un endomorphisme f de E, E étant
un espace de dimension finie, il existe une base de E dans laquelle la matrice de f est
diagonale. On dira, dans ces conditions, que f est DIAGONALISABLE.

Nous verrons que cela dépend du corps K sur lequel est construit I’espace vectoriel
E: K=RouC.

3-5.2 Endomorphisme diagonalisable

Définition 3-5.1 Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie, et soit f un endo-
morphisme de E. On dit que f est DIAGONALISABLE si et seulement si il existe une base
de E dans laquelle la matrice de f est diagonale.

Dans I'exemple du § 3-3.2, on a pu en effet vérifier que 'endomorphisme f

associé a la matrice ( _1 i ) est diagonalisable dans R2.

Théoreme 3-5.1 Soit E un K-espace vectoriel de dimension finte. Un endomorphisme
f de E est diagonalisable si et seulement si il existe une base de E formée de vecteurs
propres de f.

Théoreme 3-5.2 Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Un endomorphisme
f de E est diagonalisable si et seulement si E/ est somme directe d’espaces propres de f.
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En exploitant le théoréeme 3-3.1, on a aussi :

Proposition 3-5.1 Soit E un K-espace vectoriel de dimension n. Si A\, Ay, ..., Ay
(p < n), sont les p valeurs propres distinctes d’un endomorphisme f de E, alors f est
diagonalisable dans E si et seulement si

P P
E = @ Vi(A;) ou encore dimE = Z dim V() .
j=1

j=1

Théoréme 3-5.3 (Théoréme fondamental)
Soit E un K -espace vectoriel de dimension finie. Un endomorphisme f de E est diago-
nalisable si et seulement si il vérifie les deux conditions suivantes :

1. son polynome caractéristique Pr(\) est scindé dans le corps K de référence (c’est
a dire que Py(\) est factorisable en facteurs du 1°" degré a coefficients dans K )

2. pour chaque valeur propre \; de multiplicité m;, on a dim Vi(\;) = m;.

e Dans C, la condition 1 est automatiquement vérifiée.

e Si f est diagonalisable, la restriction de f a chacun de ses sous espaces propres
est soit l'application nulle, si la valeur propre correspondante est nulle, soit une
homothétie de rapport égal a la valeur propre correspondante.

e Un cas particulier important car assez fréquent est le suivant : Soit F un K-
espace vectoriel de dimension n. Si un endomorphisme f de E a n valeurs propres
distinctes (chacune de multiplicité 1) alors cet endomorphisme est diagonalisable.

3-5.3 Exemples

1 2 1
1. Soit f 'endomorphisme dans R3, de matrice A= 0 0 1 ]. Son polynome
0 -1 0

caractéristique, Pr(A) = —(A — 1)(A\? 4+ 1), n’est pas scindé dans R et f n’est donc
pas diagonalisable dans le R-espace vectoriel R3.

Par contre, P;(\) est scindé sur C, et possede trois racines simples (A = 1, et
A = &i) et on peut donc dire que f est diagonalisable dans le C-espace vectoriel
C? (qui contient R?). Cependant, pour mettre f sous forme diagonale dans C?, il
faut utiliser un changement de base a coefficients dand C et non dans R.

1 2
01
actéristique est Pg(\) = (A — 1)%, qui est bien scindé dans R, et le sous-espace

propre associé est
Vs(1) = Vect{( (1) )} :

2. Soit 'endomorphisme dans R? de matrice B = Son polynome car-
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Comme il n’y a pas d’autre vecteur propre linéairement indépendant de celui-ci qui
soit associé & la valeur propre 1, le sous-espace propre V(1) n’est que de dimension 1
et la condition 2 n’est pas vérifiée. En conclusion B n’est pas diagonalisable dans
R2.

Pour les méme raisons, il ne le serait pas non plus dans C2.

Pour savoir si un endomorphisme f est diagonalisable, il suffit de déterminer
ses valeurs propres, leur multiplicité, et le rang de (f — Al g) pour chaque valeur propre.

1 2 a 0 2 a
Soit A = 03 2 ]|,etAX=1 rang| 0 2 2 =1sia =2,
0 01 0 00

et 2 si a # 2. Que conclure?

1 est valeur propre double de A, donc pour que A soit diagonalisable, il
faut que la dimension du sous espace propre associé a la valeur propre 1 soit 2.

D’apres le théoreme du rang, il faut donc que rang (f — Ig) = 1, ce qui n’est réalisé
que pour a = 2. De plus, la valeur propre 3 étant simple, la dimension de son espace
propre est obligatoirement 1 (en effet : 1 < dim V(3) < 1 = multiplicité de la valeur
propre 3).

En conclusion : si a = 2, A est diagonalisable, sinon elle ne I’est pas.

3-5.4 Propriétés des endomorphismes diagonalisables

Soit £ un K-espace vectoriel de dimension n (K = R, ou bien C). Soit f un endomor-
phisme diagonalisable de E. Notons A la matrice de f dans une base donnée de F, et
P une matrice de changement de base dans E telle que la matrice de f dans la nouvelle
base soit diagonale. Notons enfin D = diag()\;) la représentation matricielle de f dans
cette base. Avec ces notations, on a donc

D =P AP,

relation de similitude qui lie les deux représentations matricielles du méme endomor-
phisme f.

L’intérét des endomorphismes diagonalisables est qu’ils présentent bon nombre de
propriétés. Citons en quelques unes :

e La transposée de f est aussi un endomorphisme diagonalisable. En effet, la matrice
AT représente la transposée de f dans une base de £, et on a :

D=D"= (P'AP) =PTATP 7.

On voit donc que AT est aussi semblable a la méme matrice diagonale D, donc que
la transposée de f est diagonalisable.

De plus, on peut noter aussi que le spectre de f et de sa transposée sont égaux, ou
bien encore, que A et AT ont les mémes valeurs propres avec la méme multiplicité.
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e La trace d’une matrice étant invariante par transformation de similitude, on a

donc trace(f) = trace(A) = trace(D), et par conséquent, la trace d’une matrice
diagonalisable est égale a la somme de ses valeurs propres (multiplicité incluse) :

Zaii:ZAi.

i=1 =1

Si de plus f est inversible, alors son inverse est aussi diagonalisable. En effet,
aucune des valeurs propres de f n’étant nulle, I'inverse de la matrice diagonale D

est bien défini, et on a :
D'!'=pP'A'P.

De plus, on peut noter que f et f~! sont diagonalisables dans une méme base de
E puisque la matrice de changement de base dans la relation de similitude qui lie
D! et A7! reste la méme que celle qui lie D et A. On peut aussi vérifier que f
et f~! partagent en fait les mémes espaces propres. Par contre, les valeurs propres
de f~! sont données par I'inverse des valeurs propres de f.

Enfin, le déterminant d’un endomorphisme étant indépendant du choix de la base,
on en déduit que :

det(f) = det A = detD = [ i,
=1

et que le polynome caractérisque de f est donné par le produit de monomes suivant :

n

Pp(p) = det(f — plp) = det(D — uL,) = [J(Ni — ).

i=1
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3-6 Un peu de réflexion, pour voir si les notions
précédentes ont été assimilées

e Une matrice A; réelle, de taille (2,2), a pour valeurs propres 1 et 3. Que dire de
A7

e Une matrice A, réelle, de taille (3, 3), a pour valeurs propres 1 et 3, ’espace propre
associé a 3 étant de dimension 2. Que dire de Ay?

e Une matrice Ag est de déterminant nul. Que dire de A3?

e Toute matrice réelle a-t-elle des valeurs propres? Toute matrice complexe a-t-elle
des valeurs propres?

e Si une matrice A est nilpotente, c’est a dire qu’il existe un entier £ > 1 tel que
AF =0, que peut on dire de ses valeurs propres?

e Deux matrices ayant le méme polynome caractéristique sont-elles nécessairement
semblables?

e Une matrice Ay réelle, de taille (4,4), a pour valeurs propres 1 et 3, les espaces
propres associés étant de dimension 1. Que dire de A,?

e Une matrice Ay réelle, de taille (3,3), a pour valeurs propres 1 et 3, les espaces
propres associés étant de dimension 1. Que dire de A5?

e Une matrice Ag réelle, de taille (4,4), a pour valeurs propres 1 et 3, les espaces
propres associés étant de dimension 2. Que dire de Ag?

e Quel est 'autre nom de I’espace propre associé a la valeur propre 07

e Soit f un endomorphisme diagonalisable dans un espace vectoriel £/ de dimension
n. On note

Ps(N) = det(f — AI) = (—1)"\" + i apA"E
k=1

Exprimer a7 et «,, en fonction des valeurs propres de f.

e Donner des matrices correspondant aux cas Ay, ..., Ag.
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e La figure suivante représente graphiquement l'image d’un vecteur quelconque u de
R3 par un endomorphisme diagonalisable de R3. Les espaces propres sont P et D
associés respectivement aux valeurs propres 2 et —1. Le vecteur u se décompose
de fagon unique comme somme d’un vecteur U de D et d'un vecteur V de P

Quelle pourrait étre la matrice de cet endomorphisme dans une base bien choisie 7

Figure 3-6.1: Endomorphisme diagonalisable dans R3
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3-7 'Triangularisation d’'un endomorphisme

Dans ce qui suit, le corps K sur lequel sont construits les espaces vectoriels considérés
sera R ou C.

3-7.1 Position du probleme

Pour quun endomorphisme f d'un espace vectoriel F soit diagonalisable, il faut en fait
vérifier des hypotheses tres strictes, et a cet égard, bon nombre d’endomorphismes ne
sont en effet pas diagonalisables. Cependant, en relachant quelque peu ces hypotheses,
nous pouvons quand méme trouver des bases dans lesquelles un endomorphisme f donnée
admet une certaine structure, comme les structures triangulaires par exemple. L’objectif
ici est de résumer quand cela est possible.

Avant tout, il faut déja remarquer que toute matrice triangulaire supérieure est
semblable a une matrice triangulaire inférieure. En effet, elles représentent le méme
endomorphisme dans deux bases différentes (il suffit pour cela de passer de la base
{e1,eq,e3,...,e,} a la base {e,,e, 1,€, 2,...,€1}). Le probleme se résume donc a
déterminer si une matrice carrée A donnée est semblable a une matrice triangulaire
supérieure ou non. Si c’est le cas, on dira alors que A est TRIANGULARISABLE.

Définition 3-7.1 Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, et soit f un endo-
morphisme de E. On dit que f est TRIANGULARISABLE si et seulement si il existe une
base de E dans laquelle la matrice de f est triangulaire supérieure.

Le résultat fondamental sur les endomorphismes triangularisables est donné par le théoreme
suivant :

Théoreme 3-7.1 Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Un endomorphisme
f de E est triangularisable si et seulement si son polynéome caractéristique est scindé
dans le corps K.

Si K = C, tout endomorphisme est triangularisable, ou
encore toute matrice carrée A est triangularisable.

3-7.2 Exemple

—4 0 -2
Soit f I’endomorphisme de matrice A = 0 1 0 | etdepolynome caractéristique
51 3

Pr(A) = —=(A = 1)*(A+2). D’apres le théoréme ci-dessus, A est triangularisable dans R
ou dans C. Il existe donc une base {vy, vq,v3} dans laquelle la matrice de f est de la
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forme :
1 a b
01 c |,
00 =2

ce qui correspond donc a
f(Vl) = 1V1 +0V2 —|—0V3,
f(va) =avy+1vy+0vs,
f(vs) =bvi+cvy—2v3.

On peut prendre, en particulier, {vy, v3} vecteurs propres de f. Ceci est en effet possible,
puisque pour toute racine du polynome caractéristique, il existe au moins un vecteur
propre associé, et cela permet de fixer b et ¢ comme nuls dans la matrice ci-dessus. Si
on cherche, de maniere plus complete, a déterminer les espaces propres associés aux
valeurs propres 1 et —2, on trouve deux espaces de dimension 1 seulement, engendrés
respectivement par les vecteurs

2 1
= 0 , et vy = 0
-5 -1

Pour répondre a la question, il nous reste donc a déterminer vy et a tels que f(vg) =
a vy + va, ce qui revient a résoudre le systeme

—5r —2z = 2a
Sr+y+2z = —da.

En choisissant a = 1, on obtient

-2
Vo = -3
4
Il ne reste plus alors qu’a vérifier que
2 -2 1
Vi 0 , Vg -3 , V3 0
-5 4 -1

est bien une base (en effet le déterminant de cette famillle de vecteurs est non nul)

Nous avons donc construit une base dans laquelle 'endomorphisme f, initialement
représenté dans la base canonique par la matrice A, aura une matrice triangulaire
supérieure.
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3-8 Décomposition en blocs de JORDAN

3-8.1 Introduction sur un exemple

1 -1 2 =2
P . . 0 01 -1 . e
Soit f 'endomorphisme de matrice A = 1 11 o et de polynome caractéristique
1 -1 1 0

Pr(\) = (A —1)2X%. D’apres le théoréme 3-7.1, A est triangularisable dans R ou dans
C. Sachant de plus que pour toute racine du polynome caractéristique, les espaces pro-
pres associés sont au moins de dimension 1, il existe donc une base {vy, vq, v3, v4} dans
laquelle la matrice de f est de la forme :

SO O =
O O = Q
o O OO
oo o

ce qui correspond donc a
f(vi)=v1, f(va) =avi+ vy, f(V3):6, f(va) =bvi+cvy+dvs.

Si on cherche a déterminer les espaces propres associés aux valeurs propres 1 et 0, on
trouve deux espaces de dimension 1 seulement, engendrés respectivement par les vecteurs

Vi = , et vy =

—_= O O
OO = =

Reste donc a déterminer vy et vy tels que f(va) = avy+va et f(vy) =bvy+cvy+dvs.
On résout (il s’agit de déterminer une solution, mais pas toutes), et on peut prendre, par
exemple,

a=1let vy =

o O O

et

c=2,d=-2,b=4, et vy =

N O ==
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Un autre choix possible aurait pu étre

b:CZO,d:L et\74:

S = = O

Pour finir, notons que

0 1 1 1 110 4
dmsdvil Ol vl O .|t 1 I matricosérit | © L0 2
vl o2 o [ove] o [V 0 , la matrice s’écri 000 —2
1 0 0 -2 000 O
0 1 1 0 1100
0 0 1 - 1 R 0100
et dans < vy vl o Vel o [0Vl , la matrice s’écrit 000 1
1 0 0 0 0000

Cette derniere forme porte un nom particulier :
Il s’agit de LA DECOMPOSITION EN BLOCS DE JORDAN d’un endomorphisme triangular-
isable (mais que nous ne développerons pas plus en détail ici).





