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Troisiéme semaine de travail : Transformée de Fourier - Convolution
FExercices type 3 : entiérement corrigés

Exercice 1.

1- Déterminer la transformée de Fourier de f(z) = e™**U(x) ot U(z) = I ((x) et a > 0
est un parameétre fixé.

2- En utilisant les propriétés de dérivation de la TF, en déduire que la TF de la fonction

g (z) = 2" le U (x) avec n € N* s’écrit

0= () ()"0

3- Calculer cette dérivée d’ordre n — 1 de fet en déduire la transformée de Fourier de

xn—le—az

TR

Exercice 2.

On cherche les fonctions a valeurs réelles, paires, continues sur R et intégrables sur R vérifiant
| £ @)cos amat) do = Tay @) (1= ) Ve R
1. Montrer que ceci revient a chercher f vérifiant
F&) =Ty @) (1—[f) VteR

2. En déduire que
L2
sin®
f(z) = —;—- pour tout x dans R
i

3. En déduire tres simplement la valeur de I'intégrale

1 — cos2mx
— dx = 72
R+ A

:02 o 1—cos2a
On rapelle que sin”a = ===
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Correction exercice 1

1- Par définition, on a

~ “+o00 ‘ too '
ft) = / e U (x) e 2™ dy = / e~ aT = 2imtT ).
0

+oo . 1 4 +oo
— / 67(a+217rt)z dr = | — : 67(a+2mt)x
0 a+ 2t 0
On a }e’(“”m)m} = 7% puisque |e”%™?*| = 1 et donc, quand z tend vers +oo le module
(a+2imt)x

du nombre complexe e~ tend vers 0 ce qui signifie encore que ce nombre complexe tend

vers 0. Pour z = 0 on a e~ (**%™)2 qui vaut 1 et donc
Fi)=—— wieRr
"~ a+ 2t

2- On sait que ”sous les bonnes conditions” (cf. le théoréme de dérivation de la TF paragraphe

3.4 Prop. 5) on obtient la dérivée d’ordre n — 1 de J/f\par dérivation sous le signe [ & savoir

“+00

(J?) (n—1) (t) = /+°° (=2irz)" " f (z) e 2 dg = (—2z'7r)"1/ 2LF (z) e gy

—00 —00

Une autre facon de lire cette formule est de dire qu’alors, la transformée de Fourier de

_ 1
2im

0= () O

2ir

2"~ 1 f (x) s'obtient, au coefficient ( )rh1 pres, comme dérivée d’ordre n — 1 de f Ce que

I’on peut écrire

Remarque 1 Il faut bien cmprendre la notation utilisée ici : nous avons did garder la variable
x pour désigner la fonction z" 1 f (x) et nous exprimons sa TF en t. Pour éviter cette notation

un peu lourde, on peut faire comme dans ’énoncé : poser g (x) = z" 'f(x) et écrire que

n— ) (n—1)
7)) = (—5=) ' (f) (t) . 1l est néanmoins utile de savoir utiliser cette écriture et de bien

comprendre le role joué par chaque variable.

Les "bonnes conditions” évoquées plus haut, portent sur I'intégrabilité des fonctions z* f ()

pour k = 1,--- ,n — 1. Ces conditions sont vérifiées ici, puisque les fonctions x*e~%*U(x) sont

intégrables sur R quelque soit k ou encore x¥e =% est intégrable sur [0, +o00| quelque soit k, ce

qui est bien connu.

3- Alors pour calculer la TF de g reste a calculer la dérivée d’ordre n — 1 de la fonction m

Le plus simple est sans doute d’écrire sous la forme (a + 2iwt) ™" et de calculer la dérivée

1
a+2imt
d’ordre n — 1 de cette fonction. La dérivée d’'une fonction puissance entiére fait "tomber" la
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puissance devant la fonction, puis diminue la puissance d’une unité. Intervient aussi & chaque
dérivation, la dérivée de la fonction de t a l'intérieur de la parenthése, a savoir ici 2im (dérivée

d’une fonction composée). C’est la formule
[u (t)k] =ku@®)* " (t) pourkeZ
Ainsi lorsque I'on réalise la dérivée jusqu’a ordre n — 1 de (a + 2z'7rt)71, on obtient
[(a+2irt) "7 = (1)@ (0 — 1)1 2im) "V (0 + 2imt) ™"
Les terme (—1)"~Y

puissance et des entiers, qui tombent & chaque dérivation. Pour le lecteur manquant de tech-

et (n—1)! = 1.2....(n — 1) proviennent respectivement du — de la

nique, il est conseillé de calculer la dérivée premiére, puis la dérivée seconde, éventuellement la
troisiéme dérivée, pour voir comment fonctionne la formule!

Apres simplification

et donc

(ﬁiiiwm)@zauﬂmwnzaié%y Vi € R

Correction exercice 2

1. On a
f(t) = /Rf (z) e 2™ dg = /Rf (x) cos (2ntx) dx + i /R f (x)sin (2ntz) dx

Comme on a supposé la fonction f (x) paire, la fonction z — f (z)sin (27tx) est impaire

et son intégrale sur R est nulle. Donc
f(t) = / f (z) cos (2tz) dx
R

2. En utilisant la table de Transformée de Fourier, on s’apercoit que la fonction triangle

h(t) = I_14(t) (1 — |t]) a pour TF la fonction Si‘:;x@‘” (attention aux variables! ... il est

essentiel de les distinguer). La fonction Sf;;;‘” est intégrable sur R : en effet, on sait qu’elle

est continue comme toute transformée de Fourier de fonction de £! (R) (Proposition 3)
donc il n’y aura pas de probléme en x = 0. Au voisinage de +00 on a la majoration par
# qui est une fonction intégrable. On peut alors prendre sa Transformée de Fourier

comme fonction de £! (R) et d’apres le corollaire 10 du cours, on obtient la symétrisée

sin? 7z

55 a bien comme TF la

he. Mais la fonction h étant paire, on a h,. = h. La fonction

fonction Ij_1 4 (t) (1 — |t]) . Ainsi f (z) = 5‘;22—;? est solution du probléme.
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3. On a donc

sin?rr o,
/]R ¢ de =T () (1= i) VieR

En prenant cette formule pour ¢ = 0, en utilisant la parité de la fonction puis la formule

rappelée, on en déduit immédiatement le résultat.



