Premiére Année a Distance - Module Analyse de Fourier - Calcul Intégral 1

Deuxiéme semaine de travail : Calcul intégral
Exercices " Type 1”7 entiérement corrigés avec remarques et méthodologie.

Exercice 1.
Pour n > 1 on pose
I, = /n —(1 — %)nd:z:
o Ve
Justifier 'existence de I,,, puis étudier la limite de I,, quand n tend vers ’infini.
(Indication : penser a utiliser I'inégalité 2 du QCM de prérequis)

Exercice 2.
On pose

T arctan (tx)
t) = —=d
r= [

Vérifier que la fonction : ¢ — f (t) est définie et continue sur R et de classe C' sur R*
et donner 'expression de sa dérivée sous forme d’intégrale.
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Correction de ’exercice 1

Nous devons prendre la limite de la suite I,,. La premiére idée qui nous vient a I’esprit
est de regarder qu’elle est la limite de la fonction & intégrer qui dépend de n. Méme
avec des conditions de convergence favorable sur la suite de fonctions, nous ne pouvons
intervertir le signe limite et intégrale car une des bornes d’intégration dépend de n. Nous
devons donc d’abord s’affranchir de ce probléme. Pour cela, nous modifions I’écriture de
I'intégrale via la fonction a intégrer en utilisant I'indicatrice correspondant au domaine
d’intégration (I, ), soit :

I - /0 ' (1_—\/51)”@: /R %Hm} (2) da

Nous pouvons, & présent, appliquer la convergence dominée a la suite (f,,) définie par

1—z)"
fa (@) = %HM (x)

sur U'intervalle fixe [0, 4o00].

Pour appliquer le théoréme de convergence dominée, nous devons déterminer la limite
de la suite de fonctions et trouver une majorant du module de chaque fonction. Nous
devons donc déterminer la limite de (1 — %)n avec 0 < x < n puisque en dehors de cet
intervalle, la fonction Iy ,; (#) est nulle et f, () = 0.

La limite de (1 — %)n quand n — 400 est une forme indéterminée car le facteur entre
parenthéses tend vers 1 mais a une puissance tendant vers l'infini. Dans ce cas, nous
pouvons contourner ce probléme en prenant le logarithme népérien. Nous avons :

10g[<1—£>}:n10g<1—£> avec 0 <z <n
n n

Quand n — +o0, le rapport Zdevient petit devant 1, nous pouvons donc prendre I'équi-
valent du log au voisinage de 1. Soit

e (1) 0 (2) =

quand z est fixé et n — +o0.
Finalement, on a

et

ce que 'on peut écrire
(T
lim ~—2%Ty, =
A e (0) = T

Il nous reste a trouver le majorant du module des f,,. Pour cela, nous utilisons 'in-
égalité classique (& connaitre)

sur [0, +oo]

l1+u<e YVuelR
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Si nous 'appliquons pour

nous obtenons : .

38

1——<e™

n

Elevons cette inégalité a la puissance n, comme x € [0,n], 1 — £ est positif, le sens de

I'inégalité reste le méme, soit :

et donc

sur [0, +o0o[ (pour tout n) en majorant trés grossiérement Iy, (x) par I o[ () pour
avoir une majoration indépendante de n.

Reste a vérifier que cette derniére fonction est bien intégrable sur [0, +o0o[ . Au voisinage
de 0 la fonction % se comporte comme \/LE puisque e~ * tend vers 1 et on sait que \/if est
intégrable au voisinage de 0 (a < 1, voir module de rappel sur les intégrales généralisées).
Au voisinage de 400 la fonction % est majorée par e”* qui est une fonction intégrable
en +0o . g est bien intégrable et nous pouvons appliquer le théoreme de convergence
dominée On a donc bien

+o00 e
lim I, = / dx
0

n—-—+00 \/E

Correction de I’exercice 2
L’existence de f (t) pour tout t dans R et sa continuité se démontrent par la méme

majoration de

arctan (tx)
t = —

Comme seul le terme du numérateur contient le parameétre ¢, cherchons une majoration
de arctan u lorsque u est compris entre 0 et co. Sur cet intervalle arctan est une fonction
croissante, elle sera donc majorée par sa valeur en +oo. Nous avons donc :

larctan u| <

A

Nous pouvons donc facilement trouver un majorant de |g| :

™

90| < gy = ()

1+ 22)
Il est évident que la fonction h est intégrable sur R, (elle est équivalente & 1/2? en +00).
g est donc intégrable quelque soit ¢ car la majoration précédente est valable quelque soit
t. Cela conduit & démontrer que f est défini pour t € R.



Premiére Année a Distance - Module Analyse de Fourier - Calcul Intégral 4

Pour la continuité, considérons ty € R, et un voisinage de tq. L’application t — g (¢, x)
est continue sur ce voisinage. De plus, la majoration précédente est toujours valable autour
de ty. Le théoréme de continuité des intégrales & parameétres nous donne que f est continue
en ty.

Pour la dérivabilité, par parité, nous pouvons nous placer sur R*. Pour ¢, > 0 et
tg — € > 0 g est dérivable et sa dérivée vaut :

0 (arctan (tx)) x 1

ot 1422 :1—|—x21+x2t2

Pour majorer le module de cette dérivée, nous devons minorer le dénominateur (puisque
la variable ¢ n’intervient que 1a). La maniére la plus simple de minorer ¢ par la valeur
minimale qu’il peut prendre sur le voisinage considéré, i.e. ty — . Nous avons donc

£ (to —€)?
1 1
L+22 = (14 (t— €)? 2?)

0 (arctan(tm))‘ L " 1

ot \ 1+a2 L+22 (1+ (ty — €)* 2?)

\Y

A

=5 ()

Nous devons vérifier que cette derniére fonction est intégrable sur [0, co[. Le seul pro-
bléme se situe en +o0o. Cherchons donc un équivalent. Nous avons :

T 1
1+22 =z
et
1 1
(1+ (to — €)? 2?)  (to— £)? a2
donc :
1
s(@) ~ ————
(to—¢) x

qui est intégrable en +o00. Donc s est intégrable sur [0, co[. Le théoreme de dérivation des
intégrales a parametres nous donnent la dérivabilité de f en tg.

Remarque : La minoration de t par (ty — €) est fondamentale. Imaginons que nous mino-
rions par 0, ce qui est vraie, nous aurions la relation :

0 (arctan (m))’ o

=v(x)

ot 1+ 22 T 1422
4 . . 1 4 : 1 T
Cherchons un équivalent en +oo de v : 5.2 0 pour équivalent —z, donc 55 a pour
équivalent % Or % n’est pas intégrable en +00. Nous ne pourrions donc rien conclure sur
lintégrabilité de la dérivée. C’est pour cette méme raison que nous ne pouvons conclure
ent=0.

La deuxiéme conséquence du théoréme de dérivation des intégrales a parameétres nous
donne 'expression de la dérivée de f, soit :
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Fo= [ i
. 1121102

La majoration précédente, assure aussi la continuité de la dérivée. Ainsi f est C' sur R*.
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Deuxiéme semaine de travail : Calcul intégral
Exercice "Type 2”7 avec notes et solutions.

Exercice 1.
Soit la fonction f,(z) = 1 — e "% sur [0, g] . Etudier la convergence simple et
uniforme de la suite (f,,) . Par le théoréme de convergence dominée, déterminer

™

3
lim fo(z) d.
n—oo 0
Exercice 2.
On considére la fonction F' définie par :

T sing
F(t) = i \/E(x—{—tz)dx‘

1) Déterminer le domaine de définition, puis le domaine de continuité de F.

2) Montrer que F' est dérivable sur R* .

3) Montrer que F' admet une dérivée a droite en 0. Dans le calcul de w on
pourra faire le changement de variable x = u2t? puis utiliser le théoréme de convergence
dominée. (question facultative)

4) F est-elle dérivable sur R? (question facultative)
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Correction de ’exercice 1
La démarche a mettre en oeuvre est la suivante :

- Etude de la convergence de la suite de fonctions;

- Si la convergence est simple, on essaie d’appliquer le théoréme de convergence domi-
née.

Indication : Distinguer les cas x # 5 et x = § pour I’étude de convergence et examiner
si la limite est continue.
Résultat intermédiaire :

1 six#

fn(x) — 0 sio— quand n — 400

NIEINTE

Indication : La fonction ]I[O 2] est intégrable.
2

Solution :

™

lim : fo(x)de =

n—oo 0

bo|

Correction de I’exercice 2
1- Indications : Pour étudier le domaine de définition, on étudie 'intégrabilité de la
fonction f(z,t) = %snr [0, 400 a laide des méthodes classiques de convergence
d’intégrales, majoration et équivalence et utilisation des fonctions dont on sait qu’elles
sont intégrables. On peut ici distinguer le cas t = 0 du cas t # 0 car la fonction précédente
ne se comporte pas de la méme facon.

Nous rappelons que lim,_.o *3* = 1 et que [sin z| est majorable par 1

Solution : le domaine de définition de F' est R.

Indications : Utiliser le théoréme de continuité des intégrales & parameétre.
Solution : le domaine de continuité de F' est R.

2- Indications : Remarquer que la fonction F est paire (I’étude peut donc se limiter a
R™). Appliquer le théoréme de dérivabilité d’une intégrale & parametre. Penser & utiliser
la borne inférieure et supérieure de 'intervalle utilisé (i.e. to — € et ¢ty +¢) afin de minorer
le dénominateur et de majorer le numérateur de la fraction obtenue.

Solution : F' est intégrable sur R*.

3- Indications : Pour étudier la dérivabilité a droite de F'(t) en tg = 0, faire une étude
directe, sans avoir recours au théoréme de dérivation qui ne s’applique pas, soit utiliser la
définition suivante :

Dire que F'(t) est dérivable a droite en ¢ty = 0 signifie que

lim F(t)— F(0)

t—0 t

existe et est finie.



Premiére Année a Distance - Module Analyse de Fourier - Calcul Intégral 8

Dans la suite du calcule, on pourra effectuer le changement de variable annoncée :
r = u?t? avec u € [0, +oo[ et donc dr = 2ut*du.

Apres les modifications dus a ce changement de variable, le théoréme de convergence
dominée s’applique sans difficultés.
Solution :

_ +oo
hmwz_g/ L du=—r=F0)
t—0 t 0 'U/2+1

4- Indication : La fonction étant paire, donc la dérivée est impaire.
Solution : La fonction F'(t) admet une dérivée & droite et une dérivée a gauche, mais
qui sont distinctes : la fonction F'(¢) n’est pas dérivable en 0.



Premiére Année a Distance - Module Analyse de Fourier - Calcul Intégral 9

Deuxiéme semaine de travail : Calcul intégral
Exercice " T'ype 3” devoir.

Exercice 1 Convergence dominée
On étudie les limites, quand n tend vers I'infini, des deux suites d’intégrales suivantes :

1
2.2
In:/ n?z2e ™ dx
0

et
1 2,.2
Jn :/ nlre ™ dx
0

2 n2a?

20277 et g, (x) = nze”

On pose f, () = nz’e”
1. Vérifier que f, (x) et que g, (x) tendent vers 0 partout.

2. Vérifier que
|fo ()] <1/e Vn €N etVze|0,1]

3. En déduire par Convergence Dominée que

lim I,, =0

n—oo

4. Calculer J, par un changement de variables, et vérifier que

lim J, = 1/2

n—oo

QCM

Quelle que soit la réponse choisie, il faut justifier le choix. Une réponse juste, mais non
justifiée ne comptera pas.

1- ngrfoo 0+°° (Cloj—;c%ndx vaut
A- %
B-0
+oo  dx
C- fO 1+22
2- Soit J,, = fol (sin %)n dxune suite de fonction. Quelle est la limite de .J,, quand n — 400
A-0
B-1

C- eroo sin (l) dx

0 T



