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Deuxième semaine de travail : Calcul intégral

Exercices �Type 1�entièrement corrigés avec remarques et méthodologie.

Exercice 1.
Pour n � 1 on pose

In =

Z n

0

�
1� x

n

�n
p
x

dx

Justi�er l�existence de In, puis étudier la limite de In quand n tend vers l�in�ni.
(Indication : penser à utiliser l�inégalité 2 du QCM de prérequis)

Exercice 2.
On pose

f (t) =

Z +1

0

arctan (tx)

1 + x2
dx

Véri�er que la fonction : t! f (t) est dé�nie et continue sur R et de classe C1 sur R�
et donner l�expression de sa dérivée sous forme d�intégrale.



Première Année à Distance - Module Analyse de Fourier - Calcul Intégral 2

Correction de l�exercice 1
Nous devons prendre la limite de la suite In. La première idée qui nous vient à l�esprit

est de regarder qu�elle est la limite de la fonction à intégrer qui dépend de n. Même
avec des conditions de convergence favorable sur la suite de fonctions, nous ne pouvons
intervertir le signe limite et intégrale car une des bornes d�intégration dépend de n. Nous
devons donc d�abord s�a¤ranchir de ce problème. Pour cela, nous modi�ons l�écriture de
l�intégrale via la fonction à intégrer en utilisant l�indicatrice correspondant au domaine
d�intégration (I[0;n]), soit :

In =

Z n

0

�
1� x

n

�n
p
x

dx =

Z
R

�
1� x

n

�n
p
x

I[0;n] (x) dx

Nous pouvons, à présent, appliquer la convergence dominée à la suite (fn) dé�nie par

fn (x) =

�
1� x

n

�n
p
x

I[0;n] (x)

sur l�intervalle �xe [0;+1[.
Pour appliquer le théorème de convergence dominée, nous devons déterminer la limite

de la suite de fonctions et trouver une majorant du module de chaque fonction. Nous
devons donc déterminer la limite de

�
1� x

n

�n
avec 0 � x � n puisque en dehors de cet

intervalle, la fonction I[0;n] (x) est nulle et fn (x) = 0:
La limite de

�
1� x

n

�n
quand n! +1 est une forme indéterminée car le facteur entre

parenthèses tend vers 1 mais à une puissance tendant vers l�in�ni. Dans ce cas, nous
pouvons contourner ce problème en prenant le logarithme népérien. Nous avons :

log
h�
1� x

n

�ni
= n log

�
1� x

n

�
avec 0 � x � n

Quand n ! +1, le rapport x
n
devient petit devant 1, nous pouvons donc prendre l�équi-

valent du log au voisinage de 1. Soit

n log
�
1� x

n

�
~n
�
�x
n

�
= �x

quand x est �xé et n! +1.
Finalement, on a

lim
n!+1

�
1� x

n

�n
= e�x

et

lim
n!+1

�
1� x

n

�n
p
x

I[0;n] (x) =
e�xp
x
I[0;+1[ (x)

ce que l�on peut écrire

lim
n!+1

�
1� x

n

�n
p
x

I[0;n] (x) =
e�xp
x

sur [0;+1[

Il nous reste à trouver le majorant du module des fn. Pour cela, nous utilisons l�in-
égalité classique (à connaître)

1 + u � eu 8u 2 R
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Si nous l�appliquons pour
u = �x

n

nous obtenons :
1� x

n
� e� x

n

Elevons cette inégalité à la puissance n, comme x 2 [0; n], 1 � x
n
est positif, le sens de

l�inégalité reste le même, soit : �
1� x

n

�n
�
�
e�

x
n

�n
= e�x

et donc �����
�
1� x

n

�n
p
x

I[0;n] (x)

����� � e�xp
x
= g (x)

sur [0;+1[ (pour tout n) en majorant très grossièrement I[0;n] (x) par I[0;+1[ (x) pour
avoir une majoration indépendante de n.
Reste à véri�er que cette dernière fonction est bien intégrable sur [0;+1[ :Au voisinage

de 0 la fonction e�xp
x
se comporte comme 1p

x
puisque e�x tend vers 1 et on sait que 1p

x
est

intégrable au voisinage de 0 (� < 1, voir module de rappel sur les intégrales généralisées):
Au voisinage de +1 la fonction e�xp

x
est majorée par e�x qui est une fonction intégrable

en +1 . g est bien intégrable et nous pouvons appliquer le théorème de convergence
dominée On a donc bien

lim
n!+1

In =

Z +1

0

e�xp
x
dx

Correction de l�exercice 2
L�existence de f (t) pour tout t dans R et sa continuité se démontrent par la même

majoration de

g (t; x) =
arctan (tx)

1 + x2

Comme seul le terme du numérateur contient le paramètre t, cherchons une majoration
de arctanu lorsque u est compris entre 0 et 1. Sur cet intervalle arctan est une fonction
croissante, elle sera donc majorée par sa valeur en +1. Nous avons donc :

jarctanuj � �

2

Nous pouvons donc facilement trouver un majorant de jgj :

jg (t; x)j � �

2 (1 + x2)
= h (x)

Il est évident que la fonction h est intégrable sur R+ (elle est équivalente à 1=x2 en +1).
g est donc intégrable quelque soit t car la majoration précédente est valable quelque soit
t. Cela conduit à démontrer que f est dé�ni pour t 2 R.
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Pour la continuité, considérons t0 2 R, et un voisinage de t0. L�application t! g (t; x)
est continue sur ce voisinage. De plus, la majoration précédente est toujours valable autour
de t0. Le théorème de continuité des intégrales à paramètres nous donne que f est continue
en t0.

Pour la dérivabilité, par parité, nous pouvons nous placer sur R�+: Pour t0 > 0 et
t0 � � > 0 g est dérivable et sa dérivée vaut :

@

@t

�
arctan (tx)

1 + x2

�
=

x

1 + x2
1

1 + x2t2

Pour majorer le module de cette dérivée, nous devons minorer le dénominateur (puisque
la variable t n�intervient que là). La manière la plus simple de minorer t par la valeur
minimale qu�il peut prendre sur le voisinage considéré, i.e. t0 � ". Nous avons donc

t2 � (t0 � �)2
1

1 + x2t2
� 1�

1 + (t0 � �)2 x2
����� @@t

�
arctan (tx)

1 + x2

����� � x

1 + x2
1�

1 + (t0 � �)2 x2
� = s (x)

Nous devons véri�er que cette dernière fonction est intégrable sur [0;1[. Le seul pro-
blème se situe en +1. Cherchons donc un équivalent. Nous avons :

x

1 + x2
� 1

x

et
1�

1 + (t0 � �)2 x2
� � 1

(t0 � ")2 x2

donc :
s (x) � 1

(t0 � ")2 x3

qui est intégrable en +1. Donc s est intégrable sur [0;1[. Le théorème de dérivation des
intégrales à paramètres nous donnent la dérivabilité de f en t0.
Remarque : La minoration de t par (t0 � ") est fondamentale. Imaginons que nous mino-
rions par 0, ce qui est vraie, nous aurions la relation :���� @@t

�
arctan (tx)

1 + x2

����� � x

1 + x2
= v (x)

Cherchons un équivalent en +1 de v : 1
1+x2

a pour équivalent 1
x2
, donc x

1+x2
a pour

équivalent 1
x
. Or 1

x
n�est pas intégrable en +1. Nous ne pourrions donc rien conclure sur

l�intégrabilité de la dérivée. C�est pour cette même raison que nous ne pouvons conclure
en t = 0:
La deuxième conséquence du théorème de dérivation des intégrales à paramètres nous

donne l�expression de la dérivée de f , soit :
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f 0 (t) =

Z +1

0

x

1 + x2
1

(1 + t2x2)
dx

La majoration précédente, assure aussi la continuité de la dérivée. Ainsi f est C1 sur R�:
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Deuxième semaine de travail : Calcul intégral

Exercice �Type 2�avec notes et solutions.

Exercice 1.
Soit la fonction fn(x) = 1 � e�n cosx sur

�
0; �

2

�
: Etudier la convergence simple et

uniforme de la suite (fn) : Par le théorème de convergence dominée, déterminer

lim
n!1

Z �
2

0

fn(x) dx:

Exercice 2.
On considère la fonction F dé�nie par :

F (t) =

Z +1

0

sin xp
x (x+ t2)

dx .

1) Déterminer le domaine de dé�nition, puis le domaine de continuité de F:
2) Montrer que F est dérivable sur R� .
3) Montrer que F admet une dérivée à droite en 0. Dans le calcul de F (t)�F (0)

t
on

pourra faire le changement de variable x = u2t2 puis utiliser le théorème de convergence
dominée. (question facultative)
4) F est-elle dérivable sur R? (question facultative)
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Correction de l�exercice 1
La démarche à mettre en oeuvre est la suivante :
- Etude de la convergence de la suite de fonctions ;
- Si la convergence est simple, on essaie d�appliquer le théorème de convergence domi-

née.

Indication : Distinguer les cas x 6= �
2
et x = �

2
pour l�étude de convergence et examiner

si la limite est continue.
Résultat intermédiaire :

fn (x)!
1 si x 6= �

2

0 si x = �
2

quand n! +1

Indication : La fonction I[0;�2 ] est intégrable.
Solution :

lim
n!1

Z �
2

0

fn (x) dx =
�

2

Correction de l�exercice 2
1- Indications : Pour étudier le domaine de dé�nition, on étudie l�intégrabilité de la
fonction f (x; t) = sinxp

x(x+t2)
sur [0;+1[ à l�aide des méthodes classiques de convergence

d�intégrales, majoration et équivalence et utilisation des fonctions dont on sait qu�elles
sont intégrables. On peut ici distinguer le cas t = 0 du cas t 6= 0 car la fonction précédente
ne se comporte pas de la même façon.
Nous rappelons que limx!0

sinx
x
= 1 et que jsin xj est majorable par 1

Solution : le domaine de dé�nition de F est R.

Indications : Utiliser le théorème de continuité des intégrales à paramètre.
Solution : le domaine de continuité de F est R.

2- Indications : Remarquer que la fonction F est paire (l�étude peut donc se limiter à
R+). Appliquer le théorème de dérivabilité d�une intégrale à paramètre. Penser à utiliser
la borne inférieure et supérieure de l�intervalle utilisé (i.e. t0� " et t0+ ") a�n de minorer
le dénominateur et de majorer le numérateur de la fraction obtenue.
Solution : F est intégrable sur R�.

3- Indications : Pour étudier la dérivabilité à droite de F (t) en t0 = 0, faire une étude
directe, sans avoir recours au théorème de dérivation qui ne s�applique pas, soit utiliser la
dé�nition suivante :
Dire que F (t) est dérivable à droite en t0 = 0 signi�e que

lim
t!0

F (t)� F (0)
t

existe et est �nie.
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Dans la suite du calcule, on pourra e¤ectuer le changement de variable annoncée :
x = u2t2 avec u 2 [0;+1[ et donc dx = 2ut2du:
Après les modi�cations dus à ce changement de variable, le théorème de convergence

dominée s�applique sans di¢ cultés.
Solution :

lim
t!0

F (t)� F (0)
t

= �2
Z +1

0

1

u2 + 1
du = �� = F 0d (0)

4- Indication : La fonction étant paire, donc la dérivée est impaire.
Solution : La fonction F (t) admet une dérivée à droite et une dérivée à gauche, mais
qui sont distinctes : la fonction F (t) n�est pas dérivable en 0:
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Deuxième semaine de travail : Calcul intégral

Exercice �Type 3�devoir.

Exercice 1 Convergence dominée
On étudie les limites, quand n tend vers l�in�ni, des deux suites d�intégrales suivantes :

In =

Z 1

0

n2x2e�n
2x2 dx

et

Jn =

Z 1

0

n2xe�n
2x2 dx

On pose fn (x) = n2x2e�n
2x2 et gn (x) = n2xe�n

2x2 :

1. Véri�er que fn (x) et que gn (x) tendent vers 0 partout.

2. Véri�er que
jfn (x)j � 1=e 8n 2 N et 8x 2 [0; 1]

3. En déduire par Convergence Dominée que

lim
n!1

In = 0

4. Calculer Jn par un changement de variables, et véri�er que

lim
n!1

Jn = 1=2

QCM

Quelle que soit la réponse choisie, il faut justi�er le choix. Une réponse juste, mais non
justi�ée ne comptera pas.

1- lim
n!+1

R +1
0

(cosx)n

1+x2
dx vaut

A- �
4

B- 0
C-

R +1
0

dx
1+x2

2- Soit Jn =
R 1
0

�
sin 1

x

�n
dxune suite de fonction. Quelle est la limite de Jn quand n! +1

A- 0
B- 1
C-

R +1
0

sin
�
1
x

�
dx


