Solution de l’exercice 2 (Série 1)

Définition de f

La définition de log(z) nous ameéne a couper le plan complexe par une demi-droite issue de 'origine,
par exemple [0,4+o00[. En posant z = re®27m) avec § € [0,27] et en choisissant k¥ = 0 (qui
correspond a avoir des valeurs reelles sur le bord supérieur de la coupure), on a

log z =Inr +i6

avec = 0 sur le bord supérieur de la coupure noté souvent z = = + i0, avec x > 0. La fonction
f(#) est alors définie sur C privé de [0, +oo[ et de {—1}.

Théoreme des résidus

Il y a une seule singularité a l'intérieur du contour proposé, a savoir z = —1. Le theoreme des
résidus appliqué a la fonction f sur le contour proposé s’écrit :

/ER <1hjrxx)2dx+ Cr f(Z)dz+/1z (ln(l);rxzm) / fEpde = mpress (=0 0

On notera Iy, I5, I3 et I, les quatre intégrales du membre de gauche. On a alors :
*) Intégrale I + I3

lim Il+13:(47'('2)f

R—+00,e—0
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*) Intégrale I et Iy
Le premier lemme de Jordan s’applique sans probleme pour les intégrales I, et I,. En effet :

0 <sup |z2f(2)| < R(IHR)—Jr47T et 0 <sup |zf(z)| < Ew
Z (R-17 % i
On a donc :
i sup 2 (2)] = 0 = Gim e, f(z)dz =0
et

lin%sup 12f(2)| =0 =|lim [ f(z

e—0
Ye

En faisant un passage a la limite (¢ — 0 et R — +o00) dans I’équation (1), on obtient :
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Il reste alors a calculer resf (—1). Puisque z = —1 est un péle d’ordre 2 de f, on a

resf (—1) = lim1 diz [(z+ 1)° f(2)] = —2im
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En identifiant les parties imaginaires, on obtient :

f+°° Inz
0 (1+=)®

de =0

Remarque : ce résultat peut se retrouver autrement. En effet
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En faisant le changement de variables u = % dans la deuxieme intégrale, on obtient :
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der =0

Corrections de ’exercice 2 (Série 2)

1) Puisque

d’ou

= 2 'Y (2)

27%Y (2)

H(z) = =

22+ a1z + as

22 — [2r cos 0] z + r?

2) Le plus simple est de partir du résultat

P1 1 P2 1

+
pr—p2l—pizt  pa—p11—paz? P2 — P

_ 1 { —p1 + P2
p2—p1 (1 —p1z71) (1 —pezt)
B 1
L= (pr4p2) 27t + prpez?

22

22— (p1 + p2) 2 + P1p2

Si pret py sont les zéros de 22 + a;z +as =0, on a

p1+p2 = —aj et p1pr = as

donc
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Mais

“+o0o
TZ[ptu(n)] = Y piz"

n=0
—+oo

= Z [p12_1}n

n=0
1

= T, pour |p1z | <1 |z| > |pi]

D’apres (?77), on obtient :

n+1 n+1 -
v~ Do sin(n+1)60
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