Solution de l’exercice 2 (série 1): Etude de la fonction multiforme
f(z)=vz-1

1) Pour définir les déterminations de f, on pose
7z — 1 = rel0F2km), keZ

Pour que le domaine de définition de f soit C privé de |—oo, 1], il faut couper le plan complexe par
la demi droite |—o0, 1], ce qui correspond & § € |—m, +n[. La détermination de rang k de f est alors

fo(z) = r3ef e 6 el—m +n[,r>0

et cette détermination est définie pour tout z € C\ |—o0,1]. Au point z =3, ona f =0 et r = 2.

Donc
-2k

11 suffit donc de choisir & = 0 pour avoir fi (3) = V/2. C’est la détermination principale de f définie
par

‘ fr(2) = r%eig, 0 € |—m, +m| |

2) Sur le bord inférieur de la coupure, on a § = —m et r =1 — x avec x € |—o00, 1], d’ou
| f(2)=V1—ze s |

Sur le bord supérieur de la coupure, on a @ = et r =1 — z avec x € |—o0, 1], d’on

() = V1—=c% |

Correction de ’exercice 2 (série 2)

1) a) Le paramétrage proposé z — a = re® est tel que dz = rie?df, d’ott

2T . zede 2T
1:/ e :/ i = 2ir
0 re’ 0

b) Le théoreme de Cauchy appliqué a la fonction f(z) = =1 sur le domaine D'\ D s’écrit

z—a

f(z)dz+ . f(z)dz=0

T+

soit,

(2)dz = f(z)dz = 2im
T+

rt
c¢) Lorsque le point a n’est pas dans le domaine D de frontiere I', le théoreme de Cauchy appliqué
a la fonction f permet d’obtenir
/ f(z)dz=0
r

1



2) La décomposition en éléments simples de f(z) = 25:3 s’écrit

f(z):3z—2:A B

22—z z z—-1
avec

. . 3z—2 : . 3z—2
Azlg%zf(z)—lli%z_ —2etB—£1£r%(z—1)f(z)—£1L% ~ =1
c’est-a-dire 5 .
o) =24

-1

z oz
2 1
/f(z)dz:/—dz+/ dz
r rz rz—1

Puisque le contour I" entoure les points z = 0 et z = 1, d’apres la question 1) b), on a

dz . / 1
— = 2iT et
r 2 rz—1

| [ f(2)dz = 6ir |

On a alors

dz = 2im

d’ou

Correction de ’exercice 2 (série 3)

1) En utilisant la détermination de f étudiée dans I’exercice 1 de la premiére semaine, on a

Y n(1l-u2) "In(1—2)
f(Z)dZ = /E de 6:>0/0 Wd(lﬁ
R . s +o00 . s
f2)de = / In(x—1) i / In(x—1) i
1 e—0,R—o0 [y

cD te x1+a€21a7r x1+a

c In(1-— n(1 =
[ s = 1) .%H_/ (-,
BIA! l—e rltae2ian e—0 0 pltaelian

Yeln(z —1)+in I (r— 1)+
/ f(Z)dZ = / 14+a  2iam - _/ 14+a  2iam dﬂf
DIt R i € e—0,R—o00 1 i €

AB

Le théoreme de Cauchy appliqué a la fonction f sur le contour I' s’écrit :

/F f(2)dz =0 1)

En faisant tendre ¢ — 0 et R — oo dans (1), et en utilisant les résultats admis concernant les
intégrales sur 7., 7. et Cg, on obtient :

1 . +o00 . o +00 . : 1 .
/ In (1 x)da: +/ In(z—1) i / In(z—1)+ i / In (1 x)das 0
0 1 1

x1+a xl—s—a ZEH_aGQiaﬂ 0 x1+a621a7r
soit :
1 o0 400
In (1 B .Z') —2iaw In ((E B ]') —2iam dx . —2iam
/0 — T dx[l—e ]+/1 — e dx[l—e ]—i—/l $1+a(—@7r)[1+e }
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Puisque

|1—x|:{ l—-zsiz<l1

r—1sixz>1
/+°° de  [a7® +°°_1
1 x1+oc_ —« 1 _CY

+oo ln]l—x! i i —2iam
A de[l—eQ ]:—[1+€2 ]

et que

on obtient finalement :

(e}
soit
oo ln|1—x|d im 1+ e 2om
0 xl—i—a a 1 _ e—2ia7r
T eiom + e—ionr
- E eiowr _ efiowr
T
= —cotg(ma)
(e}
et donc

0|1 -
/ udai: _ cot g (mav)
a

0 gjl"‘a

2) Pour montrer que le premier lemme de Jordan s’applique pour 'intégrale définie sur le cercle
Cg, on pose z = Re' et on étudie

Inr' 4+ (0" —7)
O = |R

Inr' 4+ (0"—m)
Ra

Lorsque z se déplace sur le cercle Cg, on a
R—-1<7<1+4R
En effet 7/ = |z — 1| = |Re’ — 1] et en utilisant la double inégalité
1] = 22| < |21 = 22| < |a1] + [
on a
R-1</<R+1

Par ailleurs on a

0<l <2r= |0 —m|<m
d’ou
In(1+R)+m

2f(e)] <



On en déduit (iR
0 < sup|zf(z)| < In(A+R)+m

Cr R~
In(14+R)+7

Puisque o > 0, on a lim Fa

= 0 et par suite
R—+oc0

lim sup |zf(z)| = 0= lim Je, f(2)dz =0

R——+00 Cr R—+o0

Le premier lemme de Jordan peut donc s’appliquer a 'intégrale définie sur Ck.



