Solution de ’exercice 1 : Etude de la fonction multiforme

f(z) = ng—+;Z) a€]0,1]

1) Définition de f(z)

Au vu du domaine de définition de f(z), pour définir 2! on coupe le plan complexe par la
demi-droite [0, +00[ et on pose z = re®*2™) k¢ Z. De méme, pour définir log(1 — z), on coupe
le plan complexe par la demi-droite [1, +0o[ et on pose z — 1 = /¢! +2'™) k/ ¢ 7. En remarquant

; ; / 7 .
quel —z=—(z—1)=e"(z— 1) = ¢+ on a successivement

«

log(l—2) = Inr' +i (0" +2k'7) +in

Zl—i—a — T1+aez(1+a)(0+2k7r)

< >
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Les déterminations de f sont donc définies par :
Inr’' +i (0 + 2k'7) +im ,
frw(2) = rltagi(l+ae)(0+2kT) k€ Z

Sur le bord supérieur de la coupure correspondant & z = x + iy, avec 0 <z < 1l et y — 07, on a
0=0,r=x0 =mnr"=1—x. Pour avoir des valeurs réelles sur le bord supérieur de la coupure,
il suffit donc de choisir k =0 et k' = —1, d’ou

_ Inr" i (0" — )

/ 2 /
f(2) TagiiTa)y (0,60) €10,2x[",r > 0,7 >0

2) Sur le bord supérieur de la coupure, on a deux régions :

e z=zx+1y, O0<z<l,y>0

On a alors 0 = 0,0’ =7 r =z et ¥ =1 — x, comme le montre la figure suivante :




d’ou

(z)zlngii:ax)

e z=x+1y, ©>1y>0

On aalors 0 =0,0 =0, r = x et ' = x — 1, comme le montre la figure suivante :

z

7
[ ¥6=0 X6 =0 .
0\_~
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d’ou

In(x—1)—m

1) ==

Sur le bord inférieur de la coupure, on a encore deux régions :

e z=zx+1y, O0<z<l,y<O

0 =2m,0 =m,r=uxetr =1—x, comme le montre la figure suivante :

d’ou

In(1—2x)
flz) = sltag2in(lta)

e z=x+1y, x>1,y<0

On a alors 0 = 27,0’ = 2n, r = x et ' = x — 1, comme le montre la figure suivante




d’ou

In(z—1)+ir
f(z) = sltag2in(lta)
e Enfin sur le demi axe z <0, onaf =70 =n,r=—x et =—z+ 1, dou
In(—z+1)

fz) =

(_m)lJra eim(1+a)

Indications pour I’exercice 2 : Etude de la fonction multiforme
)=V

1) Définir les déterminations de f a 'aide du module r et de 'argument 6 de z — 1. Vérifier que
'on doit couper le plan complexe C par la demi-droite |—o0, 1], ce qui correspond & 0 € |—m, +7].
Montrer qu'il suffit de prendre k = 0 pour avoir ¥/2 au point z = 3

2) Déterminer r et § sur le bord inférieur de la coupure et montrer que

[T =V 7]

Déterminer r et 6 sur le bord supérieur de la coupure et montrer que

| f(2) = V1—xe's |




