Solution de l’exercice 3 (Série 1)

1) On pose z = pe'l¥+26™) ayvec 0 < 6 < 27 et on obtient la détermination de rang k de la fonction

fe) 1 (0 + 2k
fr(z) = npi@i; il

qui admet pour coupure I'axe [0,+00[. Sur le bord supérieur de la coupure, on a § = 0,p = x et
z = x. Pour avoir log z = Inz sur AB, il suffit de prendre k = 0, c’est-a-dire de travailler avec la
détermination principale de f(z) :

Inp + 6

&) =3

2) Sur le segment CD, on a § =m,p= —x et z=x. Donc
In(—z)+im
fole) ==

tandis que sur le bord supérieur de la coupure, on a

Inx

fo(Z)Zm

3) La fonction f admet quatre poles simples qui sont les racines de z% 4+ 1 = 0, & savoir :

Y 43z 45z Gz
PpL=et,pp=et,pg=ect etp=e+

Les poles de f situés a l'intérieur du contour I' sont p; et p;. Puisque ces poles sont simples, on

peut déterminer les résidus de la fonction f(z) = gg; a ’aide de 'expression :
P (pi) log p;
resf (p;) = =
#) Q' (pi) 4p?
d’ou
im/4 AT e im/2 ,
= = — T = — 1
resf(p1) o T " (141)
3im/4  3im _x  3imy/2
= = — 'y = 1 — 9

4) Montrons maintenant que l'intégrale sur +. tend vers 0 lorsque ¢ — 0. Pour cela, on utilise le
premier lemme de Jordan qui nécessite d’étudier

limsup |z f(z)|
e—0 Ve

Sur 7., on a z = ee’? avec 0 < 0 < 2. Donc :

_ c|lne+i0)|
|1+ eteti|

|2/ (2)]



Mais |Ine + 0| < [Ine| + 27 et |1 4 te®| > |[1] — [e*e*?|| =1 — &%, d’on

€ ([lne| + 2m)
1—¢t

Le dernier terme tendant vers 0 lorsque € — 0 indépendamment de 6, on en déduit

0 < |zf(2)] <

lirr(l)sup |zf(2)] =0

Ye

D’apres le premier lemme de Jordan, on a alors

lim [ f(z)dz =0

e—0

De méme, sur Cg, on pose z = Re?. Puisque |1+ 2% > |[z4 - 1| =R*—1let § <2m, ona:

R[|In R| 4 27|
R —1

Le dernier terme tendant vers 0 lorsque R — +o00 indépendamment de 6, on en déduit

0<|zf(2)] <

Gim sup |2f(2)] =0

Cr

d’ou, d’apres le premier lemme de Jordan :

lim [, f(2)dz=0

R—+o00

5) La fonction f est holomorphe sur C privé de [0, +oo[ et des quatre poles pq, pa, p2 et ps. On peut
donc appliquer le théoreme des résidus a la fonction f sur le contour proposé. On obtient alors :

/ f(z)dz = (2im) [resf(p1) + resf(p2)]
ABUCRUDCU~.

car les seules singularités situées a l'intérieur du contour sont les poles p; et ps. Les intégrales sur
Ch et sur 7. tendent vers 0, lorsque R — +o00 et ¢ — 0. D’autre part :

400 1
/ g(z)dz  — / 1Y dx
AB R—400,e—0 0 1+ 1’4

0 In(— ; +o00 1 ;
/ o)z — / n ( x)+z7rdx:/ ne+im
DC R—+400,e—0 1 + x4 0 1+ 4

—0o0

Lorsqu’on fait la somme de ces deux intégrales on obtient

oo ] +o0 /2 V2
2/ ne dm+z'7r/ @ gin [—”f(1+z')+3”§;/_ (1—2’)]
0 0

1424 14 24 32

™2 72,
8 4

d’ou, par identification

1+24 4

o 1+t T 16
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d et
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Solution de l’exercice 3 (Série 2)

1) On a
noy(n) =x(n) + z(n — 1) + ... + x(n — ny)

En prenant la transformée en 7Z de cette égalité, on obtient :

noY(z) = X(2)+X(2)z 4+ ...+ X(2)z™
= (14214 +27) X(2)

c’est-a-dire (not1)
11—z
=—— X
ng 1—z71 (2)

On remarque que Y(2) egt une quantité indépendant du signal d’entrée x(n). Par conséquent, y(n
X(2)

est obtenu par filtrage linéaire (invariant dans le temps) de xz(n). De plus, la transmittance de ce
filtre est

() = L

ng 1—2"1

et sa réponse impulsionnelle est

1 1 1 z~(not1)
— 777} 1z
iln) ng {1—2—1} ng [1—2—11

d’ou

| h(n) = = [u(n) — u(n —ng — 1)] |

nQ

ou u(n) est ’échelon de Heaviside :
u(n) = 1sin>0
u(n) = 0 sinon
2) Vous avez vu dans 'exercice précédent que la TZ de x(n) = a"u(n) est

1

X(z) = = zia pour |z| > |a]
On en déduit
z
V() = ——H(:)
_ Zianio [+ 27 4 2™
et
Yoyt o LIS ke

no zZ—a
On voit donc que pour n > ng, Y (2)z" ! ne posséde quun pole simple z = a, ce qui permet
d’obtenir :

y(n) = res[Y(2)z""']|

zZ=a

n n—no
= lim(z—a)Y(2)z" ' = ¢ tota
z—a o




c’est-a-dire

"o 1 — ano—l—l

y(n) = pour n > ng

ng l1—a

Notons que ce dernier résultat n’est valable que pour n > ng, car pour n < ng, z = 0 est aussi un
pole de Y (z)z"L.
On peut trouver ce résultat plus simplement a 1’aide de la définition de y(n) :

noy(n) = z(n)+z(n—1)+..+x(n —ng)

= a"+ad" + . a0 sin > ng
1_an0+1
— gt
1—a

n
; , . 1 N N .
3) L'opération y(n) = ", > a(k) effectue un moyennage de x(n),...,z(n — ng), c’est-a-dire des
=n—ng
ng+ 1 dernieres valeurs du signal x. Lorsque le signal oscille autour d’une valeur constante C, 'effet
du moyennage est de diminuer les oscillations autour de cette constante. Prenons par exemple

ng = 9, on obtient le signal filtré suivant :

signal filtré

25

y(n)

Cette technique peut étre utilisée pour débruiter le signal z(n).



