Solution de D’exercice 3 (série 1) : Etude de la fonction multiforme

f(z) =+vz—1log(3 — 2)

1) On pose z — 1 = re!®20) L ¢ Z et 2 — 3 = ¢/e0+2K'") |/ ¢ 7. En remarquant que
3—2z=—(2—3)=¢"(z—3), on a successivement

log(3—2) = Inr'+i(0' +2k'n) +ir
Vz—1 = \/Feiw—g‘lmr
et donc :0+2k
fia(2) = {lnr’ +i (6" +26'm) +im} { re 2= ) kK €T

Aupoint z =4, ona @ =0, =10 =0 et r = 3. Pour avoir fi(4) = —im/3, il faut et il suffit
que
ekt =1 et (1+2K)=-1
e*T (14 2k) = —1 = ou
efm=—1 et (1+2K)=1
d’ott deux déterminations possibles :
k pair, par exemple k = 0, et ' = —1, soit :

f(z) ={lnr" +i0' —ir} {\/Fei%} : 0,0) € =, +x[,r> 0,1 >0

ou bien
k impair, par exemple k = 1, et k' = 0, soit :

£(2) = {Inv’ +i0 +in} {—\/Fe’%} . (0.0) €]—m 4, r > 0,0 >0

2) Sur le bord inférieur de la coupure, on a deux régions :
e x=x+1y, v<1,y<O0
Onaalors = —7m,0=—nr=1—x,1r=3—2x dou

pour la premiere détermination :

| f(2) ={In(3—2) — 2in} {—iv/1— 2} |

pour la deuxieme détermination :
(/&) =B o)} {ivIi—z}]

e z=x+1y, 1<zr<3,y<0

Onaalors 0 =0,/ = —m,r=2—1,r =3 —2x,dou

pour la premiere détermination :

| f(2) ={ln(3—=) —2ir}Vz — 1]

pour la deuxieme détermination :

L f) ={lnB-2)}{-vz—1}]




Sur le bord supérieur de la coupure, on a encore deux régions :

e z=x+1y, t<1,y>0
=m0 =n,r=1—2,7=3—12,dou

pour la premiere détermination :

‘ f(z)=In(3 —x) {i\/l—x} ‘

pour la deuxieme détermination :

| f(2) ={In (3 —=x) + 2ir} {—ivV1 -z} |

e z=x+1y, 1<zx<3,y>0
Onaalors0 =0, =n,r=x—1,7 =3 -z, dou

pour la premiere détermination :

[f(z)=n@B—z){Vz—1}]

pour la deuxieme détermination :

| f(2) ={ln(3— )+ 2in} {2 —1} |

Correction de ’exercice 3 (Série 2)

Puisque la fonction f est holomorphe sur C, le théoreme de Cauchy appliqué a la fonction f sur le
domaine délimité par I' s’écrit
/ f(z)dz=0
r

soit
/Ylf(z)dz—l—/mf(z)dz—l—/ygf(z)dz:O (1)

e Sur vp, z =z d’ou

R [e's)
/ f(2)dz :/ e dr — e d
" 0 R—oo J

On admettra que [° e % dz = @

e On admet que

/72 f(2)dz — 0



e Sur 73, 2 = re't avec 0 < r < R, donc 22 = r?e't = r?[cos (Z) +isin (5)] = ir? et

dz = e'idr, d’ou
0
/f(z)dz = /e_”’?ei%dr
73 R

o / " [eos (1) — isin (%)) dr

R

Puisque €% = cos (%) + isin ) = 72 (1+14), on a

/f )z ?(hti)([—ij)

En faisant le passage a la limite R — 400 dans (1), on obtient :

d’ou finalement, en multipliant par 2 (1 — 1) :
(1—i)yVT—2v2(I —iJ)=0

En identifiant les parties réelles et imaginaires, on obtient :

EERETYA

Correction de ’exercice 3 (Série 3)

Le contour I' est constitué de trois arcs de cercles de rayons R et ¢ notés Cr, 7_1. et 71 et de
trois segments de droites. La fonction f possede deux points singuliers isolés z =1 et z = —1 qui
ne sont pas inclus dans le domaine délimité par I'. Elle possede donc les propriétés nécessaires a
I’application du théoreme de Cauchy, d’ot :

[ e

En décomposant cette intégrale, on obtient, en remarquant que z = x sur ’axe des abscisses :

/__ h f(z)dz + / f(z)dz + h f(z)dz + / f(z)dz + f(z)dz + f(2)dz =

R —1+e€ 1+e C; (2)

ou le signe — dans 7. et 7_,; . signifie que le cercle est parcouru dans le sens inverse du sens
trigonométrique et bien sir le signe + dans C}; indique que le cercle est parcouru dans le sens
trigonométrique. On notera

L o= /_ :_E f(Ndz T = A F(2)dz

I; = h f(2)dz, Iy :/_ f(z)dz

I = | fo)de = [ f(2)dz
ch



e Ftude de I + Iy

Le changement de variable u = —x dans [; nous permet d’obtenir :

—1—¢€ erix R _ue—Qiu
L= L dr= | =—du

R . —2ix R 29w
L+l = / feidx%—/ S—
14e 2 —1 1re 22— 1

R 2ix _ ,—2ix
_ / x (e e 4Ty i
1

+€ r?2—1

L[z,
14 T -1

Donc

On voit donc que

+oo ;
lim I+ Is =| 2 / vsin 27) |
e—0,R—+o00 1 2 —1

o Ftude de I
On peut paramétrer le cercle y_;. par z = —1 +ee? avec 0 < § < 7. On a alors
Z-1 = (z=1)(2+1)
(—2 + 66”) et
et dz = ee"idh

Par suite

L = L F(2)dz

= _/+ f(2)dz
V-1,
_/7r (=1 + &) 2i(—1+ee’?)
0

(—2 + ei?) ge?

B g T (_1 + 862‘6‘) e2i€ei9
= —e 4 do
0 (=2 +ce?)

ce%idp

On admet qu’on peut intervertir le signe lir% et le signe foﬂ, ce qui permet d’obtenir :
£—

) T S €€i6 62i86i0
liml, = —ie_2’/ lim( ) 4
=0 o =0 (—2+ee)

|
= —ie_%/ —df
0 2

Y
= | —ize™
2




o Ftude de I,

On fait de méme que pour I, en utilisant le paramétrage z = 1 + ce? avec 0 < § < 7. On a
alors

-1 = (z-1)(2+1)
= e (2+ 66”)
et dz = ee”id
Par suite :

I, = f(z)dz

’yl,s

= — f(z)dz

+
'71,5

B lis (1 4 661’6) e?i(l-i—se”) 0.
= — . 4 ee”idf
0 ee'? (2 + ee'?)
' ™ (1 4+e 0 2ieet?
= —iem/ ( il ° do
0 (2 + ce??)

On admet a nouveau qu’on peut intervertir le signe lin% et le signe foﬂ, ce qui permet d’obtenir :
£—

‘ T 1+ €€i6 62i€6i0
liml, = —iem/ lim( ) 4 db
e—0 0 e—0 (2 + 5629)
Y o |
= —je* / —df
0 2
= —ige%

e [ntégrale Ig

En posant g(z) = -, on vérifie

Re®? ‘ R

sup [g(z)| = sup Trgmi T

CR 06[0,7@

Pour obtenir la derniere égalité, nous avons utilisé

|21 — 22| > |]21]| — |22|| = <
|21 — 22| = |]21] = |22]|

avec 21 = R?e%*? et 2, = 1. Le deuxiéme lemme de Jordan s’applique donc

lim f(z)dz=0

R—+o00 C«E

R——o00

c’est-a-dire



e [ntégrale I3
On découpe 'intégrale I3 en deux morceaux comme suit

1—e

I; = f(z)dz
—1+e
0 1—e
= f(z)dz+ f(z)dz
—1+e€ 0
0 2ix 1—e 2ix
- / v+ / S
l4e TT — 1 0 4 —1
Dans la premiere intégrale, on fait le changement de variables u = —x pour obtenir :

0 re2iT 1—e —qe2iu
A= —=—du

1—e _1.6—2195 + erm
13 = dx
0

d’ou

x?—1
— 9 / o —xSizn(Qx)dx
0 e —1

et par passage a la limite

1 .
limls = | 2i / sin(2z) ;o

=0 o 72—1

Un passage a la limite (¢ — 0, R — 400) dans Uexpression (2) permet d’obtenir

+oo in (2 ) 1 in (2 .
21/ osin (27) x)da;—ife—QZJrzi/ rsin () )T o —g
1 0

2 -1 2 2 -1 2
soit
T wsin (20) 1 =
T o T ,
/ —xas;n_( ff Tr = Zigem -+ ’L.EG_QZ = 5 cos 2

0



