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Exercice 1
1) Pour définir les déterminations de f(z) = [log z]?, il suffit de poser z = pe’®+2+™) et de choisir
comme coupure 'axe [0, 400], ce qui correspond & 6 € |0, 27[pour obtenir :
fr(2) = [Inp+i (0 + 2kn)]?

On choisit par exemple la détermination principale du logarithme qui correspond a k = 0. Sur le
bord supérieur de la coupure, on a # = 0 et p = x, d’out

fo(2) = [In 33]2
Sur le bord inférieur de la coupure, on a = 27 et p = z, d’oul
fo(z) = [Inz + 2i7]?

s ;31 Ppens
21 —=€e4,29g =€ 4,23=¢€+4

2) Les points singuliers isolés de g(z) sont les racines de 2* + 1 = 0, c’est-a-dire

e
et z4y = €2

Ce sont tous des des poles d’ordre 1. En utilisant la détermination de f(z) = [log z]* définie ci-dessus,

on a
loga” = (i7) =-T

4 16
It ]2 — BT\ _9_7T2
0g 22 = (3 4 = 16
ot — (i) - B
szl = "4 ) T 6
log zy)® = 17—7r 2 _ Mo
s = "y ) T 76

Les résidus de g en ces points se calculent alors facilement a 1’aide de ’expression :
P(z,)  [log z]?

vesg (z) = Q' (zr) - 423
On obtient
2 N m24/2
resg (21) = 5 %P (_?”Z) =2 1Y
(25) 972 ( 9,7T) 972 ( .7T) 9712 /2 (1-1)
resg (z2) = — exp(—9i—)=———exp(—i-)=—"-—(1—1
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2572 T 2572 T 25712 /2 .
resg (%) =~ 15 &P (_1522) T g O (22) =1 2z Ut
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3) La fonction g est holomorphe sur C\ (][0, +00[ U {21, 22, 23, 24} ). Donc le théoreme des résidus
peut s’appliquer a la fonction g sur le contour proposé (qui contient les quatre points singuliers
isolés) et s’écrit

g(z)dz = (QiW)Zresg(zk)
k=1
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De maniere tres classique, on parametre le cercle 7. par z = e avec 6 € ]0,2x[. On a dans ce cas
p=¢ et donc :
(Ine 4 i6)”

£ -
546419 + 1

29(2)| =

En utilisant les majorations classiques

lne +i0] < |lne|+27 = —Ine+ 27 (car € “petit”)
lete™ +1] > [1—|e*e™|| =1—¢* (car & “petit”)

on obtient sur le cercle v. la majoration

e(—Ine +2m)*
1—54 5:)00

0 <[zg(2)| <

limsup |zg(z)| =0
e=0 o,

Le premier lemme de Jordan permet alors de conclure a

lim [ g(2)dz =0

e—0

On fait de méme sur le cercle Cg avec z = Re'. Puisque |ee*’ + 1| > |R* — 1| = R* — 1 (car R
“grand”), on a :

R(In R + 27)°
0< Jsg(x) < TEEAZD.
d’ou

lim sup|zg(z)| =0

R—+o0 o

D’apres le premier lemme de Jordan, on en déduit :

lim fCR g(2)dz =0

R—+o0




Puisque les intégrales sur C'r et sur 7. tendent vers 0, lorsque R — 400 et ¢ — 0, on obtient par
passage a la limite dans 1’égalité provenant du théoreme des résidus

. 3 2
lim / g(z)dz+0—  lim / g(z)dz +0 = V2 + V2
AB cD 4

R—400,e—0 R—400,e—0
Mais sur AB, on a d’apres ce qui précede

In z]?

:x4+1

9(2)

De méme, sur C'D

o(z) = [In (z) + 2in]

xt+1
On en déduit
+oo [In z]? + [In z 4 2in]? im3y/2
dr — ——dr = 3v/2
/(; {L’4 T 1 X /0 ,1‘4 T 1 X A + T \/_

On obtient donc

+oo 1 +oo 1 3/2
—4m/ — dx+47r2/ do= V2 o
o xt+1 o rt41 4

En identifiant les parties réelles et imaginaires de ’équation précédente, on obtient

T Ing 2
I = de = ——V/2
/0 A1l =g Y2

teo T
J = ——dr = —V/2
/0 T 4\/_

Exercice 2

1) On sait que pour une fonction f définie de R dans R, le théoreme de dérivation s’écrit
TL[f'(®)] = pF(p)— f(07)
TL[f'®)] = p[pFE) = 0] - £(07)
= p’F(p) —pf(0*) = f'(0%)
donc en prenant la transformée de Laplace de 1’équation différentielle, on obtient

p’F(p) —p—2+3(pF(p) — 1)+ 2F(p) = G(p)
(P +3p+2)F(p)—p—5 = G(p)

__pt5h G(p)
P+3p+2 p?+3p+2

F(p)



Le trinome p? + 3p + 2 se factorise de la facon suivante

P+3p+2=(p+2)(p+1)

On a donc
p+5 1

A=y ) PP S ey

2) La décomposition en éléments simples de A(p) conduit &

aq a9
A= Tt
avec
ap = lim (p+1)A(p) = 51 =4
p——1 2—-1
a; = lim (p+2)A(p) = o2 -3
p——2 1-2

On en déduit
a(t) = (47" — 3e7*) u(t)

3) La fonction g(t) = e3u(t) admet pour transformée de Laplace G(p) = -

= 30 donc

1
(P+3)(p+2)(p+1)

On désire appliquer la formule d’inversion de la transformée de Laplace a la fonction G(p)B(p).
Répondre aux questions suivantes :

G(p)B(p) =

e Le contour de Bromwitch correspondant a ce probleme est

vy 4

J

C Ri
v+ 1T B
K >
0 X
y- JA

L

Contour de Bromwich

ou le segment AB est d’équation x = ¢, avec ¢ > —1,
séerit e
e G(p)B(p) s'écrit Bp) Avec
N(p)=1et D(p) = (p+3)(p+2)(p+1)

Puisque deg(N) = 0 < deg(D) = 3, I'intégrale sur le contour circulaire tend vers 0 lorsque
R — o0,



e La fonction G(p)B(p)eP* admet comme points singuliers isolés p; = —1,p; = —2 et p3 = —3.
Les résidus en ces points se calculent simplement car ces points singuliers sont des poles simples

tes (GBI} (-1) = T (p+ 1) GBI = 5
res {G(p)B(p)e'} (=2) = lim (p+2)G(p)B(p)e” = —e™
tes (GBI} (-3) = lim (p+3) GBI = 3¢

e La solution de I’équation différentielle f(¢) s’écrit finalement

1
ft) = a®)+5— [ Gp)Bp)"dp
i Jpy
= a(t) + > res {G(p)B(p)e™ } (pi)
p; psi de GB situé a 'intérieur de BJCKLAB
1

—e 3 u(t)

1
= (4e" =3 ) ult) + {ge_t —e % + 5

9 1
= <§e_t —de”? + 56_&) u(t)

Exercice 3
1) En prenant la transformée en Z de 1’équation récurrente

y(n+2) —3y(n+1)+2y(n) =z(n), n>0

on obtient
22Y(2) — 32Y(2) +2Y (2) = X (2)

d’ou

Y(2) I
X(2) Tl 223210
Le dénominateur de cette fonction de transfert se factorise comme suit
1 1
2-3241 (2-1)(z—2)

H(z) =

H(z) =

La fonction de transfert H(z) possede donc deux poles simples z = 1 et z = 2. Elle ne posséde pas
de zero.
2) La formule d’inversion de la transformée en 7 s’écrit :

h(n) = Zres{H(z)z”__l}
- Zres{(z—ixz—z)}

olt les résidus sont calculés en tous les points singuliers isolés de H(z)z""! situés a I'intérieur d'un
contour fermé entourant le domaine de convergence. Dans cet exercice, le domaine de convergence
est |z| > 2.




e Pourn=0, on a

h(0) =Zfes{z(z—1§(z—2>}

n—

Les points singuliers de H(z)z"* sont 2 =0,z =1 et z = 2. Les résidus en ces points sont

tes {H(z)2""} (0 :£%2W®V”1=%
res {H(z)2""'} (1) = hm (z—1)[H(2)z""] = -1
res {H(2)2"'} (2) = hm (z—2) [H(z)2""] = %
On voit donc que
h(0):%—1+—:0

e Pour n > 1, 0n a

i = {0+ { g} ©

= —1+2"!

4) La sortie du systeme notée y(n) est telle que

y(n) =xz(n)xh(n) < Y(z) = X(2)H(2)

Lorsque l'entrée est z(n) = u(n), on a

= {1 pour |27 <1e 2] > 1

= Lpour |z| > 1
z—1

On en déduit
z 1 z

z—1(z=1)(z—2) - (z—1)" (2 —2)

Pour trouver la sortie y(n), il suffit d’inverser la transformée en Z ci-dessus. On a alors
y(n) = Zres {Y(2)z"""}
o)
— Y res 2
(z—1)" (2 —2)

Y(z) =




Pour n > 0, la fonction #

en z = 2 se calcule simplement

i (e} (R o

En utilisant le rappel, on a

{ (- = 1;”(2 py } dz {(z Vs 1;;(2 - 2>1

—~
—

~—
Il

z=1

On en déduit

) admet un pole simple z = 2 et un pole double z = 1. Le résidu



