
 
 

 
 
Correction d'Examen Variable Complexe Samedi 19 Janvier 2008 
 
 
Exercice 1 
 
1) Pour définir les déterminations de ( )f z = z  ayant pour coupure le demi axe des réels 

positifs, il suffit de poser z = ρei(θ+2kπ) avec ] [0, 2θ π∈ pour obtenir : 
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Au point z=-1 on a ρ=1 et θ=π, d'où 
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On choisira la détermination principale correspondant à k = 0, ( ) 2
0

i
f z e

θ

ρ= , sachant que toutes 
les déterminations de rang pair conviennent. 
 
Sur le bord supérieur de la coupure, on a θ = 0 et ρ = x, d’où 

( )0f z x=  
Sur le bord inférieur de la coupure, on a θ = 2π et ρ = x, d’où 
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2) Les points singuliers isolés de ( ) 3 1
zg z

z
=

+
 sont les racines de z3 + 1 = 0, c’est-à-dire 
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Ce sont tous des  pôles d’ordre 1. En utilisant la détermination de ( )f z = z  a définie ci-dessus, 
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Les résidus de g en ces points se calculent alors facilement à l’aide de l’expression : 
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On obtient 
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3) La fonction g est holomorphe sur [ [ { }( )1 2 3\ 0, , ,C z z+∞ U z . Donc le théorème des résidus 
peut s’appliquer à la fonction g sur le contour proposé (qui contient les 3 points singuliers 
isolés) et s’écrit 
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On décrit le cercle γε par z = εeiθ avec θ ∈ ]0, 2π[. On a dans ce cas ρ = ε et donc : 
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En utilisant les majorations classiques 
3 3 3 3 31 1 1i ie eθ θε ε+ ≥ − = −ε  (car ε “petit”) 

on obtient sur le cercle γε la majoration quand ε→0 
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Le premier lemme de Jordan permet alors de conclure à 
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Sur le cercle CR on a  z = Reiθ. Puisque 3 3 3 3 31 1i iR e R e Rθ θ 1+ ≥ − = −  (car R 

“grand”), on a quand R→∞ : 
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d’où 
lim sup ( ) 0
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D’après le premier lemme de Jordan, on en déduit : 
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Puisque les intégrales sur CR et sur γε tendent vers 0, lorsque R → +∞ et ε → 0, on obtient par 
passage à la limite dans l’égalité provenant du théorème des résidus 
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Mais sur AB, on a d’après ce qui précède 
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De même sur CD 
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On obtient donc 
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d'où le résultat de l'intégral recherché 
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Exercice 2 
 
On considère l’équation différentielle 
 

( ) ( ) ( ) ( )" 4 ' 4 ,         0f t f t f t g t t+ + = >  
 
avec les conditions initiales suivantes 
 

f (0) = -2 et f '(0) =8 
 
1) On sait que pour une fonction f définie de R+ dans R, le théorème de dérivation s'écrit 

( ) ( ) ( )' 0TL f t pF p f +⎡ ⎤ = −⎣ ⎦  

( ) ( ) ( ) ( )2" 0TL f t p F p pf f ' 0+ +⎡ ⎤ = − −⎣ ⎦  
En prenant la transformée de Laplace de l'équation différentielle, on obtient 
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On a par factorisation ( )22 4 4 2p p p+ + = +  
d'où 
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2) Première méthode : 
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Par identification, nous avons 

1 2a = − , 2 12 0a a+ =  
d'où   1 22, 4a a= − =
Deuxième méthode pour un pôle d'ordre 2 : 
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Cette deuxième méthode est généralisable à un pôle d'ordre n sans la résolution d'un système 
d'équation linéaire, mais avec des calculs de limites et de dérivations supplémentaires. 
 
On en déduit, à l'aide des tables de transformation : 
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3) La fonction g(t) = 6e−2tu(t) , admet pour transformée de Laplace ( ) 6
2
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On désire appliquer la formule d’inversion de la transformée de Laplace à la fonction G(p)B(p). 
 
• Le contour de BROWICH correspondant à ce problème : 

où le segment AB est défini par x=c, avec c>-2 
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• G(p)B(p) s'écrit N(p)/D(p), avec deg(N)=0 et deg(D)=3. L'intégrale sur le contour circulaire tend 
vers 0 lorsque R→∞. 



• la fonction G(p)B(p)ept admet comme point singulier isolé p1=-2. Il s'agit d'un pôle d'ordre 3. 
D'où 
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• La solution de l’équation différentielle f (t) s'écrit 
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