INP ENSEEIHT 3

Correction d'Examen Variable Complexe Samedi 5 novembre 2011

Exercice 1

1) on pose z = p ™ avec G e ]O, 27z[ dans le cas d'une coupure le demi axe des réels positifs ;

la détermination d'ordre k pour la fonction f (Z) = % est:
z

_(H+2k7z‘)

Aupointz=-1,nousavonsp=1; =r.
_j(/r+2kzz) )
f(z=-1)=e’ 2 =—j(-1)
Le choix de k=0 vérifie la condition imposée. Nous avons donc
N
fo (Z) = Le E
7

Sur le bord supérieur : p=x et 6=0, d'ou

fo(Z)Z%

Sur le bord inférieur de la coupure, on a 0 =2mw et p =x, d’ou

2) Le point z=-10 est un pdle simple pour la fonction g (Z) =

1
Jz(z+10)
Les résidus de f en ce point se calculent facilement a I’aide de I’expression :

resg(z=-10)= lim (z+10)g(z)= lim f(z)= L __ ]

9( )= Jim (2+10)g(z) = lim f(z) o o
3) La fonction g(z) avec le choix de fy(z) est holomorphe sur ABUC, UDC U y. . Donc le
théoréme des résidus s’applique a la fonction g sur le contour proposé (le point singulier isolé z=-
10 se trouve a l'intérieur) et s’écrit

9(z)dz=2jrresg(z :_10):2_”

Jio

On décrit le cercle v, par z = e avec 6 e 10, 2n[. On a dans ce cas p = € et donc :

2g(2) | %

(10+£e)
En utilisant les majorations classiques

J.ABUCE uDCuy,




‘86‘0 +10‘ > ‘10—‘881‘9‘ =10—¢& (car & “petit”)

On obtient sur le cercle y. la majoration quand &0

Jz

Oé‘zg(z)‘slo

— 0, limsup|zg(z)|=0
—-& &£—0

Le premier lemme de Jordan permet alors de conclure a
lim| g (z)dz=0

Ve

Sur le cercle CR on a z=Re". Puisque |Re” + 10‘ > ‘10—‘Rej9‘ =R—-10 (car R “grand”), on a

quand R—o0 :

-0

JR
0<|zg(z)/ <
1@< 75,
D’ou
g{im sup|Zg(Z)| =0
D’apres le premier lemme de Jordan, on en déduit :
lim| g(z)dz=0

R—o0 JCr

Puisque les intégrales sur Cg et sur v, tendent vers 0, lorsque R — +o0 et € — 0, on obtient par le
passage a la limite dans 1’égalité provenant du théoréme des résidus

2
li z)dz+0— i z)dz+0=—%=
R»LI:?AO Bg( ) Razoljlglﬁoc-[)g( ) /10
Mais sur AB, ona: g(z):ﬁ)
X + X
De méme sur CD : 9(z)=- !

Jx (10 + x)
On obtient donc

dx -dx 2z

I:\/}(10+x)_j°w\/§(10+X) Wio

D'ou le résultat de l'intégral : | =

T
V10

Exercice 2

1) En prenant la transformée en Z de 1’équation récurrente
y(n-2
y(m) -2 =x(n-

On obtient



Y(z)=z‘1X(z)+%z‘2Y(z)

. . - Y(z) 4z
D'ou la fonction de transfert définie par : H (z)= =—
X(z) 4z*-1
2) La transformée en Z de u(n) s'écrit :
S -n - -n 1
U(z):TZ[u(n)]:Z;‘u(n)z :Z;z =7

3) Connaissant U(z) et H(z), nous avons

47 2 A
H(z)U(2)z"" = 2" =
2V 4722 -1z-1 (422—1)(2—1)

Pour tout n >= -1, les points singuliers sont 3 pdles simples : 2;=1 ; 2,=-1/2 ; 3=1/2.

. 47" 4

Pour z=1, 111_1}}(2—1) (422 _1)(2_1) _E
1 47™! 2™ 1
P =1/2, i - = lim —=~
ours ’zirll}z(z 2)(422—1)(2—1) zirlr/lz(zzﬂ)(z—l) 2"

4Zn+1 22n+1 1

Pour z=-1/2, lim

(z+lj . = lim - .
a7 2) (427 -1)(z-1) =2 (22-1)(2-1) 3x(-2)

Selon la formule d'inversion et a 1'aide du théoréme des résidus, nous avons :
4 1 1 1

=353

4) A l'aide de la relation &n) = u(n)-u(n-1), on peut déduire la réponse impulsionnelle h(n) du
systéme par h(n) = r(n)-r(n-1)

Exercice 3

On considere 1’équation différentielle
d’ d
—f(t)-3—f(t)-2f(t)=g(t t>0
S-S rm-2t =0 t>

Avec les conditions initiales suivantes

f(0)=0, af(o)z—f(o)zl



1) Appliquons le théoréme de dérivation :
TL[ f'(t)]=pF (p)-f(0")=pF(p)
TL[ f"(t)]=p’F(p)-pf (0°)-f'(0")
TL[f(”(t)}: p’F (p)-p*f(07)-pf'(07)-f"(0")=p’F(p)-p-1
En prenant la transformée de Laplace de I'équation différentielle, on obtient
P'F(p)-p-1-3pF(p)-2F(p)=G(p)
(p*-3p-2)F(p)-p-1=G(p)

D'ou

p+1 G(p)
F ( p) T A T an
p°-3p-2 p -3p-2
Par identification nous avons

p+1

v
p’-3p-2

2) La factorisation de p’—3p—2 conduit a :

p3—3p—2:(p+1)(p2— p—2):(p+1)2(p—2)
Nous avons :
1 1 1

1
G T e

A T'aide des tables de transformation, nous avons
1 2t —t
t)=—(e* - t
a(t) 3 (e —e™)u(t)

3) La fonction g(t) = ‘u(t) , admet pour transformée de Laplace G ( p) = 1 , donc

P
1 A
G(p)B(p)=
p(p+1)°(p-2) ]
a) Les 3 PSI de 1la fonction G(p)B(p)e™ sont [
p,=0,p,=-1 p,=2. Afin qu'ils se trouvent a gauche du R

segment AB le contour de BROWICH correspondant a ce K
probléme est celui ci-contre ou le segment AB est défini par 0
x=c, avec ¢>0. Ici c=2, la partie réelle du PSI le plus a droite.

b) G(p)B(p) s'écrit N(p)/D(p), avec deg(N)=0 et deg(D)=4. L
L'intégrale sur le contour circulaire tend vers 0 lorsque R—oo.

c) po=-1 estun pdle d'ordre 2. Nous avons

v



res{G(p)B(p)e™}(~1) = lim - (p+1 G(p)B(p)e”

paldp
t te™(p*-2 2p-2)e”
= lim — e’ = lim ° (p p) (2p=2)e :l(3t+4)e’t
p>-1dp p(p—2) ro-t (p —2p) 9
Pour les deux autres poles simples, nous avons

pt 1
resiG(p)B(p)e™(i)=1impG(p)B(p)e™ =lim ¢ =——
{G(p)B(p)e™}(i)=1im pG(p)B(p) I (po2) 2

. e” 1
res{G(p)B(p)e’ }(2)—1')13(p 2)G (p)B(p)eptzlpgr%p(pH)z=§e2‘

d) La solution de I’ équation différentielle f (t) s'écrit
)+ —'[ )efdp

:a(t)+ z res{G(p)B(p)ept}(pi)

p;PSI de GB situé a l'intérieur de BICKLAB
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