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Correction d'Examen Variable Complexe Samedi 7 Novembre 2009

Exercice 1

1) Pour définir les déterminations de f (z) =1log z ayant pour coupure le demi axe des réels positifs,

i(0-+2kn)

il suffit de poser z = pe avec 6 € |0,27[ pour obtenir :

f(z)= 10g[pei(5+2k”)} =log p+i(6+2kx)
Sur le bord inférieur de la coupure, nous avons 6=2m, d'ou la partie imaginaire de la détermination-k
2(1+k) 7
Le choix de k= -1 permet donc d'annuler la partie imaginaire. Nous avons donc
f (z)=logp+i(0-27)

Sur le bord supérieur de la coupure,ona@=0et p=Xx,d’ou
f, (Z) =log X—27i
Sur le bord inférieur de la coupure, ona 0 =2m et p=Xx, d’ou
f, (Z) =log x

2
logz
2) Les points singuliers isolés de g(Z) = [ 711 sont les racines de z* + 1 = 0, c’est-a-dire

iz 37 57 i1z
z=e',z=e*,z=ectz ="
Ce sont tous des poles d’ordre 1. En utilisant la détermination de f(z) définie en 1), les résidus de g
en ces points se calculent alors facilement a 1’aide de I’expression :
2 2
P(z) _[logz] _-(6,-27)

reSg(Zn):Q'(Zn) 4Zn3 = 4Zn3

Onobtient resg(z)=————>—=-—7z'e *



3) La fonction g est holomorphe sur C\ ([O, +o[U{Z,2,z, 24}). Donc le théoréme des résidus

peut s’appliquer a la fonction g sur le contour proposé (qui contient les 4 points singuliers
isolés) et s’écrit

_ A7 4ot p5e’t _ogt ve'h)

g(z)dz:ziyziresg(

n=1

3
'6” J2 (40440~ 24+ 24i) = o 2-r\2

On décrit le cercle v, par z = ge'’ avec 0 € 0, 2. On a dans ce cas p = ¢ et donc :

[10g8+i(49—27[) ’

‘zg(Z)‘ =& g4e4|(.9 27) 41 ‘

.[ABUCE;U DCuy,

En utilisant les majorations classiques

4,4i(0-27) 4,.4i(0-27)

gt 1‘ ‘ s'e =1-¢* (car € “petit”)

‘log5+|(9—27z ‘_|logg|+|«9—27z'|3—logg+27z

on obtient sur le cercle y, la majoration quand &0

g(—loge+2
0< ‘zg(z)‘ < ( lg - 7) -0, lin%sup|zg(z)| =
—& &>
Le premier lemme de Jordan permet alors de conclure a
£IE)IOIJ‘ g(z)dz=0
Sur le cercle CR ona z=Re". Or
R*g"(?-27) +1‘ > ‘1 —|R*e"*?| = R* —1 (car R “grand”)

llog R+i(0—27) <|log R +|0 - 27| < log R+ 27

on a quand R— :

-0

R(log R+27)’
Os‘zg(z)‘g ( —— )

d"ou lim sup|z9(2)| =

D’apres le premier lemme de Jordan, on en déduit :

lim CRg(z)dz:o

Puisque les intégrales sur Cg et sur vy, tendent vers 0, lorsque R — +o et ¢ — 0, on obtient par
passage a la limite dans I’égalité provenant du théoréme des résidus

lim g( )dZ+O— hrn j dZ+0—— \/5—7[3\/5

R—>w0,6—0 4
Mais sur AB, on a d’apres ce qui précede
\2 2 2
(logx—27i)" (logx) 4z 47 log x

g(Z)z 4 =

xt+1 X+l X+l X+l

De méme sur CD



(log X)2
X' +1

9(z)=

On obtient donc

2 2
J-O [(IOgX) 4z L 47z10gX]dX_

w(logx)z iz’ ,
'[ dX:T \/5—72'\/5

X+l X +1 X' +1 o x*+1
4] dx—i47zj°°1°gxdx—i£3 222
o X' +1 o X' +1 4

Par identification on trouve

| :—[’jﬁj/%:—% 2. J :(7Z3\/§)/47r2 =g7z

Exercice 2

1) En prenant la transformée en Z de 1’équation récurrente
y(n+2)-5y(n+1)+6y(n)=x(n), n>0
on obtient

Z’Y(z)-52Y(z)+6Y(z)= X(2)

Y(z) 1
X(z) Z2-5z+6
La factorisation du dénominateur de cette fonction de transfert donne
1 1 1 1
H (Z) =2 = = a
zZ2-5z+6 (z-2)(z-3) z-3 z-2

—1 —1

d'ous la fonction de transfert définie par : H (z)=

. . . z Z
Afin d'identifier les coefficients a; et @, dans H (Z) = = -
l-az" 1-az
On divise les numérateurs et les dénominateurs par la variable z d'ou
7! 7!
H(z)= -
(2) 1-3z" 1-27"

Les coefficients sont : a; =3, a, =2.
2) La transformée en Z de u(n-1) s'écrit :

Tz[u(n—1)]=§u(n—1)z-“ :iz‘” -

n=0 n=1 -z

. . az
3) En comparant H(z) et TZ[u(n-1)], on a amené a étudier la fonction " =
az

4

Or, F(
a

j<:>a”f(n),d'of1

72" L a/j }: "z [%} —a'u(n-1)
—a/z —-1/Z




L'utilisation de cette relation permet l'identification de la réponse impulsionnelle de ce systéme :
h(n)=TZ"'[H(z)|=3""u(n-1)-2""u(n-1)=(3""-2"")u(n-1)

Exercice 3

On considére 1’équation différentielle

4+ Lt )=g),  t>0
dt’ dt
avec les conditions initiales suivantes
d d?

F(0)=1, < T(0)==2 —=1(0)=3
1) On sait que pour une fonction f définie de R+ dans R, le théoréme de dérivation s'écrit
L F()]= pF (p)- 1(0')
TLL£(0)] = F (p)- ot (0°)- 1(0")
TL[fm(Q]z;fF(p)—pszY)—pf(O+}—f%0+)
En prenant la transformée de Laplace de 1'équation différentielle, on obtient
pP’F(p)-p’+2p-3+pF(p)-1=G(p)
p(p?+QF(p)—p2+2p—4=G(p)
d'ou
2
F(p)= P —22p"'4Jr G(zp)
p(p’+1)  p(p’+1)

Par identification nous avons

-2p+4
Alp) =y @ BP)-

1
p(p”+1)

2) Nous avons :

_a+ azp+3_(az+az)p2+a]p+a3
P+l p p(p” +1)

A(Pp)

Par identification, nous avons

a,=4,a,+a, =1, a=-2
dou a=-2,a =-3,a =4
On en déduit, a I'aide des tables de transformation :

a(t) = (4—2sint —3cost)u(t)

3) La fonction g(t) = ‘u(t) , admet pour transformée de Laplace G( p) = 1 , donc
p



IR S TR N
p(p’+1) P P+l
On désire appliquer la formule d’inversion de la transformée de Laplace a la fonction G(p)B(p).

G(p)B(p)=

* Les trois PSI de la fonction G(p)B(p)e”* sont p, =0, p, =i, p, =—i. Afin qu'ils se trouve a gauche

du segment AB le contour de BROWICH correspondant a ce probléme est celui ci-contre ou le
segment AB est défini par X=c, avec ¢>0
* G(p)B(p) s'écrit N(p)/D(p), avec deg(N)=0 et deg(D)=4. L'intégrale sur le contour circulaire tend
vers 0 lorsque R—o0.
* P1=0 est un pdle d'ordre 2. Nous avons
d
pt pt
res{G(p)B(p)e"|(0)=lim - p'G(p)B(p)e
d e* . te"(p’+1)-2pe”
=lim =lim 5 =
p—0 dp p +1 p—0 (p2+1)

pour les deux autres poles simples, nous avons

. . e” 1
res{G( p)B( p)ept}( )= hm( p-i)G(p)B(p)e™ = léi?m:‘zet
pt
res{G(p)B(p)e"} (1) = lim (p+1)G(P)B(p)e" = lim - F = e
* La solution de I’équation différentielle f (t) s'écrit
+_.[DT e"tdp A y
:a(t)+ Z res{G(p)B(p)em}(pl) J \B
P PSI de GB situé a l'intérieur de BICKLAB /'
. 1 1 R
=(4—2smt—3cost)u(t) (t——e +—€ ju(t) A
2i 2i K -
=(4+t—3sint—3cost)u(t) of , -
|
Ll A
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