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Corrections de la série d’exercices n°3

ex 9.1

On rappelle que I’équation de la chaleur ou équation de Laplace

étudiée en cours se généralise en 2 dimensions par :

T (zyt) g 0*T(xyt) | 0*T(zy.t)
oS G i s Dy }

En régime stationnaire, les grandeurs ne dépendent pas du temps

et ’€quation devient

0T (xy)
Ox?

0*T(z,y)

Oy? =0

_I_

On utilise la méthode de séparations des variables comme dans

I’exercice 8.1 en posant :

T(z,y) = T(z,y) = g(x)h(y).

En remplacant dans 1’équation du dessus on arrive a :

g"(x) _ My

g(x) h(y)

Le membre de gauche de cette équation dépend de x et celui de
droite de y, or X et y sont deux variables indépendantes donc les

rapports sont égaux a une méme constante \.
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On étudie la forme des solutions selon le signe de .

g"(x) _ g2
gle) — d-.
La solution est de la forme g(x) = A cosh(dx) + B sinh(dz).

Supposons A > 0, on pose alors A = d” et on résout

On utilise les conditions aux limites.

Vy € [0,a] T(x =0,y) = g(0)h(y) = 0 donc ¢g(0) = 0 c’est-a-
dire A=0.

Ensuite, Vy € [0,a] T(x =b,y) = g(b)h(y) = 0 donc g(b) =0
c¢’est-a-dire B sinh(db) = 0. On doit donc avoir B=0 ce qui ne ce
peux pas car alors g=0 et T=0. Or la fonction nulle n’est pas solu-
tion a cause des conditions aux bords supérieur et inférieur. Donc
en en déduit que A < 0

En fait, on exclut immédiatement le cas ou la constante est nulle
car alors les fonctions g(x) et h(y) seraient des fonctions linéaires
et si g(x) est linéaire, comme elle est nulle en O et en a , alors g(x)
est nulle. Donc il nous reste a traiter A < 0, on pose alors A = —d”
La solution est de la forme g(z) = A cos(dx) + Bsin(dz).

On utilise les conditions aux limites pour déterminer A et B.

Vy € [0,a] T(zx=0,y) = g(0)h(y) = 0 donc g(0) = 0 c’est-
a-dire A=0.
Ensuite Vy € [0,a] T(x =b,y) = g(b)h(y) = 0 donc g(b) = 0
c’est-a-dire Bsin(db) = 0. On ne peut pas avoir B=0 (ce qui

conduirait a la solution nulle) donc il existe un entier n tel que
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db = nm. Ce qui s’écrit d = 5~. On a une famille de solutions
possible pour g de la forme :
gn(2) = By sin(*7*)
On résout ensuite 1’équation de la fonction h, connaisssant les va-
leurs possibles de la constante.
hn(y) = C, cosh(%2) + D,, sinh(=¥)
D’ou une famille de solution 7},(x, y) de la forme :
To(z,y) = gn(@)ha(y)
Toute combinaison linéaire de ces fonctions est solution d’ou I’ ex-
pression générale de T(x) :
T(z,y) = >~ Bysin(®32)(C,, cosh(F2) + Dy, sinh(%52))

On utilise les conditions aux limites en y=0

Vo €0, T(e,y=0)=T1=20= 5, gu()ha(0)
Soit :
Tl =20 = 2?21 B, sin(%)(C’n)

On pose E, = C,,B,,
LLa somme ci-dessus s’écrit :

Yz €[0,b] T1=> 2, E,sin(")

On reconnait le développement en série de Fourier de la fonction

impaire de période 2b qui vaut T1 sur [0,b] et on a I’expression de
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son coefficient de Fourier.
x=>b
E, =2 [ T1sin("*)dx

Soit: F,, = 2T1(1;7§_1) ). Seuls les termes correspondant a n impair

sont non nuls

Enfin, on utilise le dernier bord pour déterminer les D,
Ve e [0,0) T(x,y=a)=T1=g(x)h(a)
T1 =73, B,sin(*)(C), cosh(54) + D, sinh(%52))
Les F,, = C,,B,, on déja été déterminés.
On pose F,, = (B, cosh(*3*) + B, D, sinh(“7%)) , alors I’expres-
sion ci-dessus s’écrit :
T1 = Y 7, F,sin(*7*) On reconnait le développement en série
de Fourier de la fonction impaire de période 2b qui vaut T1 sur

[0,b] et on a I’expression de son coefficient de Fourier. Finale-

2T1(1—(—1)")

ment F),, = . Seuls les termes correspondant a n impair

sont non nuls
(2;1_{%) [1— cosh(—(2p+1)m)]

sinh

s N
D’ou By 1Dy =

4T
Et Eopi1 = (2p+1)m

Et finalement :

((Qp—l—bl)ﬂa>

T(z,y) = ]13280 (zﬁﬂ) Sin((2p+b1) )[c Sh((2p+1)7ry)_|_

[1— cosh(M)] . 2p+1)m
e sinh( 2]
sinh(~=—"—)




