Exercice 1

1. On considere deux suites numériques (uy )nen et (Vn)nen telles que up ~ vy,
Démontrez que u, et v, sont de mdme signe & partir d’un certain rang.

1
2. Déterminez le signe au voisinage de 'infini de : u, = sh (ﬁ) — tan (-:—l)

1. Par définition il existe une suite (an)nen qui converge vers 1 et telle que,
& partir d’un rang ng, on a u, = vp0y. On choisit un rang n; & partir duquel
ay > 0 et alors, pour n > max(ng,n1), on a u, et v, de méme signe.

3

2. Comme, en 0, on a les développements limités sh(z) = = + % + o(z?) et
3

tan(z) =z + % + o(z?), par différence u, —~= ~ B3 et, donc, u, < 0 pour

n assez grand.

Exercice 2
On considére dans R les deux suites (u,) et (v,) définies par :
Vel
1 1
unzzﬁetvnzu,fl-m-

i=0
1. Démontrez que ces deux suites sont adjacentes.
2. On admet que lim u, = e. Démontrez que e est irrationnel.

n—00

Indication : on pourra raisonner par ’absurde et supposer que e = = ou p et
b b P

QS

g sont deux entiers naturels.

1. On a immédiatement croissance de (uy)n et convergence vers 0 de la suite
(Un, — Un)n-

1 2 —
De plus v, — ¥n+1 = n

nl (n+1)! - (n+1)!
décroissance de (vn)n>1. Cela montre que (un)n et (vn)n sont adjacentes.

> 0dés quen > 1, d’ol la

2. En fait (uy,),, est strictement croissante, v; = v et (Un)n>2 est strictement
décroissante. Donc, pour tout n € N*, Uy < € < Up.

Si e € QQ alors il existe p et ¢ dans N* tels que e = P et alors Ug<e<ug+ =
q

ql
d’ott qlu, < p(q — 1)! < qlug + 1 ce qui est absurde car qlu, est entier et donc
lglug, q'uq + 1[NN =@. Donc e ¢ Q.




Exercice 3
1. Pour une suite de réels (u,,), énoncez le eritere de Cauchy.
2. Soit f une fonction dérivable de ]0, 1] dans R telle que Var E]() 1, [/ (x)] < L

On pose, pour tout entier naturel n non nul, U, = f ( ) Démontrez, en

utilisant le critere de Cauchy, que cette suite converge.

1. (un)n est dite de Cauchy si pour tout € > 0 il existe n. dans N tel que,
pour tout (n,p) €N, (n = ne = |unyp — Un| < £).

On rappelle qu’une suite de nombres réels converge si, et seulement si, elle est
de Cauchy.

2. L’inégalité des accroissements finis prouve que f est lipschitzienne de rap-
port 1 sur |0, 1].

1 1
Si (n,p) e N* x N alors |Upip — Un| <

n+p n

Comme la suite de terme général — converge vers 0 elle est de Cauchy et,
n

done, (U,)., est également de Cauchy et, par conséquent, convergente.

Exercice 4
cos(x
1. Déterminez le développement limité & 'ordre 5 de f : z +— 1—(2
—x

2. Donnez, pour k €{0,1,2,3,4,5}, la valeur de f*)(0).

1. Il s’agit & coup str de développer en 0.

22 gt
flz)=(1- ? + 24)(1 +z + 2% + 2% + 2* + 2°) + o(z”) par produit, soit
w2 x®  13z*  132°
=1 i
f(z) +x+2+2+ 21 24

2. f est le produit de fonctions développables en série entiere sur | — 1, 1{, elle
est donc de classe C* sur cet intervalle. Le développement limité est par suite

+ o(z®).

&) (0
son développement de Taylor, & savoir f(z Z f w + o(z®) d’ott

f0) =1, f/(0) =1, f7(0) =1, f"(0) =3, f(4)( )— 13 etf5)( ) = 65.

Exercice 5
|

On pose f(r) - -
(i | D)
. Décomposez [() en ééments simples et déduisez-en les primitives de [
sur lintervalle |3, 4 rx»l
2. Déterminez le développement en série entiere en 0 de la fonction [ el

précises le rayon de convergence.

3. Déterminez le développement limité & 'ordre 5 en 0 de la fonction f.

1. fl@) = xi1+3€x

obtient o = 3 =

et, en utilisant les équivalents en —1 et en 3, o

m»a

Par suite F est primitive de f sur |3, +00[ si, et seulement si, il existe un réel

1 1
ktelquex>3:>F(m):Zln<T+3)+k
T

17 1 1 1 1 o .
2'O“af("””)—ﬂ1+x+§><1—5]—12 "o ]

en utilisant les séries géométriques. Le rayon de convergence est le plus petil
module des poles, soit 1.

3. Comme f est de classe C* sur | — 1, 1| son développement limit¢ s'obticnl
en tronquant son développement en série entiere,

1 2¢ 7z2 20z 61zt  1822°

@) =35 +%57 "= "3 729 i

Exercice 6

1. Donnez l'idée de la démonstration de la formule de Leibniz, concernant i
dérivée n-itme d’un produit de fonctions.
62m

T pour = > —1. Calculez (™ (z) pour tout n € N.
7

2. On pose f(z) =

1. On procede par récurrence sur 7 en utilisant (fg)"t1 = (f'g + fq¢')""
I’hypothese de récurrence et le triangle de Pascal.

2. Onposeg:x— e*eth:x— (1+z) ! Ces deux fonctions sont de ¢ lzww
C* sur | — 1,4-00] avec gi¥) : x> 2P et h(D : z — (—1)9g!(1 4 z) 79"

par suite z > —1 = f(M(2) = Z (Z) (=R + z)~F12nFe?® yoit,

2nple2s (—1)’“
Ltz &~ (n — k)2 +22)F

f"(@) =




Exercice 7

I désigne un intervalle de R.

1. Donnez la définition d’une fonction convexe ddéfinie sur I, & valeurs réelles.

2. Soit f une fonction convexe de I dans R. Démontrez la propriété suivante,

ol n désigne un entier supérieur ou égal a 3 : Si A1, Az, ..., A sont des nom-
n

bres positifs tels que Y A\; = 1 et si z1,22,...,z, appartiennent a I, alors
i=1

n n
P hm) < 5 nsta,
i=1 i=1
Indication : on pourra remarquer que

Xn: )‘il'i B (1 - Zn: )\1,> )\15151 + )\2.’132 Z Ad i Lq.
i=1

i=3 I—ZAa:Z i=3
i=3

3. Déduisez de ce qui précede, en utilisant la fonction In, que pour tout entier
n > 1 et pour tous x1,x2,...,Tn E]Ri on a l'inégalité :

1 T+ Tat+ T
(z122 -+ Tn) ™ < =

n

1. f est dite convexe sur I si
pour tout (z,y,t) € 1% x [0,1], f(tz + (1 —t)y) <tf(z)+ (L —t)f(v).

2. Il s’agit de la notion d’associativité du barycentre. On va donc procéder

par récurrence sur 7, les cas o 1 < n < 2 étant immédiats. On suppose la

propriété établie & un rang n > 2 et on choisit A1, ..., Ap41 positifs de somme

letxy,...,xpe1 dans 1.

Si Apy1 €{0, 1} alors la propriété est immédiate.

Sinon on choisit pour tout i €[1,n], «; positif tel que a; A1 = A; et on pose
1

>y i=1
=1
Par convexité f((1 — A1) + Ans1Zns1) < (1= Ang1) (&) + Aag1 f(@ni1)
n+1 n
soit, f( ; )\imi) < (1= X)) f(@) + A1 f(@ng1) car 3 A = 1 — Ay et

= - ainsi x € I intervalle donc convexe.

i=1
n
N . Ai
comme on a , par hypothese de récurrence, f(z) < Z # f(z;) car
=1~ ntl

& As i
L= = " — pour tout i €]1,n], on obtient en définitive

> i)\i L=t
=1 1=1
n+1
£ x) <5 wurton

ce qui termine la récurrence.

" "
| | x—= ] I o=
3. Comme nest coneave onn - In(egaey ) — 2 In(a,)<In 2 o)
n n n
i

il
et le résultat en déconle par crolssance de exp.

Exercice 8
Soit f une fonction de [a, b] dans R, continue sur la, b]. On suppose que [ est,
dérivable sur ]a, b[, sauf peut-étre en un point xo de la,b[.
1. Démontrez que si la fonction f’ admet une limite en zo, alors la fonction
f est dérivable en z¢ et f'(zo) = lim f'(z).
I—Xo
2. Démontrez que la réciproque de la propriété de la question 1 est fausse.
1
Indication : on pourra considérer la fonction g définie par : g(x) = z? sin (—)
£
siz#0etg(0)=0.

1. Soit ¢ : & — f(z) — f(z0) — €(z — o) ot £ est la limite de f" en xo.

La fonction ¢ est contmue sur [a,b], dérivable sur |a,b[\{zo} avec, sur cet
ensemble, ¢’ (z) = f'(x) —

Soit € > 0. Au voisinage de zo on a || < e et, en appliquant l'inégalit¢
des accroissements finis a droite et & gauche de zp, on en déduit que ¢ est
Jocalement e-lipschitzienne, d’ou |p(z) — ¢(z0)| < el@ — zo| au voisinage de
zo. Comme @(xg) = 0 cela montre que f est dérivable en o avec f'(zg) = 2.

2. g est dérivable sur R* avec g(xz) = O(z?), donc g est dérivable en 0 et

1 1 1
¢'(0) = 0. Si z # 0 alors ¢'(z) = 2z sin (—) —cos (—) et donc g (2 ) =-1,
x x nw
ce qui montre que g’ n’est pas continue en 0.
Quant & parler de réciproque, avec f'(zg) = lim f’(z) dans la conclusion ...
T—T0

Exercice 9

Soit f une fonction numérique continue sur [0, +00] telle que f a une limite
finie ¢ quand & — -+o00.

1. Ecrivez la définition de : « hI_’I_l f(x) = £» et de : « f uniformément con-
T

tinue sur [0, 400 »

2. Démontrez que f est uniformément continue sur [0, 400 .

1. La premiére assertion est : Ve > 0, 3A > 0 tel que z > A = |f(z) —{| <e.
La deuxieme est :
Ve >0, 39 > 0 tel que V(z,y) (R [z —yl <n = |f(z) - fly)l <&



2. Soit € > 0. On choisit A = 0 tel que w = A o | fle) — 0 <& (1).

Joest continne sur le segment [0, A + 1] done uniformément continue.

Soit. 1 > 0 tel que V(2,y) €[0, A+ 1%, o~ yl = = |f(x) = fy)| <e (2).

Quitte & remplacer n par 1 on peut supposer 7 < 1.

Soit (z,y) €(Ry)? vérifiant |z —y| < n.

Si x ou y est inférieur a A alors (z,y) €[0, A+ 1]? car < 1, et donc , par (2),

)= fly)l <e.

Sinon , par (1), | f(x)—f(y)| < |f(z)—£|+£—f(y)| < 2¢ et donc, en définitive :
V(z,y) €(Ry)?, |z —yl <n=[f() — fy)] < 2

ce qui montre que f est uniformément continue sur R, .

Exercice 10

1. Démontrez que, dans un espace vectoriel normé complet, toute série abso-
lument convergente est convergente.

2. M,,(R) est-il complet, ?

1.Si )z, est absolument convergente dans un espace vectoriel normé complet
n n
E on pose, pour tout n€N, X;, = Y zpetY, = > |lak]-
k=0 k=0

(Yn)n converge dans R et, donc, est de Cauchy.
Soit € > 0. On choisit ng € N tel que V(n, p) eEN2, n>ng=> W — ¥ K G-

. n+p n+p
Si (n,p) €eN?% et n > ng alors | Xntp — Xnll = Yoozl < >0 ok par
k=n+1 k=n+1

inégalité triangulaire, d’ott || Xp1p — Xyl < Yoip — Vi, < € et X)), est de
Cauchy dans E complet, donc convergente. Par suite ) z,, converge dans FE.

2. M, (R) est un R-espace vectoriel normé de dimension finie n?, donc complet.

Exercice 11

Etudiez la série de terme général u,, = ouinz=2etaclR

n[ln(n)]a
Indication : on distinguera le cas o < 0 et le cas o > 0.

. . 1
Si a < 0 alors des que n > 3 on a u,, > — et, donc, > u, diverge.
n

Sinon f : est positive continue et décroissante sur [2,4o00[, et

b
t[ln(t)] ¢

donc )" u, converge si, et seulement si, f est intégrable sur [2, +o0].

AN i X I ’
Si A 2 e changement de varinble v In{f) montre / Sty dt / i
‘ J1

,“’lV

el

done, [ est intégrable sur [2, | oof 81, el sealement, siy oo = 1.
En résumé : > w, converge si, ot seulement si, o > 1.

Exercice 12

Soit (un)nen une suite de réels strictement positifs et £ un réel positil stricte

ment inférieur a 1.

Un+1
Un

1. Démontrez que si lim = ¢, alors la série > u, converge.

. . 2.0 g 9.9 , oMo 0 Un+1 0 g
Indication : écrivez judicieusement la définition de lim —— = ¢ puis majorez,

T
pour n assez grand, u, par le terme général d’'une suite géométrique,

2. Quelle est la nature de la série Z Eﬁl)‘ &
n !

» alors £ < q < 1 et, par définition de la limite, & partir 'un

qn+1
<qg= d’out u, = O(g™). Comme > ¢" est une séric

n

1+7
1. Soit ¢ = a

Un41

certain rang
i)
a termes positifs convergente, par domination _ u,, converge.

n

2. On pose pour tout n € N, u, = — :
IR " " Bn+1)!
. Un+1 1

Alors —~— —— — 5 0=/ <1 et la question précédentc montre la
=LY (3n)3 n— oo 4 p

convergence de > un.

Exercice 13

1. Soient (uy)nen €b (vn)neny deux suites de nombres réels positifs. Montrez
que : Uy ~ Uy = Y Uy et > v, sont de méme nature.

g i—1)sin (2
2. Etudiez la convergence de la série Z (\/Zil(n)
n j—

(i est ici le nombre complexe de carré égal a —1).

P X . . u
1. Par définition de ~ & partir d’un certain rang 0 < 7" < vy L 2ug,.
> u, converge = Y (2u,,) converge = > v, converge par majoration.
u, . . =h
> v, converge = Z 7" converge = Y u, converge toujours par majoration.

On a également utilisé la structure d’espace vectoriel de I'ensemble des séries
convergentes.



2. On évitera de faire remarquer a examinatenr que X2 I a deux solu-
tions dans C mais on doil le savoir.

G=Dsin ()
=1

2
Alors |au, | S 4 et la question précédente montre que > «, est absolu-
’ n

On pose, pour tout n =2 2, oy, =

ment convergente et, donc, convergente.

Exercice 14

Soit (un)nen une suite décroissante positive de limite nulle.

k

1. Démontrez que la série > (—1)"us est convergente.

n
Indication : considérer (Son)nen et (Sant1)nen 01l Sp = 3 (—1)Fuy.
k=0

2. Indiquez un majorant du reste de cette série. Démontrez ce résultat.

1. L’hypotheése de positivité de u,, est redondante.
n

Pour tout n €N, So, 11 = > (ugk — uskr1) et donc, comme (uy,), décroit, la
k=0

suite (Sa2,41)n est croissante car, pour tout k € N, uor — uggy1 = 0.
n—1

De méme So, = ug — Y, (Usk+1 — Uzk+2) et (Sop)n décroit.
k=0

De plus So, — S2n+1 = Uany1 —— 0 par hypothese. Cela montre que les
n—oo

suites (San)n €t (Sant1)n sont adjacentes, elles convergent donc et ont méme
limite. Par suite (S,), converge i.e. Y u, converge.

- k
> (1) uy
k=n
Si, par exemple, n est pair on pose n = 2p.
o0 o0

Alors Y (—=1)*ugp = 37 (ugk — uoky1) = 0 et aussi

2. Le résultat attendu est : Vn €N, < up.

k=2p k=p
— k = 5 = k
> (D) uk = ugp — 37 (uakg1 — Uzky2) Sugp dou 0< Y (—1) up < ugp.
k=2p k=p k=2p

Le cas ou n est impair se traite de méme.

Exercice 15

Soit X un ensemble , (f,)nen une suite de fonctions de X dans C et f une
fonction de X dans C.

1. On suppose que : (Vz€ X)(VneN) |f.(z) — f(z)] < an oU (0n)nen est
une suite de réels telle que lim «, = 0. Démontrez que la suite (fn)nen

n——+00
converge uniformément vers f sur X.

2. La suite (2")pen converge-telle uniformément. dans e disque onvert,
I h ; e ,
I)(()a »)) de centre 0 et de rayon » ¢ Converge-t-clle uniformément. dans le

(I.IS(]ll(‘,“()llV(‘,l'l, D0, 1) de centre O o de rayon 17

1. Pour tout n € N, «a,, majore {|f, () — f(x)] | T E X} done || frn — fIIY, < vy,
Comme (a, ), converge vers 0, par majoration (|| fn — fIIX). converge vers 0
i.e. (fy,)n converge uniformément vers f sur X.

T

2. On pose, pour tout n€N, f, : z— 2"

Siz] < g alors | fn(2)] < on = On et (an)n converge vers 0. Donce (f,),

1
converge uniformément vers la fonction nulle sur D<07 5)

En revanche sup |fa.(z)| = 1 alors que (fn)n converge simplement. vers ln
|z]<1

fonction nulle sur D(0,1). Il n’y a donc pas convergence uniforme de (f,),

sur D(0,1).

Exercice 16

n?z?

On pose fn(x) = D em

V43

1. Etudiez la convergence simple de la suite de fonctions (fn)nen-

2. a) Démontrez que, pour tout a > 0, cette suite converge uniformdément sur
les intervalles | — 0o, —a] et [a, +o0f.

b) Converge-t-elle uniformément sur J0, +oo[ ?

Indication : on pourra considérer f, (—)
n

1. VneN, f,(0) = —= —— +oo et, si x # 0, par croissances comparces,
M n—o0

fn(z) — 0. Donc (fn)n converge simplement vers la fonction nulle sur R*.

n—oo
2. Par parité il suffit, pour le début de la question, de se limiter a [a, +00].
||fn”<[>%’+oo[ = fn(a) et donc, d’aprés la question précédente, (fn)n converge
uniformément vers la fonction nulle sur R\ | — a,a[.

. . . ; *
En revanche si (f,)n convergeait uniformément sur R’ alors elle converge

. 1
uniformément sur cet intervalle vers la fonction nulle et, donc, < fn(—)
n
H
1 n . o
converge vers 0. Comme f,,{ — ) = —= la convergence uniforme est en défaut.
n e\/T




Exercice 17
net +awe "
n+x

1. Démontrez que la suite de fonctions (f,)nen converge uniformément sur
[0, 1].

On pose f,,(x) = (2* + 1)

1 x —z
2. Calculez lim / (x* + 1) nE T2 .
n—oo fq n+ax

2z (x? h
L W(z,n) €0,1] X N, [fn(a) - (22 + Der| = 22 n++1)c ()  Ach(D)
x n
est indépendant de x et tend vers 0 lorsque n — oo, donc (f), converge

uniformément sur [0, 1] vers f : z+— (2% + 1)e”.

2. Comme chaque f,, est continue sur [0, 1] la question précédente montre que

1 1
la suite de terme général / fn converge vers / f, autrement dit
0 0

1

. 9 ne® +zxze " . ! ; ol 5 11
nlLH;o O(m +1)_—_n+x dz = O(;B + 1e daz—[(az — 2z + 3)e }Oen
! ne® + xe *
intégrant deux fois par parties, d’ou lim (22 +1) ——————dz = 2e—3.
n—oo Jq n+x

Exercice 18

1. Soit X une partie de R, (f,)neny une suite de fonctions de X dans R
convergeant simplement vers une fonction f. On suppose qu’il existe une suite
(Zn)nen d’éléments de X telle que la suite (fn(xn) — f(a:n))neN ne tend pas
vers 0.

Démontrez que la suite de fonctions (f,)nen ne converge pas uniformément
vers f sur X.

_ sin(nz)
T 14 n2g?

a) Etudiez la convergence simple de la suite (fn)nen-

2. Pour tout z € R, on pose f,(x)

b) Etudiez la convergence uniforme de la suite (fn)nen sur [a,+oof (avec
a > 0) puis sur |0, +o0o|.

1. Si (f,)n converge uniformément vers f sur X alors, pour tout n€N,

Folen) — F@)] < 1fn — FIX et, done, (fu(wa) — f(zn)), converge vers
0, ce qui est exclu ici.

2. a) Pour tout n€N, f,(0) = 0 et, si 2 # 0, |fu(z)] < _ d’ott la
1+ n2x?
convergence simple sur R de (f,), vers la fonction nulle.

- 'S
. d'on la converpence iniforme de

by Siw a - O alors | [, ()] - =
. I n'a”
!

(fo)n sur [a, +oc].

e sin( ! ] :
./n( ) ( ) /0, ln guestion 1. montre que ([1)n ne converpge pis

T 2 1 rX

uniformément sur [0, 400 .

Exercice 19

1. Soit (f.) une suite d’applications de [a, b] dans R.

On suppose que la suite (f,,) converge uniformément sur [a, b] vers une appli
cation f, et que, pour tout n €N, f, est continue en xy, avec xq €la,bl.
Démontrez que f est continue en xg.

2. On pose, pour tout z€[0,1], gn(x) = a". La suite (gn) converpge-t-clle
uniformément sur [0, 1] ?

1. Soit £ > 0. Choisissons n € N tel que || fn — flloo < €.

f,, est continue en zy donc il existe un voisinage V de zg dans [a, ] sur lequel
| fn(z) — fa(z0)| <e.

Si z € V alors, par inégalité triangulaire :

1f (@) = f(@o)| <If(@) = fal@)] + | fn(@) = falzo)l + [ fnlzo) — fla0)]

<Hf = fn”oo +e+ an - fHoo < 3e
ce qui est la définition de la continuité de f en o.

2.5 0<x<1, 2" — 0et 1™ = 1 donc (gn), converge simplement sur
n—od

[0, 1] vers la fonction caractéristique de {1} qui est discontinue en 1.
Comme chaque g, est continue en 1 la question précédente montre que la
convergence n’est pas uniforme sur [0, 1].

Exercice 20

1. On note E lespace vectoriel des applications bornées de X dans C, X
désignant un ensemble non vide quelconque.
On pose, pour tout f de E, || flle = sup | f(x|.

zeX

Démontrez succinctement que application f — || f|loc €st une norme sur £.

2. Soit (g,) une suite d’applications de X dans C, X désignant un ensemble
non vide quelconque. On suppose que, pour tout n €N, gp est bornée et que
la suite (g,,) converge uniformément sur X vers g.

Démontrez que I'application g est bornée.



LSifels, {|f()] | e X} est une partie non vide ot majorée de R et, done,

admet une borne supérieure, d’ott Pexistence de || f|].«

Si || fllee = 0 alors, pour tout z€ X, 0 < |f(x] < H/HK < 0 d’onr f est nulle.

Si A€R, sup [Af(x)] = sup (|A] x |f(2)]) = |Alsup |[f(x)] car z — [X] est
z€X ceX zeX

constante, d’ou = |A X || f]loo-

Enfin si g € E, pour tout z € X, |(f +g)(x)[ < ()] +19(z)] < [[flloo + llglloo

et, donc, || f + glloc < [|flloo + |lglloo- Cela finit d’établir que || ||oo est une
norme sur F.

2. Par définition de la convergence uniforme sur X, en reprenant la notation
E de la question 1., si (gn), est & valeurs dans E et converge uniformément
vers g sur X alors, & partir d'un rang ng, g, —g € E et, par structure d’espace
vectoriel de E, cela montre que g € E ou encore que g est bornée sur X.

Exercice 21

1. Soit (fn)nen une suite de fonctions continues sur [a,b] & valeurs réelles.
Démontrez que si la suite (f,)nen converge uniformément vers f, alors la

b b
suite (/ fn(a:)da:)nEN converge Vers/ f(z)dz.

2. Justifiez comment ce résultat peut étre utilisé dans le cas des séries de

% o<} o'} 1
fonctions puis démontrez que : / (Z :c")das = S
0 n=0 n=1 n2n

1. D’apres un théoréme du cours, f est continue sur [a,b]. On a

/abf”‘/abf|= /ab<fn—f>l<<b—a> sup |fu(z) — f(2),

z €a,b]

d’apres I'inégalité de la moyenne. La convergence uniforme de (f,) vers f im-

plique : lim sup |fp(z)— f(z)| = 0. On déduit du théoréme d’encadrement
n—00

mEab]

que / fn—> f

2. Soit } u, une série de fonctions continues sur [a,b]. Elle converge uni-
formément sur [a,b] de somme f si, et seulement si, la suite de fonctions
n

VneN,

(fr)n>o définie par f, = Zuk converge uniformément sur [a,b] vers f
k=0

b
définie par f(z ZUn . Comme / fn = / Uk, par linéarité de
k=0v?

I'intégration, 1. implique / f= Z / Up.
a n=0 a

e s -
Posons a = 0,b = 1/2, Commu Ja, b <]~ 1, 1] ln série enticre Y a" converge

uniformément sur fa, b, Avee w, (@) 2", ona f(x) = —r_—:- — pour x Ca, bl

™)

L
| ) — - ,,,I._, o
,/(, Uy = mﬁ v done '/” (L )“" - Z (n+ 1 y2ntt "ZAI n2'

n==0 =0

Exercice 22

1. Démontrez que toute série de fonctions normalement convergente sur X
est uniformément convergente sur X.

2. La série de fonctions E — 2" est-elle uniformément convergente sur le

disque fermé de centre 0 et de rayon ReRY 1?7

1. Dire que 3" u,, converge normalement sur X signifie que >_ [Juq [, est e
série A termes positifs convergente. Comme, pour tout = € X, |un(2)] < [Jw||.¥,
la série numérique > u,(x) converge absolument, si 2 € X et I'on peut éerire

Vo€ X, [Ra(@) = | 3 w(@)] < X lun(@)] < Y fuells = v
k=n k=n k=n

Comme (r,) —— 0 et comme 7, est indépendant de z, la suite de fonctions
n—0o0
(Ry)n>0 converge uniformément vers la fonction nulle sur X i.e. la série de

fonctions Y u, converge uniformément sur X.

2. Compte tenu de ce résultat, il suffit de prouver la convergence normale e

S fasur D= {z€C| |2| < R} ot fu(2) = %zn.
2

VzeD, |fal2)] < %R” = An.

>\n+1 (n + 1)2 R
. — 0€l0,1].
An > 0 est indépendant de z et N, - n 1l oo [0, 1]

D’apres la régle de d’Alembert pour les séries a termes positifs, ) | A, converge,
Donc ) f, converge normalement sur D.

Exercice 23

On considere la série de fonctions de terme général u,, définie par :

X X
¥n e N*,Vz €[0, 1], un(z) = In (1+_) -2,

43
On pose, lorsque la série converge, S(z Z In (1 + ) o

1. Démontrez que S est dérivable sur [0, 1].
2. Calculez S’(1).



Indication : pensez A décomposer une fraction rationnelle en éléments siniples.

1. Pour tout n e N*,u,, € C? ([0,1],R) et ul,(x) = _ K.
n(n+x)
Comme, pour tout n > 1 et tout = €[0, 1], |u,, ()| < — la série Y u;, converge

normalement a fortiori uniformément sur [0, 1]. Comme u,(0) = 0, la série
3" up(0) converge, on déduit du théoreme de dérivation des séries de fonctions

Sec([0,1],R) et Yz €[0,1], '(z S
que § €C'(0,1)R) et ¥z €[0, 1, Zu =Dy
= 1 1 1
2. Sll = _ = - — —
(1) ;n(n+1) ng(n+1 n) 1 car
P 1 1y 1 ;
YneN ,k:1 P E> e 1 par télescopage.

Exercice 24
Soit A C C et (fn)nen une suite de fonctions de A dans C.
1. Démontrez I'implication : (1) = (2).
(1) La série de fonctions Y f,, converge uniformément sur A,
(2) la suite de fonctions (fn)n e n converge uniformément vers 0 sur A.

2. La série entiere Y 2" est-clle uniformément convergente sur le disque ouvert
de centre 0 et de rayon 1 7

1. Si 5 f, converge uniformément sur A alors la suite (R,) définie par
oo

x) = Z fn(x) converge uniformément vers la fonction nulle sur A.

Donc : Ve GR:, Jng(e) EN,VneN,n = no(e) = Ve € A, |Rp ()| < &/2.
Comme VneN, f, = R, — Rn+1, 0n a
VneN,n > no(e) = Vr € A, | fu(z)] < |Rp()| + |Rnti(z)] < e
i.e. la suite de fonctions (fy,)n en converge uniformément vers 0 sur A.
2. Soit fp(z) = 2™.

1 1

Comme, pour n > 1 fn<1 — E) = <1 — —)n — e £

n n— oo
La suite de fonctions (f,)n>0 ne converge pas uniformément vers 0 sur D, le

disque ouvert de centre 0 et de rayon 1. Donc la série entiere ) 2™ n’est pas
uniformément convergente sur D.

Exercice 25

o P o ~(n" " .
On considere la série de fonetions 2 2w désignant un réel.
nol '
1. Etudiez la simple convergence de cette série. On note D Pensemble des

oll cette série converge, et S(x) la somme de cette série.

2. a) Etudiez la convergence normale puis la convergence uniforme de cette
série sur D.

b) La fonction S est-elle continue sur D ?

_1)n
1. Notons u,(z) = (=1)

série géométrique S |z|™ converge si |z| < 1, la série entitre donndée est do
rayon de convergence R > 1. Comme ) u,(—1) diverge, la série entitre ol de
rayon R < 1. Finalement R = 1. Comme _ u, (1) converge avee le théoréme
spécial des séries alternées, I'ensemble de définition de S est 1 | 1] D
plus, pour tout z€] — 1,1[, S(z) = —In(1 — z).

z" pour n = 1. On a |u,(z)] < Jz|™. Comme ln

1 .

2. a) Comme sup |un(x)| = = la série Y u, ne converge pas normalemont
zeD n

sur D. On sait, d’aprés le cours sur les séries entieres, que >ty converpge

normalement donc uniformément sur tout compact inclus dans | = 1, 1.

On n’a pas convergence uniforme sur | — 1,1]. En effet, si ¢’était le cas, on

déduirait du théoréme de la double limite que E li:n1 un () converge ce (ui
o

1
n’est pas puisque E — diverge.
n . )
b) Montrons que 3 u, converge uniformément sur [0, 1].

Si 2 €[0,1], la série Y~ un(x) est une série alternée convergente.

Donc lim u,(z) =0. Si z€]0,1]: |un+1(z)| _
Donc (Jun (z)])n>1 est décroissante et de limite nulle. Donc Sy () converge

avec le théoreme spécial des séries alternées. 1l s’ensuit que

Vo l0, 11,0 > 1 1B(e)| = | Y usl@)] < fun(a)] = = <

< 1pourn = 1.

=N
La suite de fonctions (R,,)n>1 converge uniformément sur [0, 1] vers la fonction
nulle i.e. la série de fonctions S~ u, converge uniformément sur [0, 1].

D’apres le cours sur les séries entieres, on sait que S est continue et méme de
classe C* sur | —1, 1[, intervalle ouvert de convergence. On déduit du théortme
de continuité des séries de fonctions et de 2.a) que S est continue sur [0, 1],
Donc S est continue sur D. Il s’ensuit que S(1) = —In(2).




Exercice 26

1. Démontrez que la série g 7 est absolument convergente pour tout z € C.
n!

x n

2. On pose, pour tout z€C, f(z) = Z z_'
n!

n=0
Démontrez que : f(z) x f(2') = f(z + z’) sans utiliser le fait que f(z) = €*.

3. Déduisez-en que : Vz€C, f(z) # 0 et f( ) = f(—2).

n
1. Notons un(z) = — - La série S |un(2)| converge de somme el?l. Donc

la série > un(z) est absolument convergente pour tout z € C. On peut aussi

justifier I'absolue convergence avec la régle de d’Alembert.

Z/'I'L
2. Notons v,(2') = — On déduit du produit de Cauchy de deux séries
n!

absolument convergentes que f(z) x f(z') = Z wn(z,2'), avec

) n ) w zk L= k 1 n & y —k
wn(z,2) = ug(2)on_k(2') = F(n- ! _EZ( ) '
k=0 k=0 =0
. N (2"
D’apres la formule du bindme de Newton dans C, w,(z,2') = I
n!

Donc f(z) x f(z') = f(z + 2').
3. En prenant 2’ = —z dans 1’égalité précédente, on a f(0) =1 = f(z)x f(—=).

Donc : Vz€C, f(2) # 0 et ﬁ — f(=2).

Exercice 27

Soit Y a,z™ une série entiére de rayon de convergence R > 0.

1. Démontrez que cette série converge uniformément sur tout disque fermé de
centre 0 et de rayon r tel que 0 < r < R.

oo
2. Démontrez que la fonction z +— g OnZ
n=0

" est continue en tout point du

disque ouvert de convergence.

1. Soit 7 < R. Pour tout z tel que |z| < 7, |an2"| < |ap|r™ = Ay. Comme A,
est indépendant de z et > A, converge ; donc ) a, 2" converge normalement
a fortiori uniformément sur le disque fermé de centre 0 et de rayon r.

2. C’est une conséquence du théoréeme de continuité de la somme d’une série
de fonctions continues.

Exercice 28

Calculez le rayon de convergence de chacune des séries entieres suivantes :

1. Y ne2", ac R,

2nmw
25 : ( )::"".
Z CoS 3 1

U 1y«
1. Notons u,, = n“z" Sin > 18(]27&0’M:(1+—) |z2| —— |2
u n 17— 00

|un|
D’apres la régle de d’Alembert pour les séries & termes positifs, 3 |, | con-
verge si |z| < 1 et diverge si |z| > 1. On déduit de la définition du rayon de

convergence que I = 1.

2nm . !
2. Pour tout n€N, ‘cos( )x” < |z|™. Comme la série géométrique [r]"

3
. L nm .
converge si || < 1, on a R > 1. Comme la série Zcos (—‘) diverpo

oI 1 si n € 3N
grossierement puisque cos (T) = _% A

ona R <

Finalement R = 1.

Exercice 29

1. Démontrez que si |an| —= |bs| alors les séries entieres Sapz™ et Y b,
ont méme rayon de convergence
STV
L= i"n?
2. Trouvez le rayon de convergence de la série entiere E ——2z"oui* = - |.
n?+1
o an| == |bn] = lanll2|™ =z |ball2|". Du théoréme d’équivalence des

n—0o00
séries & termes positifs, on déduit que > lan||z|™ converge si, et seulement

si, > |bnl|z|™ converge.
e Si |z| < Rg, Y. |an||z|™ converge, donc Y [by||2|™ converge. Donc Ry > R,.
>R

e Si |z| < Ry, |bnl|2|™ converge, donc 3 |an||z|™ converge. Donc R,
Donc R, = Ry.

e

i"n? n?

2. Posons a, = T Alors |a,| = o 1. D’ou R,

Exercice 30

1. Soit (an)nen une suite bornée telle que la série ) a, diverge. Quel est le
rayon de convergence de la série entiere > a,2" ?

nmwy\ o,
2. Quel est le rayon de convergence de la série entiere Z cos ( 5 ):c .




1. Si Y- ay, diverge, alors R < 1. Comme (a,,) est. hornée, il existe A ¢ Ry el
que pour tout n €N, |a, < M|z|™. Comme ln série géométrique Y- A |z]"
converge pour |z| < 1, il en est de méme de la série Y |a,,||2"] par comparaison
de séries a termes positifs, donc R > 1. Finalement R = 1.

2. Comme ‘cos (%)’ < 1 et cos (%ﬁ) = (-1)* si n = 2k, k€N, la série

Z cOos <n2_7r) diverge grossiérement, on déduit de 1. que R = 1.

Exercice 31

1. Que savez-vous du rayon de convergence de la somme de deux séries entieres
(on ne demande pas de démonstration) ?

2. Développez en série entiere au voisinage de 0, en précisant le rayon, la
fonction f: z + In(1+ z) + In(1 — 2z). La série obtenue converge-t-elle pour

T =7 Tx= 3 ? Si oui quelle est sa somme ?

1. Avec des notations évidentes, Rs > min(R,, Ry) avec égalité si R, # Ry.
Il est & noter que l'on peut avoir R, = Ry et Rg # R, comme le montre
I'exemple ot a,, = —b, = 1. Ona Ry, = Ry = 1 et Rg = +00

= (_l)n_l n
2.Vre]l-1,1,In(l+2z) = 2" R, =1
n
n=1
‘v’xe}—— [ln(l—Zx)——iﬁln R _ L
2 ’ - Pt P ) b_2
11 2 (—1)rtt —2n 1
Donc.VwE}—?E[,f(x):n}::l . ,Rf—i-

1 1 5
1 < R, donc f(Z =In (é) Comme Y 27 "a, converge et »_ 27 "b, diverge,
la série > 2" (an, + by) diverge.

Exercice 32

a
Soit (an)n e N une suite complexe telle que <| |n+|1 ‘) admet une limite ¢.
an

1. Démontrez que les séries entieres 3 a,z" et 3 na,z™ ! ont le méme rayon
de convergence. On le note R.

2. Démontrez que la fonction S : & — Z a,z" est dérivable sur 'intervalle

n=0
|- R, R[.

1. Appliquons la rogle de d*Alembert il série & termes positifs - a0

sior A 0. Comme il existe N ¢ M tel que a, /4 0 sin = Noon ac:
st

Wy 1 {\r a | m we si flr d i wel

e o L) D a2 converge si €| < L et diverge si fla| -1

/AL ‘ "o

1
Dot le rayon de convergence de Y a,x” est o= 7 (avee les conventions
habituelles) par définition du rayon de convergence.
(n+ Day412™ 1
(n+ D12 = |z (1 + —) —— (|, Done
n

’I’L(J,/,L.’En_1 o n— 00

le rayon de convergence de S na,z""! est aussi égal & R.

7 = An+1
Procédons de méeme. —_—

2. L’application uy, : = — ayz™ est de classe C! sur R et u),(x) = na, 2"

Soit r €]0, R[. Pour tout n > 1 et z €[—r, 7], [uj,(z)| < nlax[r"~" = A,
Comme la série entiere Y na,z" ! a pour rayon de convergence I?, ln séric
numérique S A, converge. Il s’ensuit que la série de fonctions ) uj, converpe
normalement a fortiori uniformément sur [—r, r] donc sur tout compact inclus
dans | — R, R[. 11 découle du théoreme de dérivation des séries de lonetions

que S est de classe C! sur | — R, R[ et S'(z Z Napx

Exercice 33

Déterminez le développement en série entiere a 'origine de la fonction [ définie

14+ .
par f(z) =1In (—1 ) en précisant son rayon de convergence.
-z

f est définie sur | — 1,1 et Vo €] — 1,1], f( y=In(142) —In(1 — ).

o0 n+1 ot ‘,E2p+1
wel -1 g0 = 3 e 3 e = T
n=1 =0

Ceci étant vrai pour || < 1, on a R > 1. Comme Z diverge, R =

Exercice 34

1. Déterminez le rayon de convergence de la série entiere E W
n)!

O g
On pose S(z) = Z o
n=0 Y3

2. Déterminez le développement en série entiere en 0 de la fonction « — ch(z),
et précisez le rayon de convergence.

3. a) Déterminez S(z).

b) On consideére la fonction [ définie sur R par :

£(0) =1, f(zx) = ch (V&) pour x > 0, f(z) = cos (y/x) pour z < 0.




Démontrez que f est de classe C* sur R.

l‘,L.I'n,

:I:,'L I4 ’ ’ 3 iy
< — - terme général de la série de somme el
n!

(2n)!

La série enticre _~__ ¢étant convergente pour tout z € R, son rayon de
@n)! g p y!

1. \/:r,eR,‘

convergence est +00.

eT +e T = 2
2. VzeR,ch(zx) = ——— = .
(z) 2 nzz:o (2n)!
Ceci étant valable pour tout z € R, le rayon de convergence de la série entiere

est 4+00.

3.a)Siz>0,5z) = Z (\(/22—;1))' = ch (V).

n=0

[os) 2n
. (= (\/ —x)
Siz <0,5(z) :T;) on)! cos (V—z).
b) f = S fonction somme d’une série entiere de rayon de convergence +oo.
D’apres le cours sur les séries enticres, S € C*°(R,R), donc f € C*(R, R)

Exercice 35

On considére la fonction f de R dans R, de période 27, définie ainsi :
f(z)=zsur] —m,w[et f(=m)=0

1. La série de Fourier de f converge-t-elle vers f(z) en tout point x de R 7

2. Déterminez la série de Fourier de f.

Le lecteur a intérét a faire un dessin.

1. f€C* Mo (R,R) et f est impaire, pour tout n > 0,an(f) = 0 et pour
2 m

tout n > 1, by(f) = —/ f(t)sin(nt)dt. D’apres le théoréme de Dirichlet,
T Jo

la série de Fourier de f converge simplement sur R de somme la fonction

~ 1
fixe E(f(:v +0) + f(z — 0)) qui est égale & f(z) si f est continue en z.

~ 1
Donc f(z) = f(z) si z €R\ {w+27Z} et f(n+2kT) = 5(7r—7r) =0sikeZ.
Comme f(7w+2kn) = 0 par définition de f (f(—7) =0et f est 2m-périodique)
Done la série de Fourier de f converge simplement et a pour somme f sur R.

2. Par intégration par parties,

()= 2 [ @sintuirar = 2~ tintu)]] 4 2 [ contnoyar = 202
= — sin(n = —| —tsin{n — cos(n = :

" T Jo s 0o nmJg n

2

Done V¢ R, f() zx( 7:)” wh ()

"
Complément : le théoréme de Parseval applicable car [ eCMy, donne
e @) n v (& W] .
4 1 (", e ~1
g = oodx = — qui implique E = s
n T Jo 3 T 6
n=1 =1

Exercice 36

2

Soit f la fonction 27-périodique sur R telle que : V¢ €[0,2n |, f(1) = 1=

1. Expliquez pourquoi, pour tout réel ¢, la série de Fourier de [ converpe, el
précisez sa limite.

’ . ’ . . ’ - ’ . S
2. Déterminez la série de Fourier de f. En déduire la somme de la série 2 "o
n?

1ol

Le lecteur a intérét a faire un dessin.
1. f €C' My, (R, R). D’aprés le théoréme de Dirichlet, la série de Fourier de f

. LT 1, .
converge simplement sur R de somme la fonction f : z — 5 ( S0)4 fle0))
qui est égale & f(x) si f est continue en z i.e. z €R\ 27Z et sinon,

Fla) = %((2@2 +0) = 2r%.

1 27 )
2. VneZ,cy(f) = —/ t2e” " dt.
27 0

Pour calculer cette intégrale, on peut, soit utiliser sa calculette, soit effectuer 2
intégrations par parties, soit noter qu'une primitive de la fonction ¢ .

. 1 9 24
est de la forme (at? + Bt +7)e " et déterminer a = ——, 8 = iz"y - ,!l

ni n n
. (2m)? * 2 :
dans le cas ot n # 0. Donc ¢o(f) = et Vn€Z”,cn(f) = — (1 + nim).
n
_ a2 =2 )
Donc : Vz €R, f(z) = = + —5 (1 + nim)e™?.
n=—co n
o ar? R 2 4t L
En particulier, f(0) = =T + ﬁ(l + nim) = =3 +4 Z 3
n=-—00 n=1
n T oo
1 . I . 1 n?
car kz ﬁ(l—i-mk) :22 =k D’ou Zﬁ =T
’:;071 k=1 n=1

Exercice 37

Soit f la fonction 2m-périodique définie par : Vz €[—m, 7|, f(x) = x2.

1. a) Expliquez pourquoi la série de Fourier de f converge sur R. Précisez la
somme de cette série.



b) La série de Fourier de f converge-t-elle normalement sur IR 7

2. a) Déterminer la série de Fourier de f.
e iy (i
b) Déduisez-en la somme de la série 2 e ©
n

nzl
1. f est 2w-périodique paire telle que, pour tout = €[0, 7], f(z) = 22, alors
f € Capr, est de classe C' par morceaux et a valeurs réelles, le théoréme de
convergence normale s’applique. La série de Fourier de f converge normale-
ment sur R et a pour somme f.

Ay

: . "
-2m 0 2w &
. 2 7,2
a) Pour tout ne N™, b,(f) =0, ag(f):; / x dngﬂ , et, pour tout
Jo
7 1 4 (7
neN", a,(f)=—=b,(Df)=~— | xsin(nz)dz d’ou
n nr Jo
4 ™ ™ L4
an(f) = e [:c Cos(nx)]o — cos(nz)dx = (—1) 2
2 *© (—1)"
b)VzeR, f(z) = 3 + 4; cos(nx).
X N
En particulier, comme f(0) = 0, on obtient — = ——
p f( ) en ; n2 12
Exercice 38
1. Démontrez que pour tout entier n, la fonction ¢t — ; est,
o 142 4 tnet
intégrable sur [0, +oof.
2. On pose u —/+OO & - Calculez li
o p n = . 1121 ¢ne- acueznl_{lgoun

I +124¢net
VEERL,0 < fu(t) S (t) = T3

¢ est continue sur Ry et o(t) , t~2. Donc @ est intégrable sur R,.

1. Pour tout neN, f,, : t est continue sur R,.

I s'ensuit que f,, est intégrable war [0, 1ol

2. La suite de fonetions intégrables sur 8, (/) -0 converge simplement. sur

Sl - | . . I .
R, vers [ définie par f(1) Souite|o, 1], 0sit > 1 et sifo L.
1 1= 24 ¢!
Comme [ est continne par morceaux sur [(),—+—oo[ ct comme la condition de

domination a été prouvée en 1. le théoreme de convergence dominée implique
. 3
lim (un ) /+mf ‘/ LI
im(u,) = = e
2
Jo o 1+t 4

Exercice 39

too -1 n
Pour tout n > 1, on pose I,, = / (—2> dt.
Jo 1+t

1. Justifiez que I,, est bien définie.
2. Démontrez que ((—1)”In)n>1 décroit et déterminez sa limite.

3. La série > I, est-elle convergente 7

—1 n
1. Notons (—1)"f,(t) = (1 n t2> - La fonction f, est continue sur I
- Comme n > 1, la fonction t — est intégrable sur [1, 1o,

f”(t) 5 oo t2n t2
Il s’ensuit que f,, est intégrable sur [0, 4+o0o[. Donc ¥n > 1,1, € R.

1
2. Comme pour tout t € R e €10, 1] la suite (f5,(t))n>1 est décroissante,

+o0
donc la suite (/ fn) = ((-1)"I, ) n>1 &8t décroissante.
0 n}]

Comme la suite (f,,(t))n>1 est décroissante, on a: VE€ R, 0 < f,.(t) < [1(1).
La suite de fonctions (f,,)n>1 converge simplement vers f définie par [(f) — 0
sit>0et f(0) =1sur Ry. Comme f est continue par morceaux sur R,
toutes les hypotheses du théoreme de convergence dominée étant vérifices, on

+oo
peut conclure que la suite ((—1)”’In)n>1 converge vers / f=0.
< 0

3. La série Y _ I,, converge avec le théoreme spécial des séries alternces dont
les hypotheses ont été vérifiées dans les questions précédentes.

Exercice 40

On pose f,(z) =

e*fl'
T et pour tout n € N, u,, = ) folx)dz
1. Etudiez la convergence simnple sur [0,1] de la suite de fonctions (fp)n ¢
puis I'uniforme convergence sur [0, 1]

2. Trouvez la limite de la suite (uy, )y eN-




L. [,(0) = 1. Pour @ lixé et = 0, lim f,(e) 0. Done la suite de fouctions
neooroxs

(fa)nz0 converge simplement sur [0, 1] vers [ oo {'I' \' % & J(())’ IJ.

. . . . , Al =L :
Les fonctions f,, étant continues sur [0, 1] et pas f, la suite de fonctions (fu)n>o0
ue converge pas uniformément vers f sur [0, 1].
2. VneN,Vz €[0,1],0 < fr(z) < p(x) =77,
La fonction ¢ est intégrable sur [0, 1] car continue sur ce segment. Comme f est
continue par morceaux sur [0, 1], les hypothéses du théoréme de convergence

1
dominée sont toutes vérifiées. On conclut que lim wu, = / fo= 0.
n—oo
0

Exercice 41

N.B : les deux questions sont indépendantes.

In(x)

1. La fonction [ : x
fiam 1+ x2

est-elle intégrable sur |0 + oo[ ?

-

2. La fonction g : z +— est-elle intégrable sur |1, +o00] 7

e

vV —1

1. f est continue sur |0, +o0].

Comme /zIn(z) —— 0 par croissances comparées, /xf(z) —— 0. Il
z—0 +

z—0

s’ensuit que f est intégrable sur |0, 1] d’aprés la regle de Riemann.

Comme, par croissances comparées, x3/2f(x) ——— 0, la fonction f est
T— 400

intégrable sur [1, +oo[ d’apres la régle de Riemann.

Donc f est intégrable sur |0, +o0.
1 oo

On notera que le changement de variable t = — donne f=0.
25 0

2. g est continue sur ]1,+oo[. Par croissances comparées, z2g(z) —— 0.
T——+00
La fonction g est intégrable sur [2, +00[ d’apres la régle de Riemann.
(1—z)2g(x) e e~!. 1l s’ensuit que g est intégrable sur |1,2] d’apres la
z—1

regle de Riemann. Donc g est intégrable sur |1, +ool.

Exercice 42

On pose, pour tout z de ]0, +o00[ et pour tout t de [0, +-o00, f(z,t)) = e~ 1% 1.

1. Démontrez que la fonction ¢t — f(x,t) est intégrable sur ]0, +oo].
+oo
On pose, pour z €0, +oo[, ['(z) = / et 1dt.
0

2. Démontrez que, pour tout = de |0, 4+oo[,I'(z + 1) = z'(x).

3. Démontrez que I est de elasse C! et exprimez 1Y (@) sous forme d'intégrale.

1. SixelR et fp ot 1" Yo U nlors f, est intégrable sur 0, 400| si, el
seulement si, & > 0, en effet f,. est continue positive sur |0, 400[ et on a les
comparaisons :

1 . 3
o full) 735 = donc f, est intégrable sur 0, 1] si, et seulement si, & = 0 ;

1 I
o f.(t) E 0<t-2> et donc, pour tout x €R, f, est intégrable sur [1, +o0|.

On conclut en rappelant que f est intégrable sur |0, +o0] si, el seulement si,
elle T’est sur |0,1] et [1, +ool.

n (/n "
2. Siz > 0et neN* on a, par parties : T = [t"’(" "} = & / i
1/n & JAU /0
d’olt, quand n — oo, I'(z + 1) = zT'(x).
0 :
3. f: (z,t) — t* le~t est de classe C' sur |0, +oo[? et 8—£(.’1:, Ly = In(t) e, 1),
Soit Ja, b[ C ]0, +o0l. ¥

Y(z,t) € [a, b]x ]0, 400,

2 (art)| < tt) = [0 (Fart) + S0, 1)

La fonction ¢ est continue sur ]0,+oo[. Elle est d’une part, intégrable sur

[1, +oo[, puisque () e o(t™?), d’autre part intégrable sur J0, I] puisgue
o(t) o o(t271). Par conséquent ¢ est intégrable sur 0, +oo[. On déduit
du théoréme de dérivation des intégrales paramétrées que I' est de classe (!
sur |0, +oo[ et Vz € |0, +o0o[, I'(z) = /0+°° g—i:(x,t)dt = /0+Oo = 1o~ In(t)dl.

Exercice 43
1. Enoncez le théoréme de dérivation sous le signe intégrale.

+oe
2. Prouvez que la fonction g :  — / et cos(tz)dt est de classe C! sur K.
0

3. Trouvez une équation différentielle linéaire d’ordre 1 dont f est solution.

1. Soient I et J sont deux intervalles de R et f € F (I X J, K).
Si e pour tout x € I, la fonction ¢t — f(x,t) est intégrable sur J,

e la fonction f admet une dérivée partielle 3z sur I x J
x

e pour tout x € I,t — ——(z,t) est continue par morceaux sur .J

dz

e pour tout t € J,x — —=(x,t) est continue sur 1

oz
e pour tout segment [a,b] C I, il existe p € L1(J,R) telle que :



of
V(a, t) € [a,b| x Js ‘ ,)', (.r.l)’ = @),

O

-y
alors ¢ est de classe C' sur [ et g (x) / ‘, /
J ().17
2. La fonction f: (2,t) — et cos(xt) est de classe C' sur R2.
Pour (x,t) € R?,|f(z,t)| <
22 f(x,t)

t—+

4 des 5 hypotheses du théoreme rappelé sont vérifiées.

(e, L)t

et Donc, par croissances comparées,
0, la fonction t — f(z,t) est intégrable sur [0 + col.
oo

0 0
Y(z,t) €R x R, af (z,t) = —te~*" sin(tz) = }8—f(x,t)| <t = o(t).
i
La fonction ¢ est continue sur R et négligeable devant ¢ +— ¢~ 2 au voisinage

+0oo
de 4-00. On déduit de 1. que g€ CH(R),R et ¢'(z) = / —tet sin(tx)dt.
0

—¢2

3. Effectuons une intégration par parties en posant u(t) = s v(t) =sin(tx).
Comme u et v sont de classe C! sur Ry et comme (uv)(0) = , li+m uwv = 0,
—+00
x
flz)=—= f (z). La fonction f est solution de I’équation différentielle linéaire

du premier ordre Yy + 5 y = 0 que 'on résout classiquement en écrivant

d(i (eT y(x)) = 0. Donc Vz €R, f(z) = f(O)eiTz2 = gef.

Exercice 44

Calculez I'intégrale double I = / V2 + y2 dedy
D

ot D est défini par : 2% + ¢ — 2y > 0;22 + 42 — 1 < 0;2 > 0;y > 0.

Un dessin des cercles d’équation 22 + y2 = 1 et 2% + y? — 2y = 1 montre que
. P . ™ . 9
D est décrit en coordonnées polaires par 0 < 8 < 3 et 2sin(f) < p< 1 dou:

n/6 1 1 /6 e
I:/ </ pgdp)dﬁz—/ [1-8sin*(0)]df = — + V3 —
0 2sin(8) 3 Jo 18

car l'intégrale se calcule facilement si I'on note que sin® = (1 — cos?)(— cos’).

Exercice 45

1. Démontrez que la fonction z — e~ est intégrable sur [0, +o00].

2. Pour chaque nombre 7 > 0, on note C, le carré [0, r| x [0, 7] et D,. I'ensemble
défini par : 22+ 92 <r2, 2> 0,y > 0.

a) Quelle relation y a-t-il entre // ¢
ST

=
¢ i 2
(a4 “J)(l.lftl‘!/ ol / e de
Jo

B b
b) Calenlez en fonction de r Pintégrale double // e ETH) dady
JJi

t oo
. S g Aorala o il
¢) Déduisez de ce qui précede la valeur de Uintégrale I = / o .

Jo
Indication : on pourra remarquer que D, C C, C Do,.

2 o ;. 0
1. La fonction ¢t — e~!" est continue sur Ry et négligeable devant £ = an
voisinage de 400 par croissances comparées. Elle est intégrable sur [0, 4]

2. a) La fonction f : (z,y) — e~ (*+¥%) gtant continue sur le compact €'y, on

/ / / ~z2d$>< /Ore_yZdy> _ ( /Or 6‘”"2(1_,1/.)2'

b) Par changement de variables en coordonnées polaires, o1 &

// fa:yd:vdy—// pe pdpdt?ou

DL = {(p.0)€R2[0< p < <7/2}

Donc/ fa:yd:vdy—(/ d9)</ pe pdp) (1—: ).
ot/ I
On a, en tenant compte de la questlon 2.a

2 r 2 — (27
Yr > 0, (1—e_r)<</ e’wdz> é%(l—e(z)).
0

v
Par passage a la limite, d’apres 1. on a = I Comme [ >0, I =

Comme Vr > 0,D, C C,. C Dy, //

VT
2

Exercice 46

Résolvez sur l'intervalle |1, +oo[ I'équation différentielle : vy + T o 2.

L’équation différentielle donnée (L) est linéaire du premier ordre a coefficients

fonctions continues sur |1, +-oo[. Une primitive de z — sur |1, 00| est

5
1— a2
la fonction x +— _ & In(z2 — 1) =1In (—1—>

2 Vi —1

Donc Vz > 1, (L) <= £<\/arz——'l>_ \/ﬁl—l_dw( Va )

Donc la solution genérale de (E) sur |1, 4o0[ est :
z— y(z) = CvaZ —1+2(x* — 1) ou C parcourt R.




Exercice 47

Résolvez sur R I’équation différenticlle : ¢ +y -+ cos(ar) en utilisant la méthode
de variation des constantes.

L’équation différentielle donnée (L) est linéaire du second ordre & coeflicients
constants et a second membre fonction continue sur R.

' +y=0 < I(a,b) €R? VzeR,y(z) = acos(z) + bsin(z).

Utilisons, comme démandé, la méthode de variation des constantes.

On cherche a,b < C1(R) tels que : Vz € R, y(z) = a(z) cos(z) + b(x) sin(x).

(o + b/ (z) sin(z) = 0
a'(x),b'(x) sont solutions du systeme @(a) cos.(w) (z) sin(z)

a'(z) sin(z) + b'(z) cos(z) = cos(x)
Ce systeéme est de Cramer et avec les formules de Cramer, on obtient :

a/(z) = —sin(z) cos(z) et V' (z) = cos®(x) = _HLS(LIL‘)‘

cos?(z)

alx) =
Une primitivation immédiate donne : # avec

b(x) = —12~ (;L‘ + 511122.:‘)) +4
(a, 3) €R2. La solution générale de (L) est :
sin(x)

3
1
cos2(x) +zx 5 + 1 sin(2z).

+ % sin(2z) = coszﬂ ( cos?(z) + sin2(w))

x — y(z) = acos(z) + Bsin(z) +
cos®(z)
2
On a:VreR, y(z) = acos(z) + Bsin(z) +

Comme cos(a:)

cos(z) | zsin(z)
2 2

Exercice 48

Toute fonction f de C dans C peut étre écrite, pour tout z = x + iy € C, sous
la forme f(z) = u(z,y) +iv(x,y), wet v désignant deux fonctions de R? dans
R. On se propose de trouver, s’il en existe, des fonctions f satisfaisant aux
conditions suivantes :

C1. Les fonctions u et v sont de classe C* sur R?.

ou ov ou ov
2. P M 25 e = —— JR— —_ - .
C2. Pour tout (z;y) de R* = (z,y) 3y (2,y) et By (z,9) = —5_(2,y)

1. Démontrez que, si u et v existent, alors, pour tout (z,y) de R? :
0?u 82u v 321)
2. On suppose que u(z,y) = ¢ — 3zy? + 222 — 2¢% + 3z.

a) Trouvez les fonctions v telles que les conditions C1 et C2 soient satisfaites.

b) Démontrez qu'il existe une fonetion [t dv unique telle que f(0)

el explicitez f(z) en fonetion de 2.

¢) Pour cette fonction f, construisez dans le plan complexe rapporté
repore orthonormd, le point. A d’aflixe f(4).

4 g 213 0
1. Les deux équations obtenues sont une consequence immédiate de C2 el ¢

théoreme de Schwarz [Jlll‘-‘t{llt' w et v sont de lI:l‘wH(‘ = 2.

i
2.a)Ona (‘)-’-(.r. Y= 38" — i.*,l +dr+3= —-(; y).

A i
Donc v(x,y) = 3z2y—y’ +4wy+3y+plx ) o1 "%_( o (R, R) car v € C™ (IR, N

ov ou :
Mais alors ——(x,y) = 6oy + 4y + ¢ (z) = ——(:r,y) = 6y + 4y.
Oz Oy

Donc Vz €R,¢'(z) = 0. D’ott 3IC €R,Vz R, p(z) =C.
[ s’ensuit que v(w,y) = ‘h')u — 4+ 4y + 3y + C, puis que

flz) =iz +iy)? —i—Z(f—i—zu} + 3(x +iy) +iC.
flO)=0= f(2) = 23 + 222 4+ 3z. En particulier f(i) 2 4 20 ont adixe o
point A de ('('Jl')I't'l(')lllli_‘{.h (—2,2).

Exercice 49

Soit 'équation différentielle : z(x — 1)y + 32y’ +y =0 (H).
1. Trouvez les solutions de cette équation développables en série entiere
I'origine. Déterminez la somme des séries entieres obtenues.

2. Indiquez une méthode pour trouver toutes les solutions de I'équadi
différentielle sur chacun des intervalles ]0,1[, | — 0o, 0[et]1, +o0l.

1. On cherche y solution de (H) et développable en série entiere en ().

Zan:v pour z € | — R, R[ et R > 0. On sait que y €C>®(] — I, It}

o)
et y'( Z nanz™ b, Y (z) = Z n(n — Daz™ 2.
n=2
De 1’un1c1te des coefficients du développement en série entiere de la fonct
nulle, on déduit : Vn €N, a,, +3na, +n(n—1)an —n(n—1)an4+1 =0 (
(1) & neN,(n+ 1)2a, = n(n +1)an41 <:>a(n +1)a, = NGp4i.
a n+1
5 - >1, = = .
1] en résulte que ag = 0 et pour tout > 1 ” T
Donc, pour tout n €N, a, = nai.
SI a; =0 alors R = +o0 et smon R=1.
x
OnaVze]-1,1{,y —alzm“ —alenm :al(T—_m)z'



Llensemble des solutions de () st done In droite enpendice par 1a fonetion
L K

B
T »( ‘r)2.

. i . ' . 4
2. Soitw : R\{O, 1} v Iz La restriction de w i chacun des intervalles

J0, 1], ] 00,0 et 1, +00] est solution de () et ne s’y annule pas car I'équation
différenticlle est & coefficients polynomiaux et u est rationnelle.
En posant y = uz, on a, d’apres le cours le théoréme suivant : 1y est solution

de (H) sur un intervalle I olt v ne s’annule pas si, et seulement si, Z = u?z'
est solution d’une équation différentielle linéaire du premier ordre homogene.

Exercice 50
xry
/£C2 + y2

1. Démontrez que f est continue sur R2.

On pose f(z,y) = et f(0,0) = 0.

2. Démontrez que f admet des dérivées partielles en tout point de R2.

1
1. Comme, pour tout (a,b) € R?, |ab| < 5((12 +b%), on a

1 1
Y(w.w) €R\ {0,011 (2, )] < 3+ = 2@ 9l
Donc ( %im(o 0 f(z,y) = 0= f(0,0). Comme f est continue sur R? \ {(0,0)}
z,y) (0,
par théoréme généraux, la fonction f est continue sur R2.

2. Toujours par théoréme généraux, f est de classe C* sur R?\ {(0,0)}- Donc
v a des dérivées partielles.
1 0
Pour t € R™, ;(f(t,O) — f(0,0)}) = 0 implique 'existence de 8_f(0’0) et sa
x
0
valeur qui est 0. Comme f(z,y) = f(y,z), a—f(O, 0) existe et est égale a 0.
Y

En conclusion, f admet des dérivées partielles en tout point de R2.

Exercice 51

1. Etudiez les extrema de la fonction définie par : f(z,y) = /4 — 22 — 92
en utilisant la, méthode générale de recherche d’extrema d’une fonction de 2
variables.

2. Retrouvez géométriquement le résultat précédent.
Indication : quelle est la surface d’équation z = /4 — 22 — 42 ?

1. Notons £ le disque fermé de centre (0,0) ot de rayon 2.

[ est délinie et continue sur le compact. D, done admet un minimim et an
maximum. Elle est de elasse €' sur Uintéricur de D, Sioun extrenum est
atteint A Uintérienr de D alors ¢’est un point eritique de f. De plus df n'est
nulle qu’an centre de D avee rf — 8% = 1 > 0, il s"agit. d'un maximum local
(au moins). Or f(0,0) = 2 et c’est, clairement, le maximum de [ sur /).

Si (,y) appartient au cercle de centre (0,0) et de rayon 2 alors f(w,y) 0
et ¢’est clairement le minimum de f sur D.

2. Siz = /4 — 22 — y2 alors 22 + 3% + 2% = 4, ce qui montre gue

z = /4 —x2 —y? est une équation de la demi-sphere de centre (0,0,0) el
de rayon 2 située au dessus du plan xOy. Sur cette surface = est mnximal
uniquement en (0,0, 2) et minimal sur intersection avee Oy, laguelle est le
cercle de centre (0,0,0) et de rayon 2 (tracé dans xOy).

Exercice 52
1. Soit A une partie non vide d’'un espace vectoriel normé /.

Montrez que : £ € A <= 3(x,,)nen telle que YneEN, z,, € A, ct ”“I.I‘I“.l',, i

2. Démontrez que si A est un sous-espace vectoriel de I, alors A ¢st un sous
espace vectoriel de E.

1. Malheur & ceux qui ont eu cette définition de I'adhérence dans leurs cours.
Il faut ici définir € A par : Vr > 0, B(a,7)N A # 0.

Si z € A pour tout n €N on choisit z, dans B(a,27") N A. Alors (), est o
valeurs dans A et converge vers x par construction.

Réciproquement si x est la limite d’une suite convergente (), d'¢léments
de A et si r > 0, alors a partir d’'un rang ng on a ||z, — x| < r et, done
Tn, € Bla,r) N A qui est donc non vide.

2. Comme 0 € A et comme A C Aona0¢€A.
Soient (a,b) € (Z)2 et (A, p) €R?. On choisit (a,), et (b,), des suites
d’éléments de A qui convergent respectivement vers a et b. Par structure
d’espace vectoriel de I'ensemble des suites convergentes et par l/iné;u'it,«'s de la
limite (Aa, + pby) converge vers Aa + ub et c’est une suite d’éléments de A.
Par suite A est un sous-espace vectoriel de E.

Exercice 53

E et F désignent deux espaces vectoriels normés.

1. Soient f une application de £ dans I’ et a un point de E.



Démontrez que les denx propriétés suivantes sont dguivalentes :

P1. [ est continue en a.

P2. Pour toute suite (ux,) d’éléments de I tetle que lim @, = a, on a
TR

"1320 flay) = fla).

2. Soit A une partie dense d’un sous-espace vectoriel normé F, et soient f et
g deux applications continues de E dans F, F' désignant un espace vectoriel
normé. Démontrez que si, pour tout z € A, f(z) = g(z), alors f = g.

1. Supposons P1 et considérons une suite (x,) d’éléments de E qui converge
vers a. Soit € > 0. Par définition de la continuité il existe r > 0 tel que
z€B(a,r) = |f(z) - fla)|| <e.

Par définition de la convergence de (z,), vers a il existe ng €N tel que
VneN, n>ng= ||z, —al| <r. Alors VReEN, n > ng = || f(zn)— f(a)]| <e,
ce qui montre que (f(mn))n converge vers f(a).

Supposons que P1 n’est pas vérifiée. Soit €5 > 0 tel que, pour tout r > 0,
B(a,r) contient un élément z vérifiant ||f(z) — f(a)| > 0.

Pour tout n €N on choisit z,, dans B(a,2™") tel que ||f(zn) — f(a)|| = <o.
Alors (), est une suite d’éléments de E qui converge vers a mais telle que
(f(:vn))n est & distance au moins ¢g de f(a), donc P2 n’est pas vérifiée.
Cela établit ’équivalence entre P1 et P2.

2. Si € E = A on choisit (a,), € AN qui converge vers z. Pour toput n €N
on a f(a,) = g(a,) par hypothese et, par unicité de la limite, la question
précédente montre que f(x) = g(z). Donc f et g coincident sur E.

Exercice 54

FE et F désignent deux espaces vectoriels normés.

1. A est un sous-ensemble compact de E, et f une fonction de F dans F.
Démontrez que si f est continue sur A, alors f(A) est un sous-ensemble com-
pact de F.

2. On suppose que ¢ est une fonction continue de E dans C.
Démontrez que si A est un sous-ensemble compact de £, alors :
a) g(A) est une partie bornée de C ;
b) 3z € A tel que sup |g(z)| = |g(x0)].

z€EA

1. Soit (b,)n € f(A)N. Pour tout n €N soit a, € A tel que b, = f(ay).
Comme A est compact il existe @ strictement croissante de N dans N telle que
(@ (n))n converge dans A ; on note a sa limite.

Par continuité de [ en a la suite de terme général f(ag,)) converge vers f(a)

i€ (by(ny)n converge vers 'élément, f(a) de f(A). Cela établit la compncité
de [(A).
2. a) Comme g est continue sur A compact la question précédente montre gue

g(A) est un compact de C et, done, une partie borndée.

b) De la méme fagon |g|(A) est un compact de Ry et, si 'on ajoute I"hy pothose
A #@, ce compact est non vide. Comme tout compact non vide de R admet
un maximum I’existence de x( est assurée.

Exercice 55

Soit E un espace normé complet et soit A un sous-ensemble de v,

1. Démontrez que : A complet <= A fermé.

2. Pour chacun des sous-ensembles suivants de R, dites §'il est. complel ou
non, en justifiant votre réponse :

a) 0, 1],

b) [-2,2| U [3, +o0[,

c) ]0,1U] — o0, 2].

1. Si A est complet et sia € A il existe (an)n € AN qui converge vers a. Colle

suite est de Cauchy dans A complet donc converge dans A, par suite « A
Cela montre que A est fermé.
Si A est fermé et si (an)n est une suite de Cauchy dans A alors clle est

de Cauchy dans F complet et, donc converge vers un élément a de 19, pr
définition adhérent & A. Comme A est fermé le point a est dans A, done (ay, ),
converge dans A, ce qui montre que A est complet.

2. R est complet, on peut donc utiliser la question précédente.

a) 0 est adhérent & ]0, 1] sans lui appartenir, ce qui montre que 10, 1] n’est, pas
complet.

b) [—2,2] U [3, 400 est fermé comme réunion de deux fermés, donc complet.

¢) Cet ensemble est en fait | — 0o, 2] fermé, donc complet.

Exercice 56

Soient E, F deux espaces vectoriels normés sur le corps R.

1. Démontrez que si f est une application linéaire de E dans F, alors les
propriétés suivantes sont deux a deux équivalentes :

P1. f est continue sur F,

P2. f est continue en 0,



P30k 0 tel que Ve B, | f ()| - k.

2. Soit I+ Pespace veetoriel des applications Encnires o continnes de [0, 1] dans
R numi de la norme définie par s sup | f(a)].
e |01

1
On considere application ¢ de E dans R définie par : o(f) = / f(t)dt
0

Démontrez que ¢ est linéaire et continue.

1. On a immédiatement P1 =P2.
St P2 est vérifiée alors il existe r > 0 tel que sur la boule fermée de centre 0
et de rayon 7 on a || f(z)|| < 1.

SizxeE\ {0} en posant 2/ = ﬁ on a [[z’|| = r et, par linéarité de f et
4z

homogénéité de la norme || f(z') = ﬁ“f(m)” < 1, dou ||f(2)] < =t
77 7
C’est encore vérifié si 2 = 0, d’ot1 P3.

i P3 est vérifide alors V(a,y) € B, |[£(x) = f(y)]| = |I/(z - y)| < kllz — o]
ce qui montre que f est lipschitzienne sur F donc continue.
On a montré 'équivalence des Pi.

2. L’inégalité de la moyenne montre que ¢ est lipschitzienne de rapport 1,

comme elle est linéaire la question précédente montre qu’elle est continue sur
E.

Exercice 57
On note FE D'espace vectoriel des applications continues de [0,1] dans R. On
1
pose, pour tout f de B : pa(f) = sup |f(x)] et pr(f) = / @)l dt.
z€[0,1] 0
1. a) Démontrez succinctement que P et p; sont deux normes sur F.
b) Démontrez qu’il existe k > 0 tel que, pour tout f de E, p1(f) < poo(f).
¢) Démontrez que tout ouvert pour la norme p; est un ouvert pour la norme

Poo-

2. Démontrez que les normes D1 €t poo ne sont pas équivalentes.

1. a) Si f € F alors, par compacité de [0,1] f est bornée et, donc, Doo(f) est
définie.
Si pos (f) = 0 alors pour tout €0, 1], [f(z)] € poo(f) <0 dolt f = 0.
Si g€ B, Yo el0, 1, |1(2) +9(@)] < |()] + 19()] < Pl ) + poc(e) of, donc,
Poo(f + g) < pac(f) + pc(g). Si N R, comme x — [\ est constante, on a
Po(Af) = sup ([A] x |f(z)]) = |A sup [f(@)] = [Alpoo (f)-

£ U,

re[0,1]

De meme si pr(f) = 0, comme [f] est continue et positive sur [0, 1] Pintégrale

nulle, on o f — 0. ‘ .
Par linéarité de Pintégration py(Af) = [Alpy(f)- L | ol
Pour tout 2 ¢ [0, 1], [f(e) + gla)] < [ ()] + glo)] ety enintégrant sur [0, 1], i
vient pi(f 4+ ¢) < pi(f) + mi(g)- 1

Par suite pa, et py sont des normes sur F.

h) Linégalité de la moyenne prouve que k =1 convient.

¢) Soit O un ouvert de E pour p;. Si f€O soit v > 0 tel que (gc Iv et
mf— = g€0. \ . o
Z;(qfe lg)c)t Poo(f — g) < 1 alors pi(f — g) < r d’aprés la question précédente
\ s o0 <

et, done, g € O qui est donc ouvert pour peo.

|
{

nolol
Poo(fn) = 1. Comme (pl(fn))n converge vers 0 sans que (pa(fi)),, s de
o0 n = . ; ) ‘
méme les normes p; et ps ne sont pas équivalentes.

2. Si on pose, pour tout n€N, f, : x> z", alors fi € I, pi(/[n) A

Exercice 58
On note R[X] I’espace vectoriel des polynomes & coefficients réels. Pour Lont
polynéome P = lé) a; X", n désignant le degré de P, on posc :
pu(P) = 3 lad et p2(P) = gmax |as]
1. a) Démontrez succinctement que p; et p2 sont des normes sur R[X].
b) Démontrez que tout ouvert pour la norme py est un ouvert pour p.

A 3 O ayu)
¢) Démontrez que les normes p; et p ne sont pas équivalentes.

2. On note Ry [X] le sous-espace vectoriel de R[X] constitué par les p()lynfnn(-;s'
d;} degré inférieur ou égal & k. On note p} la restriction de p1 & Ry[X] el pi,
la restriction de py & Ry [X]. .

Les normes p| et ph sont-elles équivalentes 7

1. a) Les p; sont définies sur R[X] si I'on conv’ient de p1(0) = p2(0) = 0.
Si p1(P) =0 ou po(P) =0 et si P est de‘ dc'egre 7, comme on a
lan| < min (pl(P),pg(P)), il y a contradiction, donc :
(pl(P):OOupQ(P):O) :>P=.0'. |

Par définition des coefficients de AP si A € R, et en distinguant les cas A # 0
et A =0, il vient p;(AP) = |Alpi(P) sii =1oui=2,

i e R[X]|.
gfg? CSQ()ZCuQP = [Q tlest nul on a Vi €[1,2], pi(P + Q) < pi(P) + pi(Q).



n

«F 4 TS a =y v “‘

Sinon on peut éerire [ = AL ap X¥ ot 2 XF ol nest supdrieur aux
» :=() Aot

degrés de P et de Q. Vk €[0,n] on a lag + by -

pi(P + Q) <pi(P) +pi(Q).
Par suite p; et py sont des normes sur R[X].
b) Immédiatement py < p;.
Si O est un ouvert pour ps, et si P € O on choisi i
oisit 7 > 0 tel que si, Q eR
p2(P - Q) <r, alors Qe O. s R e

Si Q €R[X] et p1 (P — Q) < r alors aussi p2(P —Q) <r et, donc, Q € O. Cela
montre que O est aussi ouvert pour p1.

)
ekl Fbg] dPoi, si 1 << 2,

c) Posons, pour tout neN, P, = > Xk Alors pi(P,) =n+1 et p2(Py) =1
k=0 " .

La suite (pg(Pn))n est constante alors que (p; (Pn)), diverge. Cela montre
que les deux normes ne sont pas équivalentes. "

2. Comme Ry[X] est de dimension finie k + 1 et que p; et po induisent

c}ies‘normes sur ce sous-espace vectoriel de R[X], ces normes induites sont
équivalentes.

Exercice 59

2 .
O,n. note ¢ 12’ensemble des suites z = (z,,) de nombres complexes telles que la
série > |z, |* converge.

» 2 .
1.‘Dem0ntrez que £ est un sous-espace vectoriel de I’espace vectoriel des
suites de nombres complexes.

2. a) Démontrez que pour z = (xn)€l? et y = (y,) €42, la série > Tnin

X0
converge. On pose (z|y) = 3 Znyn.
n=0
b) Démontrez que I’on définit ainsi un produit scalaire dans ¢2.

g. 'On suppose que #2 est muni de ce produit scalaire et de la norme associée.

oit neN. 1?0111." tou't z = (zn) € 22, on pose p(z) = z,. Démontrez que @

est une application linéaire et continue de #2 dans C et calculez lell, ou [l
4

désigne la norme usuelle dans l'espace vectoriel des applications linéaires et,
continues de #2 dans C

1. Tout d’abord par définition £2  CN et la suite nulle est élément de #2.

. 2 .
S,l > |z converge et si A€C alors, par structure d’espace vectoriel de
Pensemble des séries convergentes, S° [Az,|? converge.

Si (x,y)2€(€2)2 on a, pour tout n €N :
Zn+ynl® = (@0 T Un ) (@n+yn) = |22+ |yn|2+2 Re (Znyn) < 2(Jzn|2+(ynl?)
car 2Re (Tnyn) < 2|25| X |yn| < |Zn]? + |yn|?. En effet (|zn| — |yn|)2 > 0.

. . . . - ) ]
Par majoration on en déduit que Y w4 yn]® converge. Celamontre que (
st stable par combinaison linéaire et, done, sous-espace vectoriel de (G

2. a) On vient de voir linégalité 2}@,y,| < len |2 A+ Jynl® gui montre que, si
(,y) €(#2)%, alors > Ty, est absolument convergente et done convergente.

b) (x,y) — (:1;|;¢/) est lindaire a gauche, & symétrie hermitienne positive.

Si (:1:[:1:) = ( alors, comme chaque 2 est élément de Ry et que la sonime
st mulle, nécessairement x est la suite nulle. Par conséquent (i, y) (rlu)
est un produit scalaire sur ¢2.

T

2. On note || ||2 la norme associée au produit scalaire.
[l faut comprendre que n est fixé dans N. On note d I'élément. de F* défing pm

O = { 1 = b= et alors ¢ : z — (5|m), ce qui montre sa linéarité ninsi que,
) sinon ) .-
par l'inégalité de Cauchy-Schwarz et I'étude du cas d’égalit¢ |l — f|oflx |

Exercice 60

Soit A une algebre normée de dimension finie ayant e pour ¢lément unite.
1. Soit u un élément de A tel que ||ul| < 1.

a) Démontrez que la série ) u™ est convergente.
o0

b) Démontrez que (e — u) est inversible et que (e — w)y =Y w™
140

z L un
2. Démontrez que, pour tout u de A, la série E — converge.
n!

Comme A est de dimension finie c¢’est un espace vectoriel normé complet. et,
donc, toute série absolument convergente d’éléments de A est convergente.
On rappelle également que, pour tout (a,b) € A%, on a [lab|| < |lal| x ||b]].

1. a) On a, pour tout neN*, |u™|| < |lul|?, terme général d'une série
géométrique convergente car, par hypothese, |lul| < 1. Par suite ot est
absolument convergente et, donc, convergente.

N N N+1
b) Pour tout NeN, (e—u) Y u= Y u"— Y, v =e—uT
n=0 n=0 n=1

et [|u¥ ] < |lul|V Tt ——— 0 car [Jul| < 1.
N—-oo

Comme a — (e — u)a est linéaire sur A de dimension finie et donc continue,

o0
on en déduit, lorsque N — oo, (e — u) u =e.
=0
- n
La démonstration de (Z u"> (e — u) est similaire et finit de prouver que
n=>0

XD

e — u est inversible d’inverse > u™.
n=0
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; :
2. De méme pour tout n € N, ) < ”_:.'IL terme général d'une série conver-

. U
gente (de somme ell“l ), ce qui montre que Z = est absolument convergente
et, donc, convergente.




