Exercice 1

Soient # € R et neN*, Décomposez en produit de polynomes irréductibles
dans C[X), puis dans R[X] le polynéme : P = X 2n _ 2X™ cos(nd) + 1.

La principale difficulté, dans cet exercice, tient dans I’éventuelle présence de
racines réelles de P.
On utilise deux résultats : ‘
si p€R alors X2 — 2X cos(yp) +1 = (X - ) (X —e™*¥) et
2" = ¢i"¥ a pour ensemble de solutions dans C {ei(“’*'z_%ﬂ) | 0<kgn- 1}-
o Sinf =0 [2n] alors P = (X" —1)* = 1'_1 (X —ei*3")? , décomposition dans
k=0

C[X].

. « 2 %] ikt yg -l g
Si 1 est pair, n = 2p alors P = (X —1) (X+1)?2[[(X—e? ) (X—e P )

k=1

en regroupant chaque racine dans C\Ret sa conjuguée, d’ot la décomposition
en produit de facteurs irréductibles dans R[X] :

p—1
k
P= (X - 1XX +1)?J] [X*—2X cos (?”) +11%
k=1
. . 9 P 9 2km 2
Sln:2p+1dememeP=(X—1)kI;[1[X —2Xcos(2p+1) ]
n—1
e Sinf =7 [2n] alors P = (X" + 12 =(X"-€")? =[] (X - e"ﬂ?—l”)z.
k=
e 2(;c+1 2
: . 2
Sln:2p+1dememePz(X+1)2kl;Io[X —2Xcos(2p+17r)+1] 5
= 2%k + 1 2

sin:2palorsP=I£[0[X2—2Xcos( o 7T)+1] .
e Enfinsind ¢ nZ P = (X" — einf)(X™ — e~'"?) d’ol1, dans C[X],

n=-1 942k _042km
P=J][(X—-¢€e"7» )X—e"m ) et, dans R[X],

k=0

n—1

f+2

= [X2—2Xcos( + kw)—}—l].

k=0

Exercice 2
On considére les polynémes P = 3X* — 9X° +7X 2_3X+2et
Q=X4—3X3+3X2 —-3X +2

1. Décomposez P et @ en facteurs premiers sur R[X], puis sur C[X] (on
pourra calculer les valeurs de P et de Q en 1 et en 2).



2. Détermines le ppem el le pged des polynomes 1ol ().

L. 2(1) = P(2) = Q1) = Q(2) = 0 ety en ellectuant les divisions euclidicnnes
de P et @ par (X — 1D)(X = 2), on obtient P = (X — 1){(X — 2)(3X7 + 1)
et Q= (XN — 1)(X = 2)(X% 4 1) qui sont des décompositions en produits de
facteurs irréductibles sur RX].

De plus P2 = (X — 1)(X - 2)(XV3 —i)(XV3 +1) et

Q= (X = (X —2)(X - i)(X +1).

2. Immédiatement leur pged est (X — 1)(X — 2) et leur ppem est

(N - (X —2)(3X%2+ 1) (X2 +1).

Exercice 3

On considere les polynoémes de C[X]| suivants : P = 2X4 —3X2 +1 et
() =X>+3X?+3X +2.

1. Décomposez en facteurs premiers P dans C[X] (on pourra calculer les

valeurs de P en 1 et en —1).

2. Décomposez en facteurs premiers () dans C[X | (on pourra calculer la valeur
de QQ en —2).

3. a) Déduisez des questions 1. et 2. qu'il existe deux polynomes U et V' tels
que PU + QV = 1.

1) Indiquez une méthode pour déterminer deux polynémes U et V' en utilisant
I"algorithme d’Euclide.

1. P(1) = P(—1) = 0 et, par division euclidienne de P par (X — 1)(X + 1),
onaP=(X-DX+1)2X2-1)=(X - D)X +1)(XvV2-1)(XV2+1).
2. De méme Q(—2) = 0 et, par division euclidienne, @ = (X +2)(X*+ X +1)
soit @ = (X 4+ 2)(X - (X —7).

3. a) P et (Q n’ont pas de racine complexe commune, donc sont premiers entre
cux. Le théoréme de Bézout assure l’existence d’un couple (U, V).

b) On effectue une suite de divisions euclidiennes P = QQ, + 17, deg(Ry) < 2,
Q = R1Q2 + Ry ol deg(R2) < deg(R1) =1 (caleul) et enlin Ity = RyQy +r
oit 7 €R* car P et Q sont premiers entre erx.

Alors Ry = P — QQ,, R =Q — (P — QQ1)Q2 puis

r=P—-QQ@, — [Q —(P— QQl)QQ]Q?, et, en divisanl par 7, on obtient un
couple solution (U, V).

Exercice 4
On considere la fraction rationnelle ¢

1. Décomposez It en ¢léments simples.

2. Déterminez les primitives de la fonetion @ - R(x) sur Uintervalle | — 1, 2].
X4 a b (e

1. R = =X4+3 ' effectuant

(X~2)2(X+1) + +(X—2)2+X—2+X—|-1”H cctna

la division euclidienne de X* par (X — 2)%(X + 1).
Un équivalent en 2 fournit a = 3 et,en —1, bc = —-
80

b
EnOonobtientO:3+%—§+cd’of1b:g-

2. F est une primitive de x — R(z) sur | — 1,2[ si et sculement 87l existe un

1 |
g 801(2—:E)+Gln(.r||)|/\,

réethelqueF:xH%—ka—%_—Q)

Exercice 5

Soit E 'espace vectoriel des polynomes a coefficients dans K (R ou C) de depre
inférieur ou égal & n et f 'endomorphisme de E défini par : f(P) = > — I"
1. Démontrez que f est bijectif de deux manieres :

a) sans utiliser de matrice de f,

b) en utilisant une matrice de f.

2. Soit Q € E. Trouvez P tel que f(P) = Q.
Indication : si P € E, quel est le polyndme plrtl) 2

a) PeKer(f) = P = P' et donc il existe un scalaire A tel que, pour tout,
r€R, P(z) = Xe® d'out P = 0. f est donc un endomorphisme injectif e
K,,[X] espace vectoriel de dimension finie, par suite c’est un automorphisme.
b) La matrice de f dans la base canonique de K, [X] est triangulaire sup¢ricure
avec des 1 sur la diagonale, donc inversible. Par suite f est un automorphisme.

2. VQeK,[X], f <i Q(k’)> = i Q¥ — i Q¥ = Q — QMY = Q car
k=0 k=0

k=0

T
Q"1 = 0 et donc, par injectivité de f, ona P = )" Q).
k=0

Remarque : s d est 'endomorphisme de E défini pa,r d(P) =P’
f=1Ig—d. Commed*'' =0,0ona fo de (de)

k=0



hn

5 3 1 " ) .
Done f est inversible ef, f! 2 an.
k=0
Cela permet d’en déduire immdédiatement la solution de Péquation f(1?) Q.

Exercice 6

Soit la matrice A = < ! 2) et f I'endomorphisme de 9, (R) défini par :

2 4
J(M) = AM.
L. Déterminez Ker(f).
2. [ est-il surjectif ?
3. ‘Trouvez une base de Ker(f) et une base de Im(f).

1. M eKer(f) <= Im(M) C Ker(4) =R (_?) car rg(A) = 1.

Donc Ker(f) est le sous-espace vectoriel de 9, (R) engendré par _f et

0 2
0 -1/

2. f est un endomorphisme non injectif de M, (R) de dimension 4 donc non
surjectif. Plus précisément le théoréme de rang montre que f est de rang 2.

3. On a déja donné une base de Ker(f). Comme les matrices ((1) 8) et

0 0
directe avec Ker(f), et donc supplémentaire de Ker(f), leurs images par f

10 01
forment une base de Im(f), et ce sont <2 0) et (O 2).

<O 1) forment une base d'un sous-espace vectoriel de My(R) en somme

Exercice 7

1. Démontrez que si A et B sont deux matrices carrées d’ordre n alors AB et
BA ont méme trace.

2. Déduisez-en qu’en dimension finie toutes les matrices d’'un méme endomor-
phisme ont méme trace.

3. Démontrez que si A et B sont semblables alors, pour tout k € N, A* et B¥
ont meéme trace.

I. Posons (' AB el DD BA,

" 1" "
Pour toul i |1, n], ¢ = > aynby, ot tr(AB) = > (L u,,,;\.l);\.,,) ol, en
ki) I \k=)

t

" H H
permutant les 32, tr(AB) = ) <)_: hk‘,u,,,;‘.) ST dp s = (D) = r(BA).

k=) \de= k=1
2. Si U et V sont deux matrices de endomorphisme « de Pespace vectoriel
I de dimension n, alors il existe P € GL,(K) telle que V = P71UP et alors,
d’aprés la question 1., tr(V) = tr (PT'U)P) = tr (P(P'U)) = tr(UU) en
posant A = P~1U et B = P.
3. Si A et B sont semblables alors ce sont les matrices d'un maéme endomor

phisme u et, donc, pour tout k€N, A* et B* sont des matrices de u®, In
question précédente montre que tr(A*) = tr(BF).

Exercice 8

On note M, (C) l'espace vectoriel des matrices carrées d’ordre n a coeflicients
> — (a5 : = sup Ja, |
complexes. Pour A (aW)lgz‘,jgn € M, (C), on pose : ||A] o ,‘I< ’ ||
VA

1. Démontrez que | AB|| < nl|A|[|Bl, puis que, Vpe N*, [ AP|| <P '[|A|".

- AP
2. Démontrez que, pour toute matrice A € M,,(C), la série Z o est absol

ument convergente. Est-elle convergente 7

n n
1. Posons C = AB. V(i,j) €[1,n]?, |cij| = | Y aixbrj| < X Jaix| x |bi]
k=1 k=1

n
par inégalité triangulaire, d’olt |¢; ;| < 3 ||A| x ||B|| = n||A]| x || B].
k=1

Par suite | AB|| < || 4| x ||B]|-

Montrons par récurrence que, si p€ N*, alors ||AP|| < n?~1||A||?, I'inégalité
est immédiate si p = 1.

Supposons la établie & un rang p, alors ||APT!]| = |4 x AP|| < n|4] x
| AP|| d’ot1, par hypotheése de récurrence, |APT!|| < n|lA||PT?, ce qui prouve
I'hérédité et termine la preuve.

AP

p—1 P »

Al @lAl
! pl

Cela montre (ue

2.Sipe N* la question précédente montre

A L A
terme général d’une série convergente de somme e™l4l,

p - 4 .
Z A—' est absolument convergente dans ’espace vectoriel normé 9, (C) qui

b AP

est complet car de dimension finie n?. Par suite E F converge.




Exercice 9
Soit @ Pendomorphisme de R, [X] déling par: & P(X) v P(X) - P(X ).

Donnez Ia matrice de @ dans la base canonique de R, [X] et déduisez-en

In{d) et Ker(d).

p p—1
Pour tout p €0, n], &(XP) = XP - > (‘Z) (-1 kxk =% (ﬁ) (—1)pk Xk

d’apres la formule du bindéme. Donc le coefficient 1,7 de la matrice de ®
dans la base canonique de R, [X] est 0 si ¢ > j et (;) (—1)*~7 sinon pour
(i, j) €0, n]?.

La forme triangulaire de cette matrice avec une sous-diagonale a coefficients
tous non nuls montre qu’elle est de rang n, que Im(®) = Vect(XY,..., X" 1),
soit Im(®) = R,,—1[X]. Le théoreme de rang montre alors que Ker(®) est une

droite vectorielle et, comme elle contient Ro[X] car ®(X") = 0, on en déduit
Ker(®) = Ro[X].

Exercice 10

Soit E un espace vectoriel sur R ou C et f, g deux endomorphismes de E tels
que : fog=1Id.

1. Démontrez que : Ker(g o f) = Ker(f).

2. Démontrez que : Im(g o f) = Im(g).

3. Démontrez que : E = Ker(f) & Im(g).

1. Ker(f) C Ker(g o f) est immédiat.
Comme f = fo(go f) on a également 'inclusion réciproque et, donc, 1’égalité.

2. Im(g o f) C Im(g) est immédiat.
De méme g = (go f)og=Im(g) C Im(go f) puis Im(g) = Im(g o f).

3.(gof)o(gof)=go(fog)of=gof, par suite go f est un projecteur,
d’ou E = Ker(go f) ®Im(go f) ou encore, d’apres les questions précédentes,
E = Ker(f) ® Im(g).

Exercice 11

Soit un entier v 1 On considere ln mntrice carrée d'ordre nod coetlicients
2 [ 0 - 0
l 2 |
réels o A O == S 0
: : 5 =
0o --- 0 —1 2

Pour n 2 1, on désigne par D,, le déterminant de A.
1. Démontrez que D, .0 = 2D, 11 — D,,.
2. Ddéterminez D, en fonction de n.

3. Justifiez que la matrice A est diagonalisable. Le réel O est-il valeur propre
de A?

1. On développe Dn + 2 selon sa premiere colonne :

-1 0 - ... 0
-1 2 -1 (0)
Dyyo=2Dy 1+ = 2Dy 41 — Dy, en développant le
. E—
(0) ~1 2|

dernier déterminant selon sa premiere ligne.

2.0Ona D; =2et Dy =3 done, en posant Do =1, ona Dyy0 =20, 1),
pour tout n € N. La suite (D,,),>0 suit donc une récurrence linéaire d’ordre
2, Péquation caractéristique est (r — 1)? = 0.

On en déduit Dexistence d'un couple («,3) de réels tel que, pour toul
neN, D, = a+ fn et, en utilisant n = 0 et n = 1, il vient o = 3 = |
et donc, pour tout n€N, D, =n+ 1.

3. A€ S, (R), elle est donc diagonalisable. Enfin det(A) = D, # 0 donc 0
n’est pas valeur propre de A.

Exercice 12

Soit I un espace vectoriel de dimension n sur R, (e;) une base de I et
V|, V2, ...,Uy 1 vecteurs de F.

1. Démontrez qu’il existe un unique endomorphisme f de E tel que

Vi 6[[1,”1]7 f((‘li) = V;.

2. On note L(E) l'espace vectoriel des endomorphismes de E, et 91, (R)
I'espace vectoriel des matrices carrées n x n a coeflicients réels. Pour tout.



wode LOF), on pose @ p(u) = Mat. yo (Mali yu déstgnnnt Inomntrice de o
dans Ta base (¢,)).

a) Démontrer que lapplication ¢ de L(1) dans 9, (IR) est linéaive el bijective.
h) Déterminez la dimension de Uespace vectoriel £(17).

(Uest intégralement une question de cours.

n n
1. Si [ esiste alors, par linéarité, V(zy,...,z,) €R", f (Z m,el) = >z
et, done, f est unique.

n

Soit (@1,...,¢,) la base duale de (ey,...,ey), en posant f:z — > p;i(x)v;
i=1

on définit un endomorphisme de F car les ¢; sont linéaires et, pour tout

n (23
Jellin], fle;) = > wilej)vi = Y 6; ju; = vy, donc f est solution.
i=1

i=1
2. a) Soit M € M, (R). On pose, Vj €]1,n],v Z m; je; et & = (e1,...,en).

= M (f) <= Vj€[l,n], flej) =v; = [ = Z @iv; avec les
i=1
notations de la question précédente.
Par suite f +— Mg (f) est une bijection linéaire de L(E) sur M, (R) dont on
vient de fournir la réciproque.
b) Par isomorphisme dim (£(E)) = dim (M, (R)) = »? car la famille des
matrices élémentaires est une base de 91, (R) constituée de n? éléments.

Exercice 13

Soit E un espace vectoriel de dimension n sur R. On note £(£) I'ensemble
des endomorphismes de F et 9,(R) Pensemble des matrices carrés n X n a
coefficients réels. On admet que £(F) muni des lois + et o est un anneau, et
que N, (R) muni des lois + et x est un anneau.

1. Précisez I’élément neutre pour la loi o dans L(E) et ’élément neutre pour
la loi x dans 9, (R).

2. (e;) désignant une base de E, on pose, Vue L(E), p(u) = Mateu
(Mat ., u désignant la matrice de u dans la base (¢;)).

a) Démontrez que ¢ est un isomorphisme d’anneau de L(E) sur 9, (R).

b) Démontrez que, pour tout u € L(E), Mat(.,)(uouwo---ou= (]Wat(e,)u)n.
K N v 2

nfois

. E - K
1. Les neutres sont respectivement Idg : <L +: M ) et I,.

2. a) Por détinition o(Hdp) 1,

SOit (., ¢ ) I base duale de (e, e, ot soit (G ) |1 n]*

Si (e« (LT(I'/'))I'" on posez U Me(u) et Vo M (v). Soit enlin (X, 1) ¢ K7,
S W= Me (Nt peo) wlovs ;= @ (Nt o) (e))) = Ap; (ule;)) Fpp (0(e;))
par lindarités de p; o w el de g, o v, Par suite w; j = Au; + pvg e, 1|<)||(

W= AU b plVode. (At o) — Aplu + pp(o).
De meme si X = Mg (wow) alors a; j = (piou) (v(e;)) = (ap,,‘,ou,) (L U, ¢ A>

"
el, par lincarité de pou, z; ; = Z 1);”%( ) Z U U= L U KU s
ce qui montre que X = UV ou encore p(uov) = go(u) X o(v) (l (,0 esloun
morphisme d’anneaux de £(E) dans 9, (R).

n

SiUeM,(R), U=Me(u) < Vje[l,n], ule;) =3 u; je; et done ¢ est
i=1

une bijection dont on vient de définir la réciproque.

) On procede par récurrence, le cas n = 0 découle de p(Idg) = 1,,.

Si, pour un élément n fixé de N on a p(u") = p(u)™ alors, comme ¢ esl un
morphisme d’anneaux, @(u™!) = p(u™ o u) = @(u™) x p(u) = @(u)"""
qui termine la récurrence et montre que, pour tout (n,u) € N x £(/2) on n

Me(u") = (Me(w))".

"W
,

Exercice 14

Soit £ un espace vectoriel de dimension n.
1. Soit (eq,...,€e,) une base de E. Démontrez que pour tout i = 2,3,...,n,
(e1 +ei,€ea,...,e,) est une base de E.

2. Déterminez tous les endomorphismes de E dont la matrice est diagonale
dans toute base de F.

1. La matrice de (e1+e;, e2,...e,) dans (eq,. .., e,) est triangulaire supéricure
a diagonale de 1 donc inversible. Cela montre que (€1 + e;,€3,...€;,) est une
base de F.

2. Si u est solution alors sa matrice dans la base (ey,...,e,) est diagonale ;
soit Diag(A1, ..., An).

Soit i €[2,n]. La matrice A de u dans la base (e1 + €;,€2,...e,) est aussi
diagonale ; soit Diag(py,..., u,). Alors u(e; + ¢€;) = pi(er + e;) et aussi
uler +e;) = uler) + ule;) = Aiep + Ae;. Par liberté de (eg, ;) on en déduit,
A1 =p1 et Ay = py dou D = A\ I, puis u = M dg € Vect(Idg).
Réciproquement si u € Vect(Idg) alors sa matrice dans toute base est diago-
nale.
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Exercice 15
Soit [ un endomorphisme d'un espace vectoriel £ de dimension

L. Démontrez que s B = Im(f) b Ker(f) =» Iim(f) — Im([7).

2. a) Démontrez que : Im(f) = Im(f?) <= Ker(f) = Ker(f?).
b) Démontrez que : Im(f) = Im(f?) = E = Im(f) & Ker(f).

1. lin(/%) C Im(f) est toujours vraie.

Siyelm(f), soit x € E tel que y = f(x) et décomposons x en z = f(z) + ¢
ol z € I et t € Ker(f) en utilisant E = Im(f)+ Ker(f). Alors y = f(f(z)+1)
i.c.y= f2(2)+ f(t) = f3(2) € Im(f?) et, done, Im(f) = Im(f?).

2. a) Im(f?) C Im(f) et Ker(f) C Ker(f?) sont toujours vraies.

Par suite Im(f) = Im(f?) < rg(f) = rg(f?) et, également,

ker(f) = Ker(f?) <= dim [Ker(f)] = dimLKer(fQ)] < 1g(f) =rg(f?)
cn appliquant le théoreme de rang a f et a f~.

Cela montre : Im(f) = Im(f?) <= Ker(f) = Ker(f?).

h) Siz € E alors f(z) € Im(f) = Im(f?). On choisit z € E tel que f(z) = f%(z)
et alors f(z — f(z)) =0 dou z = f(z) + [z — f(2)] € Im(f) + Ker(f).

On vient de montrer que E = Im(f) + Ker(f).

[.e théoreme de rang montre alors que E = Im(f) & Ker(f).

Exercice 16

N.B : Les deux questions sont indépendantes.

1. Soit £ un K-espace vectoriel de dimension n et soit f un endomorphisme
de E. On note L(E) I'espace vectoriel des endomorphismes de E. Démontrez
que, dans L(E), la famille (Id, f, f?,.. .,f"2) est liée et déduisez-en que f
admet un polynéome annulateur non identiquement nul.

2. Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie et A une
valeur propre de f. Démontrez que si P est un polynéme annulateur de f
alors : P(A\) = 0.

1. Comme dim (£(E)) = n? et Card ([0,n?]) = n? + 1 la famille (f*)ocrgn2
est liée. On choisit un (n? + 1)-uplet de scalaires (aq, ..., ay2) non tous nuls

n2 'IL2
tels que > ayf¥ = 0, alors le polynome $° ax X¥ est non nul et annulateur

de f.

2. Soient A est une valeur propre de f et x un vecteur propre associé.
Comme P(X) — P(A\) admet A pour racine il existe Q(X)eK[X] tel que
P(X)—P(A\) =Q(X)(X = X) et, done P(f) — P(MIdg = Q(f) o (f — Mdg).

Comume v ¢ Ker(f — Mdp), i P est annulntenr de £ on en déduit P(A)ae 0
el, comme @ est non nul, P(N) 0.

Exercice 17
Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel £ sur le corps K (R ou €).
On note K| X] Pensemble des polynomes a coefficients dans K.
1. Démontrez que : V(P, Q) e K[X]| x K[X], (PQ)(u) = P(u) o (Q(u).
2. a) Démontrez que : V(P, Q) e K[X] x K[X], P(u) o Q(u) = Q(u) o P(u).
b) Démontrez que pour tout (P, Q) € K[X] x K[X] :
(P polynéme annulateur de u) = (PQ polynéme annulateur de u).

-1 =2

1 2

déduisez-en que le polynéme R = X* 4+ 2X3 + X2 — 4X est un polynome
annulateur de A.

3. Soit A = (

) . Ecrivez le polynéme caractéristique de A, puis

o0 o0
1. Posons P = 3~ a, XP et Q = >~ b, X7 ol (ap), et (by), stationnent en 0,
p=0 q=0

Alors PQ = 3 cp X" ouVneN, ¢, = > aub,.
n=0 p+g=n

o >0 o0
Ona (PQ)(u) = 3 cpu™ et Pu)o Q(u) = | 3 apuP [ o [ 3 bud | el, en
n=0 p=0 q=0
réordonnant cette somme finie, comme pour tout (p, q) € N?, uP ou? = u?'4,

il vient P(w) o G(u) = izcnu”::(f%gﬂu)

2. a) Si (P,Q)€ (K[X])2, la. question précédente montre (PQ)(u) = P(u) o
Q(u) et aussi (QP)(u) = Q(u) o P(u).

Comme PQ = QP on en déduit P(u) o Q(u) = Q(u) o P(u).

b) Si (P,Q) € (K[X])” et P(u) = 0 alors (PQ)(w) = (QP)(x) = Q(u) o P(u)
endomorphisme nul car Q(u) € L(E) et P(u) =

3. X4(X) = X? — X tr(A) + det(A) = X2 —

De plus R(0) = R(1) = 0 donc R est un multiple de X4. Le théoreme de
Cayley-Hamilton et la question précédente montrent que R est annulateur de

A.

u
0.

Exercice 18

Soit E I'ensemble des matrices de la forme M(a,b) = < (; b) oua et b
-b a

sont des nombres réels.



L. Démontrey que 19 est nn sous-espace veetoriel of oo o nnnend de 9o (IR).
Quelle est sa dimension 7
2..0n pose p(a -+ ib) == M{a,b). Démontrez. que ¢ sl un isomorphisme

d’espaces vectoriels de € sur £, € étant considéré comme un espace vectoriel
de dimension 2 sur R. Esi-il un isomorphisme d’annecaux 7

V(a,b) € R*, M(a,b) = al, + bK ou l'on a posé K = _(1) 0>, comme
(15, K) est libre et que K? € Vect(lz, K) (théoréeme de Cayley-Hamilton ou
K? = —1I) on en déduit que F est la sous-algeébre commutative R[K] de

dimension 2 de My (R) de base (I, K).

2. ¢ est clairement linéaire par définition de M(a,b), (1) = I, ¢(i) = K
donc ¢ transforme une base de C sur R en une base de E sur R ; il s’agit d’un
isomorphisme d’espaces vectoriels.

Enfin V(a, b, ¢,d) €RY, (a+ib)(c+1id) = (ac — bd) + i{ad + bc) et, par calcul,
M(a,b)M(c,d) = M(ac—bd, ad+be), donc ¢ est un isomorphisme d’anneaux,
ce qui fait de £ un corps.

Exercice 19

p désigne un entier naturel non nul. On considere dans Z la relation d’équiva-
lence R définie par : xRy < Jk€Z tel que x — y = kp.
On note Z/pZ V'ensemble des classes d’équivalence pour cette relation R.

1. Quelle est la classe d’équivalence de 0 7 Quelle est celle de p ?

2. Donnez soigneusement la définition de I'addition usuelle et de la multipli-
cation usuelle dans Z/pZ.

3. On admet que muni de ces opérations, Z/pZ est un anneau. Démontrez
que Z/pZ est un corps si et seulement si p est premier.

Si z € Z on note Cl(z) la classe d’équivalence de x.
1. Cl(0) = Cl(p) = pZ.

2. Soit (z,2',y,y') € Z* tel que 2’ € Cl(x) et y' € Cl(y).
Alors Cl(z + y) = Cl(z' + ') ainsi que Cl(xy) = Cl(z'y').
On définit donc les lois + et x dans Z/pZ en posant :
Cl(z) + Cl(y) = Cl(x + y) et Cl(z) x Cl(y) = Cl(xy).

3. Si p est premier et si x € Z. Supposons Cl(z) # Cl(0) i.e. x ¢ pZ. Alors x
est premier avec p et, par le théorcime de Bézout, on peut choisir deux entiers
u et v tels que uz + vp = 1. Alors Cl(u) x Cl(z) + Cl{v) x Cl(p) = Cl(1) i.e.

Cllu) = ClHr) = UL, done CHa) adimet CHa) comme inverse dans 72/ pi,
e, done, Z/p# est un corps.

Siop nest pas premier alors il existe a et b dans |2, p — 1] tels que p — ab.
Nécessatrement ni a ni b n'est dans piZ ot C'HOY = Cl{ab) = Cl{a) < Cl(D),
done Z/p#s west pas un corps car Cl(a) £ CLO) et CL) # CLD).

Exercice 20

On note &,, l'ensemble des permutations de I'ensemble constitué par les n
premiers entiers non nuls {1,2,...,n}-

L. Démontrez que, muni de la loi o, &,, est un groupe.

2. On note o U'élément de Sy défini de la maniére suivante :

1 2 3 4 5 6 7 8

5 4 1 7 8 6 2 3
'image de chaque terme de la premiere ligne étant écrit juste en dessous
a) Démontrez que la permutation o est égale a la composée de denx cyelen
(ue I'on précisera.
b) On note ¢™ la permutation gooo---o00.

—_—— —
nfois

2 24

Déterminez o2, 024, % et o2016,

1. La composée de deux bijections de [1, n] sur [1, n] est une bijection de |1, 1]
sur [1,n], autrement dit o est une loi interne sur &,,. L’élément ¢ : k + k est
neutre pour o, si o € &,, alors, par définition oc~! est définie et élément e &,,
et, enfin, la loi o est associative. Donc (&, 0) est un groupe.

2. a) Si on pose ¢1 = (1,5,8,3) et co = (2,4,7) alors o = ¢; 0 ¢y. De plus
¢1 et cp commutent, ¢f = ¢ = e.
b. Comme ¢; et c; commutent, 02 = (c})® o (c3)* =ecoe=e.

De méme 0% = (01%)? = €% = ¢, 0* = clociocy = ¢y et 02016 = (o12)!0%

Exercice 21

1. wu est un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E de dimension finie n
et I désigne l'application identité de E. Rappelez la définition d’une valcur
propre puis démontrez que :

(A valeur propre de u) si, et seulement si, (det(u — \I) = 0).
Déduisez-en que u admet au plus n valeurs propres distinctes.

2. Trouvez un endomorphisime de R? ayant comme valeurs propres 0 et 1.




L. A estovalenr propre de w si, el seulement, sl 11 existe oo 12\ {0} el que
w() = A does (u M) estnon injectil ce qui ¢quivant o (v N o QL) car
v estode dimension finie. Comme (u - M) o GL(E) < = det(u - M) =0,
équivalence est prouvée. Ouw a det{w = A1) = 0 4 X, (A) = 08\, est le
polynome caractéristique de u. Ce polynome étant de degré n, w a an plus n
racines distinetes. Done w au an plus n valeurs propres distinctes.

2. Notons B = (¢, e2) la base canonique de R?. I’endomorphisme u défini
par w(ey) = e; ot u(ez) = 0 est le projecteur de R? sur Re, parallelement a
Rey. 11 0°a que 0 et 1 comme valeurs propres.

Exercice 22

0 a c
Soit la matrice M = b 0 ¢ | ou a,b,c sont des réels.
b —a 0

1. M est-elle diagonalisable dans 9t5(R) 7
2. M est-elle diagonalisable dans M3 (C) ?

Xar(X) = —X3 + (be+ ca + ab) X par la méthode de Sarrus, la calculette,. . .
1. Si be+ca+ab > 0, M a 3 valeurs propres réelles distinctes, est diagonalisable
sur M3 (R).

Si be + ca + ab < 0, comme X n'est pas scindé sur R, M n’est pas diagona-
lisable sur M3 (R).

Si be + ca + ab = 0, comme Xy = —X3, 0 est la seule valeur propre de M.
Elle est diagonalisable si, et seulement si, elle est nulle i.¢. a = b =¢c = 0.

2. Si Si be 4+ ca+ ab # 0, M a 3 valeurs propres complexes distinctes, est
diagonalisable sur 95(C).

Si be + ca + ab = 0 le raisonnement fait dans le cas réel conduit & la méme
conclusion.

Exercice 23
1 -1 1
Soit la matrice A= | -1 1 -1
r -1 1
1. Démontrez que A est diagonalisable de quatre manieres :
a) sans calculs,

b) en calculant directement le déterminant det(A — Al3), ot I3 est la matrice
identité d’ordre 3, et en déterminant, les sous-espaces propres,

c¢) en utilisant le théoreme du rang,

)

dy en caleulant A

2. On suppose que A est ta matrice d'un endomorphisme w d’un espace cucli
dien dans une base orthonormde,

a) Que peut-on dire de Plendomorphisme u 2

h) ‘Tronvez une base orthonormée dans laguelle la matrice de « est diagonale.

L. a) A est symétrique réelle done diagonalisable.

h) Caleulons le polynome caractéristique de A sans calculette.

1 — A —1 | 1 1 ()
Xa(A) = l I —A I | = =A|—=1 1-=X =1 | par l'opération
I I I — A 1 —1 l — A
¢lémentaire Ly < Ly + Lo. En faisant 'opération Cy «— (' : 'y, on obtient
| 0 ()
ValA) = =A1—=1 2—-X —1 |. En développant par rapport a le premiere
1 -2 1-=2A

ligne, on obtient X 4(A) = —A(A? = 3)\) = \2(3 = \).
Avec des notations classiques Eg(A) = Ker(A) et E3(\) = Ker(A ~ 314).
H
e X=|y|€EA) = AX =0 = 2-y+2=0.
Done Ey(A) est le plan vectoriel de R? d’équation & — y + z = (0.
En écrivant (z,y, 2) = (y—2,y,2) = yej+ehone] = (1,1,0) et &), = (1,0, 1),
on a une base de Ey(A).

@ 20— y-+z=10

e X — Y & E‘i(jl,l = ('1 - 5[{)_ = () <= —ir — ‘:‘I'_! —Z 0 (*)
= T—y—=2z=10

; _ r+y=0 3 L,

(%) <= {,i.f+3:“ <> (&,y,y)=weyouey =(1,-1.1).

Comme X4 est scindé sur R et comme les sous-espaces propres de A sont
de dimensions égales aux multiplicités des valeurs propres associcées, A est
diagonalisable.

¢) Notons Cy, C et Cy les colonnes de la matrice 4. Comme C; = —Cy = (/4
et C3 # 0 la matrice A est de rang 1. On déduit du théoréme du rang que
dim(Ker(A)) = 2. Donc 0 est valeur propre de A de multiplicité m(0) > 2.
Comme tr(A) =3 =040+ ), la matrice 4 a pour valeur propre 3. Il ’ensuil,
que 3 < dim(£y(A)) 4 dim(E;3(A)) < 3 et donc A est diagonalisable.

d) A% = 3A. Le polynéme X2 — X = X (X — 3) est scindé a racines simples
et annulateur de A. La matrice A est donc diagonalisable.



2. a) Notons By la base canonique (orthonormée) de R¥, Alors A = Mg, (u).
A u
Notons B = 3 Alors ‘B = Bet B2 = B. On peut conclure que v = % est un

projecteur orthogonal de R3.
b) Les sous-espaces propres Eg(u) et E3(u) associés & des valeurs propres

distinctes de A € S3(R) sont orthogonaux. e} = —e}, ej = %(1, -1,-2)

V2

constituent une base orthonormale de Ey(A). Comme ef = %eg est un

vecteur unitaire base de F3(A), la base By = (ef,e},€}) est une base or-
thonormale de R3 telle que Mg, (u) = Diag(0, 0, 3).

Exercice 24

a

1 1 a

On considere la matrice A= | 0 2 0 | ou a est un nombre réel.
0 0 a

1. Quel est le rang de A 7 La matrice A est-elle inversible ?

2. A est-elle diagonalisable ?

1. Notons (', (5 et C3 les vecteurs colonnes de la matrice A.

Si a = 0,rg(A4) = rg(Cq,C2) = 2. Sinon, rg(A) = 3 et dans ce cas seulement
A est inversible.

2. Sia ¢ {1,2} AeM3(R) a 3 valeurs propres distinctes, est diagonalisable.

a5
eSia=1,X=|y|€ebi(A) < A-L)X=0 < y=2=0.

z
On a dans ce cas, E1(A) de dimension 1 alors que 1 est valeur propre double
de A. Donc A n’est pas diagonalisable.

x
eSia=2,X=|y|€EA) <<= (A-2[3)X=0 << —z+y+2:=0.
z
E5(A) est de dimension 2 et la valeur propre 2 double. Comme 1 est valeur
propre simple, on sait qu’alors dim(F;(A)) = 1, on a A diagonalisable.

Exercice 25

00 1
Soit A=|1 0 0 |eMs(C).
010

1. Déterminez les valeurs propres et les vecteurs propres de A. La matrice A
est-elle diagonalisable ?

2. Soit (a,b,¢) € CY ot B = aly + bA + eA3, olt Iy désigne la matrice identité
(’ordre 3. Déduisez de la question 1. lon dléimonts propres de B.

1. Recherchons simultanément valeurs propres el vecteurs propres de A, Soi
x Ta = A1» Ty = Atg
X=|ax2 ] #0. Alors AX =X <+ ¢ 1= A\ro <= { a0 = Ny
T3 &Io = Ay 23 = Nwy

a1 # 0 car X # 0, Donc A3 =1 <= Xe{l,j,5%} Donc A€M3(C) a 3
valeurs propres distinctes. Elle est diagonalisable. On déduit immadiatement
du calcul précédent les sous-espaces propres de A associés.

E1(A) = Vect(e}) ou €] = (1,1,1) ; E;(A) = Vect(e}) ol € = (1,32, 5) et
Ej2(A) = Vect(ez) ot €] = (1,5,5°).

1 1 1
2. A= PDP~! ou D = Diag(1,5,j)et P=|1 ;2 j
15

Des calculs sur les polynémes de matrices, on déduit que B = PB'P~! avoc
B' = al3 +bD + cD* = Diag (a + b+ c,a + bj + cj?,a + bj? + ¢j). Comme
B = PB'P7!, (¢],¢€},¢}) est une base de C? de vecteurs propres de B.

Exercice 26

On considere dans ’espace vectoriel R® la projection vectorielle f sur le plan
. . . . . Ve Tz b
d’équation z + y + z = 0, parallélement & la droite d d’équation 1=5-73
1. Trouvez simplement une base de R® dans laquelle la matrice de f est

diagonale.

2. Déduisez-en la matrice de f dans la base canonique de R3.

1. Im(f) est le plan d’équation = + y + z = 0. En écrivant
($7yaz) = (—y - %Y, Z) = ye,l + Z€’2 ol 6,1 = (_la 170) et 6,2 = (—1,0, l)a on
a une base de Im(f). Comme Ker(f) = Rej on ef = (1,2,3), B’ = (e}, e}, €})
est une base de £ = Im(f) @ Ker(f) dans laquelle la matrice de f est A avec
A = Diag(1,1,0) = P 'Mg(f)P ot B = (e1,e2,e3). La matrice P étant la
matrice de passage de B & B’, P~! est la matrice de passage de B’ 4 B.
1
A e o e = 6(—26'1 — 3ey + €3)
ey=—e1+ +eg < ( )= %(46’1 — ey +€5)

eh = e1 + 2es + 3es 1

eh = 6(—26'1 + 3ey + 6es)



I | I 0 0 | 2 I 2
2. Mg(f)= PAP™] | G 01 o] 3 =3 3
0O 1 3 (J oo/ 1 6
1 o =1 |
Donec Mg(f)y==|( -2 4 -2
B =5 —3 .8

Exercice 27

Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel E de dimension n, et soit
(¢1,...,en) une base de E. On suppose que f(e;) = flea) == fle,) = v,
ol v est un vecteur donné de E. f est-il diagonalisable ? (discutez en fonction
du vecteur v)

Siv = 0alors f = 0 puisqu’une application linéaire est déterminée par 'image

d’une base.

Siv # 0lerang de f est 1; d’apres le théoreme du rang, dim(Ker(f)) = n—1.

0 est valeur propre de f de multiplicité > n — 1. En tant que vecteur de £,
n n

v = Zaiei. Par linéarité de f, on a f(v) = Z a;f(e;) = (iai)v. Comme
i=1

i=1 i=1
n

v # 0, v est vecteur propre de f associé a la valeur propre E a; = a.

t=1
Si o # 0, f est diagonalisable de valeur propre 0 de multiplicité (n — 1) et a
de multiplicité 1.
Sia=0, f(v)=0= (Vie[l,n], f2(e;) =0) = f2=0; f est nilpotente. Si
[/ est diagonalisable, alors f = 0, ce qui n’est pas, puisque v # 0. Dans ce cas,
f n’est pas diagonalisable.

Exercice 28

2 1 . .
1. On pose A = ( 4 _q > Déterminez les valeurs propres et les vecteurs

propres de A.

2. Déterminez toutes les matrices qui commutent avec la matrice ( g 02>

et déduisez-en I'ensemble des matrices qui commutent avec A.

L Xa(A) = A2 — tr(A)A + det(A) = A2 =X — 6 = (A~ 3)(\ +2).
A ayant 2 valeurs propres distinctes réclles, est diagonalisable dans 90, (R).

X = (?QJC) €E3(A) += (A-3L)X =0 <= =z =y. Donc E(A) est la

droite vectorielle de R? engendrée par ¢} = (1, 1).

(JT>' Boa(A) = (A 20)N <0 < de by = 0 Done Boy(A)
Y

. o " - ) f
est la droite vectorielle de R engendrée par of, — (L, ).

I
Done A= PDP Yot D = Ding(3, - 2) et I? ( "= |)

Wil R (”’ b]), alors BD = DB <= h=c=0 <= 3= Diag(a,d).
¢ d
Soit C€My(R). On a AC =CA = PDP'C=CPDP! ().

.o matrice 2 étant inversible et le produit matriciel associatil,

(x) <= D(P7'CP)= (P~'CP)D < P~'CP = Diag(a,d), (a,d) ¢ R*
Done les matrices commutant avec A sont les matrices de la [orine PAL
on A = Diag(a, d) avec a et d parcourant R.

Exercice 29
1 1 -1
I. On considere la matrice A= {0 2 1
0 0 3
a) Déterminez les valeurs propres de A puis une base de vectenrs prapie
associés.
I)) Déterminez la matrice de passage P de la base initiale a la base de veetenr:
propres, puis sa matrice inverse P!,
d=x4+y—z+t
2. On considere le systeéme différentiel :< ' =2y + 2+ 1 L, y, = désignant
z! =3z
trois fonctions de la variable ¢, dérivables sur R.

Résolvez ce systeme différentiel en utilisant la question 1.

1. a) La matrice A étant trigonale supérieure, X 4(A) = (1 —A)(2 — A)(3 -~ \)
Ayant 3 valeurs propres réelles distinctes, A est diagonalisable dans 94 (IR).
Notons B = (e, e, e3) la base canonique de R®. L’examen de la premidr
colonne de A montre que F;(A) = Re;.

N —z+y—2z=0
X=|y|€E4A) — (A-2[3)X =0 = o

z
Donc Ey(A) = Re) ot € = (1,1,0) = 1 + ex.

y IOX =0 —2x+y—2z=0
X = Z EF3(A) — (A-3)X =0 < 420

Donc E3(A) = Rej ot e = (0,1,1) = ez + e3.



/ ]
f | -4} LEy (| |
]

I)) o 1 + ty o t’| | i'.i:,
t'% €a <= 0y [ (!i f.':. | t'r.'
D’oit 17 matrice de passage de B a B' et PP~ matrice de passage de B’ 4 B.
R il I | |
P 0 1 1],Pt=10 1 =1]etD=Diag(l,23).
0O 0 0 0 0 l
2. Le systeme différentiel s'éerit X' = AX + B(t) on rB'U) =i{(#'1 0).
, ‘ X =PY o . =1
X' = AX 4+ B(t) & , ) o1 P71B(t) = 1
Y'=DY 4 P~1B(¢) 0
Notons 'Y = (y1 ya y3). Alors (1) : Y/ = DY + P~ B(t). Alors
Nt
gl =i b o] yp = (e {
(l) — 'If;.i, = ',ZU-; + 1 — Yoy = l'_'-‘_:f'?"f = 1) ol (_"r|.(‘3.(.'_'_5 ER.
Yz = 3y3 y3 = Cyet
1
x = Ciel + Cye?t —t — >

On termine la résolution en écrivant X = PY i.e. y = Che?t 4+ Cyedt —

b | =

z = Cye3t

Exercice 30

1 3

1. Démontrez que A n’est pas diagonalisable.

On considere la matrice A = <_1 _4>.

2. On note f I'endomorphisme de R? canoniquement associé & A. Trouvez

0 c¢

3. Déduisez-en une méthode de résolution du systeme différentiel suivant :

(S)z{mlf_x_4y

y =z +3y

une base (v1,v2) de R? dans laquelle la matrice de f est de la forme <a b) :

1. X4(A) = A2 —tr(A)A +det(A) = A2 =2 0+ 1= (A —1)2.
A n’a qu'une valeur propre qui est 1. Comme A # I, la matrice A n’est pas
diagonalisable.

2. Comme X 4 est scindé sur R, la matrice A est trigonalisable dans 9, (R).
X = (5) €EFI(A) = (A-I)X =0 <= z+2y=0
Donc E1(A) = Re) ol €}, = —2¢; + ¢4.

Choerchong r'{,_ Lel e .-h'.:._ t','J | (",.

el . 9
N()lnll.hif.’i.l ( L)_ Alors 1(’2 l‘.", | "’I sty (‘ ly) (:/) < IU) (1)

2 — Ay 2
(1) &= . = <4 Dy . Le couple (a,y) (1,0)

: e )
convient, Done ef, = ¢y vérifie Ael, = ¢ + ¢).

=2 1 1 1
TP ot P = W T = .
Done A = PT1 i/ ( 1 0) ct (0 1)

3. Le systeme différentiel s'éerit X' = AX.
| X =PY
= AX 4= .

)'-‘ :T}'
I / ¢
: n=unt Yy — = e’ |
Y' =T¥F — : /1 1 Y2 — 1 ol ¢y € R,
Yo = U2 s = g€
d
('omme -11’1 = = (.':_»(-" — h‘ (Jlf f) =y = Y = r"(rl Fiteg), & € IR,
(

N — ot D s B
Clomme X = PY, on conclut : {J'{'” =el—2e y o —2a) ol ey, en e IR
y(t) = e'(cr +tea)
Une autre solution : A — 1 = N o N? = 0 avec le théoreme de Cayley
Hamilton ou par un calcul direct. Comme X' = AX <<= X({) (),
il suffit de calenler ef4 = etll2+N) — gtV car IN = NI = N et e/ = ¢! 1.
Comme N¥ = 0 pour tout k& > 2, on a eV = I, +tN.

. 1—-2t -4
Caneni 7 I, 3 A T\ — pt o
Il s’ensuit que e** =e'(Io + (A —1I3)) = e ( ; 1 21‘)

et (zo — 2t(xo + 2y0))

EEn notant X (0) = (IU) on obtient
Y f) = e'(yo + t(xzo + 1))

Yo

Exercice 31

0 -2 2
On considere la matrice A= -3 1 3
-1 1 3
1
1. Démontrez que A = 2 est valeur propre de A et que V. = | 0 | est un
1

vecteur propre associé.

On admet que A admet deux autres valeurs propres —2 et 4 avec comme

1 0
vecteurs propres respectivement associés V' = 1 | et V' = [ 1
0 1



2. On constdere les sutes () o e ms (0 e ms (00 )0 e définies par lenrs pre

(IR l‘,‘l'n 26,
miers termes ag, by, co et Ve N, < by, Say, =+ b, - 30, .
3 T " i i
Copipel ay A by + 3y,

On suppose que ay = 2, by = 2, ¢ = 0. Calculez a,, b,, et ¢, en fonction de n.

1. On véritic que AV =2V ave V #£ 0. D’ou V est un vecteur propre asocié
A lavalenr propre 2. On vérifie aussi que AV = -2V’ et AV" =4V,

La matrice A€My (R) ayant 3 valeurs propres distinctes est diagonalisable.

1 1 0
Donc A=PDP'onP=(0 1 1
1 0 1
2. Notons tX,,L = (anbpcn) €My 3(R). On a X, = AX,,. Par récurrence
2
immdédiate, VneN, X,, = A"Xgou Xg= | 2 | =2V’ = Pe,.
0

Done X,, = A" Xy =2A"V' = 2(-2)"V".
Dou v¥neN,a, = b, =2(-2)" et ¢,, = 0.

Exercice 32

Soit I un R-espace vectoriel de dimension 3 et e = (e1, e, e3) une base de E.
Ou considere la forme quadratique q définie sur E par : q(v) = 2% +y% +22+2z2
ot v est le vecteur de coordonnées (z,y, z) dans la base e.

1. Quelle est la matrice A de q dans la base e 7
2. Déterminez les valeurs propres et les vecteurs propres de A.

3. Indiquez une méthode pour trouver une base ¢’ telle que si v a pour coor-
données (X, Y, Z) dans la base ¢/, alors ¢(v) soit de la forme a X2+ 3Y 2+~ Z2.

1 0 1
1.A=[0 1 0 |eS;3R).

1 0 1
2. Si C,C5,C3 sont les vecteurs colonnes de A, on a C; = C5 et (C1,Cy)
libre. Donc rg(A) = 2. D’apreés le théoreme du rang, dim(Ker(A)) = 1. Donc
0 est valeur propre de A de multiplicité 1 = dim(Ker(A)) puisque A est
diagonalisable. Comme Aey = ey, 1 est valeur propre de A. Comme tr(A) = 3
et est égal & la somme des valeurs propres, 2 est aussi valeur propre de A.

1
A(e1—e3) =0et A(e;+e2) = 2(¢; +¢2) on peut dire que €] = —(e; —e3) est

V2

. » g ) e " . ‘[ . "
un vecteur propre unitaire de A associé aclnovadear propre 0 efoeg \/.,(' b))

est un veeteur propre unitaire de A associc o ln vadear propre 2.

3. Dans la base orthonormale ¢! = (¢, eayel), q(o) = OX2 4 1Y% PYAR

Noter que ¢(v) = 0 est une équation d'un eylindre elliptique d'axe (0,¢%).

Exercice 33
1. Démontrez l'inégalité de Cauchy-Schwarz dans un espace vectoriel réel muni
d'un produit scalaire.
. - . R 2
Indication : on considerera ||z + Ay||*.

2. Dans quel cas a-t-on égalité 7

1. On peut utiliser U'indication et refaire son cours. Proposons une autre
incthode.

2 2 ; Y
Siflell =1, lly = (zly)z ) = lyl* - 2(zly)” + (=ly)" = lyll* = (wly)” = 0.
Done [(zly)| < lyll i.e. [(2ly)] < [l=]]-lyl-
i 0, 0" = 7 = [lo'll = 1 et done |(&/1y)) < llll = ()] < el ol

Stz =0, on a égalité.
2. Siz=0ou(y= Az, x# 0, \eR) on a égalité. Réciproquement, si - / 0
et |(z|y)| = lzlllyll, avec les notations précédentes, |('|y)] = llyll. 1 découle

2
u caleul précédent que ||y — (x’|y)av’|]2 =|lyl|? - (a:’|y) =0.
|||l étant une norme, il s’ensuit que y — (2'|y)z’ = 0 et donc (i, y) est lice.

Donc on a égalité si, et seulement si, (z,y) est liée.

Exercice 34

Soit E un espace euclidien et A un sous-espace vectoriel de .
1. Démontrez que E = A @ A+

Indication : on admettra le fait que toute famille orthonormale de £ peul etre
complétée en une base orthonormale de E.

2. Démontrez que (A+)+ = A.

1. Comme A est un sous-espace vectoriel de dimension p d’un espace vectoriel
euclidien, il existe (er,...,€,) base orthonormale de A. D’apres le résultat

admis, il existe (ept1,-..,¢en) tel que (e, ... ,€y) soit une base orthonormale
n

de E. Donc Vx € E,3((z1,...,z,) ER™, 2 = Z;L’iei = Z (ei|x)ei.
i=1

i=1



€At e (Vy A, (yle) = 0) = Vi It () = 0 car la forme

lncaire £ (/l.r) est nulle sur A si, ef sealement. si, elle 1) est sur une base de

T

Y
A Done v e AV e p = L ((t,;];l:)(', -8 WEVect(€prr, ..., €n)-

i=p41

Comme (e,11,...,¢,) est libre, ¢’est une base de AL,
A= Vect(er, ..., e,) et (eq,...,e,) est une base de E donc E=A¢ AL.
2. On déduit de 1. que A+ @ (A1)L = E et donc dim(A) = dim ((AH)1).

Comme A C (A1), on conclut que 4 = (A+)+

Exercice 35

Soit. I un espace euclidien et F, G des sous-espaces vectoriels de E.
1. Démontrez que (F + G)t = F-nG+L.
1. Démontrez que (FNG)*t = FL + GL.

Rappelons que A ¢ B = B+ ¢ AL,

1. Comme FFC F+Get GC F+G,ona (F+@G)*t inclus dans FL et dans
G+ Donc (F+G)t c FAnG-.

Inversement, si z € F+ NG+ alors x € FL et x € GL.

Pour tout (y,2) € F x G, (zly + z) = (zly) + (z]2) = 0. Dot z €(F + G)*
Donc F+ NG+ C (F + G)* et finalement (F+G)* =FinGt.

2. Par application de 1. (F+ +G+)L = FNG car (FY)L = Fet (GHt =aG.
Comme (AL)L = A si 4 est un sous-espace vectoriel de F, il s’ensuit que
(FNG)t =FL + G

Exercice 36

Soit I/ un espace euclidien et u un endomorphisme de E. On note (x[y)
produit scalaire de z et de y.

1. Soit » un endomorphisme de E, tel que : Vz € E, Ju(z)|| = ||z|.

a) Démontrez que : V(x;y) € E?, (u(z)|u(y)) = (z]y).

b) Démontrez que u est bijectif.

2. Démontrez que I’ensemble des endomorphismes orthogonaux de £, muni
de la loi o, est un groupe.

1. a) Rappelons que : V(a, b) G_E2,4(a,|b) = |la+b|? — ||a — b||? (%)
Done ¥(z,y) € B2, 4(u()|u(y)) = [lu(z) + (@) — fhu(z) — uly)|?

lfeeCe ) |7 - (e 1)]]7 car west linéaire,
et ull® e wll? car w conserve le norme,
A(r|y) apres (x).

b) Ve Ker(u), [lu(e)|b = 0 = [lef] = o~ 0 car [|+]| est une norme sur f4.
Done we L(17) est injective. Comme 1Y est euclidien, done de dimension finie,
w st un automorphisme de [9.

2. Montrons que (O(E), o) est un sous groupe de GL(F).

e O(E)#car Iy € O(E).

e Soit (u,v) € (O(R))*. Vz € E, |(wov=)(x)|| = |lv= ()| car u e O(L).
Or [lll = p(=)|| = ||{vov™ D@ = llv=! (@)l car v € O(E).

Donc uov™! € GL(E) C L(E) et conserve la norme ; ot uov ' ¢ O(F).

Exercice 37
1. Soit h une fonction continue et positive de [a, b] dans R.
b
Démontrez que : / h(z)de =0= h =0.
Ja
2. Soit E le R-espace vectoriel des fonctions continues de [a,b] dans K. On

b
pose, pour tout f et tout g de E, (f|g) = / f(z)g(z)dz. Démontrez que ['on

définit ainsi un produit scalaire sur E.

1
3. Majorez / Vze *dz en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz.
0

1. H:z— / t)dt est la primitive sur [a, b] de la fonction A qui s’annule en

a. La continuité de h sur [a,b] implique H € C'([a,b], R) et H'(z) = h(x) = 0.

La fonction H est croissante sur [a,b]. Comme H(a) = H(b) = 0, on a, pour

tout z €[a, b], H(xz) = 0 ; par suite Vz €a, b], H' () = h(z) =

2. Si f,g€E, (f|lg) €R car la fonction x — f(z)g(z) est continue sur le

segment [a,b]. Comme f.g = g.f, (flg) = (g9/f). On déduit de la lindarité de
b

I'intégration que f — / f-g est linéaire.
a

Donc (f,g) — ( fl g) est une forme bilinéaire symétrique sur F.
t
f2(z)dz > 0 d’aprés 1. car f2 est continue, positive

Si fe E\{0}: (fIf) =
et distincte de la fonction nulle sur [a, b].

Donc (f,g) — (flg) est un produit scalaire sur E.

3. L’inégalité de Cauchy-Schwarz s’écrit dans ce cas :

V(f,9) € E*|(Fla) < I£IIlgll-



Prenons a 0,0 L) et gl ¢ " on obtiont

[ vie ] = [ v -,,,<\// wtoy [ -seac - L

el

Exercice 38

Soit. 17 Pespace vectoriel des applications continues et 2m-périodiques de R
dans R.

27
1. Prouvez que (_f[g) = f(t)g(t)dt définit un produit scalaire sur L.

21

2. Soit F' le sous-espace vectoriel engendré par les fonctions f : z s cos(x) et

g+ @+ cos(2z). Déterminez le projeté orthogonal sur F' de la fonction u -
£ sin ().

1. Si f,g€ F,(flg) €R car la fonction z f(z)g(x) est continue sur le
segment [0, 27]. Comme fg = g 7, (f|g) (g]f). On déduit de la linéarité

de 'intégration que f r— — / f.g est linéaire.

Done (f, g) — ( /I g) est une forme bilinéaire symétrique sur E.

Si feENA{0} (fIf) = / fHz)dx > 0 car f2 est continue, positive et

distincte de la fonction nulle sur [0, 27].

Donce (f,g) — (f| g) est un produit scalaire sur E.

; 3 I "2 1 27
2. (flg) = e /“ cos(x) cos(2a)dr = E/ (cos(3x) + cos(m))dx =0
. E 0

27T s I D
car / cos(kx)dr = L’» Sill(k:r}] =0 si keN*.
Jo :

0

i O A 1 1+ cos(2a 1
]| = e / cos”(x)dr = — / ’ J1d:v = _.
2ar 0, ' 2w fy _ 2 2
9 I = 9 1 | + cos(4dx) 1
lgll* = — / cos” (2x)dr = — / SRRt S
21 Jo o7 J, > =3

Donc (v2f. j.f,r} est une base orthonormale de F.

Comme, on sait que si B = (e1,...,e,) est une base orthonormale de F et si
n

lon note Pr(z) le projeté orthogonal de z sur F est Pr(x) = Z (eilz)e;,
i=1
Pr(u) = (VEFWVET + (vEalu) v,

(ulf) = 217r /27r sin’(z) cos(z)dz = % [sm;(:r)]iﬂ =0.

Lo . [ |
(u]g) G ./“ sin? () cos(2a ) - /“ (cos{2e)  cos”(2r))dr.
Done (ulg) ‘Iﬂl '/““ cos? (20 dr H/(I /“ (1 cos(cle))dr I.

[
Gone Pu(u) = — —q.
one Prw) =~ L

Exercice 39

Soient. F(R,R) Tespace vectoriel des applications de R dans R, /7' le sous

espace engendré par les cing applications : fy : x +— \/57 fo m v cos(r),

Jy = sin(x), far x> cos(2x), f5 : & sin(2x) et F le sous-espace vectoriel
engendré par fi, fa, f3: F = Vect(f1, fa, f3).

1. Prouvez que (f|g) = % ! f(x)g{x)dx définit un produit scalaire sur /7.
2. Vérifiez que f4 et f5 sont_:rmitaires et orthogonaux. On admettra pour ln

suite que B = (f1,..., f5) est une base orthonormée de E

3. Déterminez le sous-espace vectoriel F'+; orthogonal de /7 pour c¢e produil
scalaire.

1. Si f,geF, (f|g) €R car la fonction z — f(x)g(z) est continue sur le
segment [—m, 7). Comme f.g = g.f, (flg) = (q\f) On déduit de la linéaritd

de TVintégration que f— — [-g est linéaire.
m

—T

Done (f, g) +— (f]g) est une forme bilinéaire symétrique sur C([—n, 7|, R).

: 1 /™ ; )

Si feC([-m,7],R)\ {0}: (fIf) = = fA(z)dr > 0 car f? est continue,
™ —T

positive et distincte de la fonction nulle sur [—7, 7).

Donc (f,g) — (f|g) est un produit scalaire sur C([—m,7],R). Ce produit
scalaire induit un produit scalaire sur le sous-espace vectoriel E.

2. Comme x — fy(x)f5(x) est i 1mpa1re (falfs) = 0.
I fall? = %/ cos?(2z)dx = % (1 + cos(4z))dx = 1.

— -7

I3l =3 [ sinteopts = o [ (1 - costaaar =1

- o7
Donc f4 et f5 sont unitaires et orthogonaux.
3. Comme B est une base orthonormale de E, F' = Vect(fy, fz, f3) et comme
E =F & F1, on peut conclure que F+ = Vect(fy, f5).




Exercice 40
On définit dans My (IR) x M (IR) Papplication ¢o(AA%)) Ll'(i\/\’), ol |,|'(I/\/1’)

désigne latrace du produit de Ia matrice A par la matrice A”. On note

= a b s
F={ <_b ”’) (a,b) € k2 }-

On admet que ¢ est un produit scalaire sur 9, (R).
L. Démontrez que F est un sous-espace vectoriel de 9y (IR).
2. Déterminez une base de FL.

1

3. Déterminez la projection orthogonale de J = (i )

) sur FL .

1 0
1. Notons I, = < ) et N = ( 0 1). Alors F = Vect(Iy, N) est un

0 1 -1 0
sous-cspace vectoriel de 93 (R). Comue (I3, N) est trivialement libre, (I, N)
est une base de F. On a aussi N2 = — .

Notons que F = R[N] la sous algebre commutative des polynémes de la
matrice V.

a b M|, 0 a+d=20
2. M:(c >E]:l <= {( ) S { si, et seulement

(M|N) =0 b—c=0
. b
s1,M:<a )
b —a

. 1 0 0 1
onc ect(A,B) ou A (O _l)etB <1 0).
Comme (A, B) est libre, c’est une base de F+.
A B
Notons que (A4|B) = 0, ||A] = ||b V2. Donc <—a—
(41) o = ot
orthonormale de F-.

3. Rappelons que si B = (ey,...,e,) est une base orthonormale de H et si

) est une base

l'on note Py (z) le projeté orthogonal de = sur H est Py (z) = Z (eilx)e;
i=1

let, Pri(J) = (J155) 5 + (J155) & Or (J]A) =0et (JIB) =

Donc Pfl( ) = B.

Exercice 41

Soit E un espace préhilbertien et /7 un sous- espace vectoriel de dimension
finie n > 0. On admet que pour tout x € E, il existe un élément unique yq de
F tel que x — yg soit orthogonal & [ ¢t que la distance de z & F soit égale a
[l — yol|-

Y
SiA (ZI ’I;) of, A’ (:I/ (Il > wlors on pose (A[A") — aad L0 e | dd!

1. Démontrez que (1) est un produit scaluire sur M, (IR).

. . I 0]
2. Calculez la distance de la matrice A ( | o ) Al sous-espace vecetoriel

I des matrices triangulaires supéricures.

1. (|) est le produit scalaire canonique de R? identifié & 9, (R).

2. Rappelons que d*(z, F) = ||z — yol|* = ||z]|* — |lyo]|* d’aprés le théoréme de

Pythagore et que si B = (ey,...,e,) est une base orthonormale de /' et si l'on
n

note yo = Pp(x) le projeté orthogonal de z sur F est Pp(z) = Z (ei]a)e,

1=

lei F7 = Vect(e, e2,€3) ol e1 = ((1) 8) €2 = <8 (1J> A <:: (:) "

= A, Donc d?(A, F) = ||yol]® — ((61|A)2 + (62|A)2 + (cz;;lA)z).
Dot d?(A,F)=6—(1+0+4) =1. On a donc d(A, F) = 1.

Exercice 42

17 désigne un espace euclidien. On note (x|y) le produit scalaire de @ et de y.
1. Démontrez que si f est une forme linéaire sur F, il existe un unique ¢lément
a de E tel que, pour tout x deFE, f(x) = (x|a)

2. xg est un élément non nul de E, tel que ||zp|| = 1. On note [xg] la droite
vectorielle engendrée par xg et [xo]t Porthogonal de [zg].

a) Donnez la définition de la projection orthogonale p sur [zg].

b) Si p(x) = Az, on pose g(x) = A. Démontrez que g est une forme linéaire
sur E et indiquez 1'élément b de E tel que, pour tout = de E, p(z) = («[b).

1. L’application § : £ — E*, a+— (-|a) est linéaire car le produit scalaire est
une forme bilinéaire. § est injective car 8(a) =0 = Vz € E, (z|a) = 0.
En particulier (ala) = |ja||? =0, dolt a = 0.
Comme dim(E) = dim(E"), il s’ensuit que 8 est un isomorphisme d’espaces
vectoriels. Donc, pour tout f € E™, il existe un unique a € E tel que f = 0(a).
ie. VfeE*, AacENzeE, f(z) = (z]a).
2. a) p est 'application de E dans E telle que :

Vz € E, (p(z) — x) €[z0]t et p(z) €[zo].
b) p(z) €[zo] < INER,p(z) = Ao ;
(p(z) — z) €[]t = X = (2]xo) car ||zo]| = 1. Donc g(z) = A = (z|zo).




s .

Exercice 43

7 désigne nn espace euclidien. On note (rfu) le produait sealaire de et de .
. . e . 2

St est un endomorphisme de £2; on note «* Pendomorphisme adjoint de .

L. a) Siw estoun endomorphisme de £, précisez, en justifiant votre réponse,
: . * | %

"endomorphisme (u™)™.

b) Siw et v sout deux endomorphismes de E, préeisez, en justifant votre
. ; . *

ré¢ponse, U'endomorphisme (v o v)™.

2. a) Soit B = (¢;)1<i<n une base orthonormale de E. On note A la matrice

. : *
d’un endomorphisme u de E dans la base B et B la matrice de «* dans la

base B. En justifiant votre réponse, donnez la relation qui existe entre A et
3.

b) Retrouvez le résultat de la question 1.(a) & aide de la question 2.(a).

Rappelons que u” est I'unique endomorphisme de E tel que :

V(@ y) € B2, (u(z)ly) = (=lu*(y)).
1. a) On a donc : V(z,y) € E?, (u*(T)ly) = (:v|(u*)*(1/)),
par définition de l'adjoint de u*. Le produit scalaire étant symétrique,
(¥ (@)]y) = (yhe*(@)) = (u()lz) = (z]uly).
On déduit de Punicité de ’adjoint de u* que u = (u
b) Y(z,y) € E2, ((uo v)(z)ly) = (v(x)]u*(y)) par définition de u*,

= (ar]v*(u*(y))), par définition de v*.

On déduit de I'unicité de Padjoint que (v o u)* = v* o u*.

2. a) V(i,5) €[1, n]?, (u(eile;) = (es|u™(e;)).
Comme A = (a; ;) = Mp(u), on a u(e;) = Zak,iek et donc (u(ei|ej) = @44
k=1

*)*.

car B est une base orthonormale de F.

n
Comme B = (b; ;) = Mp(u™), on a u*(e;) = waek donc (ei|u*(ej)) =b; ;
k=1
car B est une base orthonormale de E.

Donc : V(i,7) €[1,n]?,a;; = b; j i.c. B = 'A.

tt . .
b) Comme (A) = A et comme un endomorphisme d’un espace vectoriel a une
. . . *yk
unique matrice dans une base donnée, on retrouve (v™)" = wu.

Exercice 44
-2 =2 1
On considere la matrice A = | -2 1 -2

1. Justificz que A est dingonalisable.

L. Détermines PP el D dans M (0) tetles que ‘Pum P LoD est diagonale, of
'"PAP = D.

1. Ac Sy(R). Done A est diagonalisable.

2. Iin faisant la somme des vecteurs colonnes de A, on voit que —3 esl une
v § ] y T
valeur propre de A associée an vecteur propre ¢ = (1,1, 1) de [R7,

1 -2 1

1 31 = —2 | —2 | étant de rang 1, on déduit du théoreme da rang
1 2 1

(ue —3 est valeur propre double de A. Comme tr(A) = —3, 'autre valen

propre de A est 3.
&

\ y | eE_3(A) &= (A+3L)X =0 = z—2+2z=0.

m

Done e} = (1,1,1) et e}, = (1,0, —1) est une base orthogonale du plan £ 4(A)
La matrice A étant symétrique réelle diagonalisable, R? E_4(A) p Ey(A)
ot les deux sous-espaces propres sont orthogonaux. Ey(A) est done I droite
vectorielle Rej ot e = (1,—2,1). Notons B” = (e, €5, e4) avec

1 1 »

I
off = —=€|, ef = —=¢€) et e = — €. La base B” est une base orthonormale

de R? constituée de valeurs propres de A. La matrice de passage P de la hase
canonique (orthonormale) B de R? a la base orthonormale H”_v.-\'t orthogonale
V2 V3|

V2 o0 2
V2 -3 |

ie. P=P 1. OnaA=PDP'=PD'Pavec P =

Sl

et D = Diag(—3,—3,3).

Exercice 45

u—1
. z(u) = u2
Etudier la courbe définie paramétriquement par o2
y(u) =
w41

Puis donner 'allure de cette courbe.

En tant que fonctions rationnelles, z € C®°(R*,R) et y € C°(R\ {=1},R) et
2—u u(u + 2)
’ _ o _ )
2 (U) - US Y (u) (U + 1)2
Les variations de x et y sont immédiates et figurent sur le tableau suivant.




u | -0 -2 -1 0 1 2 +00
dx

70 - o+ L SO0 =

z |0 N2\, —®© ||m0 /LN 0
v |- /4N N 0 S S D e
B, 0— - 0 + 0 + +

_du | ]

Exercice 46

On considere la courbe définie en coordonnées polaires par : r = %/W .
1. Etudiez les symétries éventuelles de cette courbe.

2. Donnez l’allure de cette courbe.

3. Précisez la tangente au point de paramétre § = g

1. r est définie si, et seulement si, cos(26) > 0. Comme la fonction r est 7-
périodique et paire, il suffit d’étudier r sur D = [0, 7/2] N {6 | cos(260) > 0} et
de faire subir & la courbe obtenue une symétrie par rapport a ’axe Oz suivie
d’une rotation d’angle 7 pour avoir toute la courbe.

D =[0,7/4]. r(8) > 0si 6 €[0, /4] et H(m/4) = 0.

2.

3. Une équation polaire de la tangente au point de parameétre § = % est

g=".

4

Exercice 47
Etudiez au voisinage du point de paramdtre t' = 1 la courbe définie par

t,2 0,2
ué =1 uf -1
o) = [ Gy w0 = [ Gy

Indication : on pourra calculer les dérivées successives de z et y.

En tant que primitives de fonctions de classe C* sur R, z et y sont de classe

C*® sur R On a: z'(t) Ll et y'(t) il
3 n M = =]
° py1 YT B

Notons f(t) = (z(t),y(t)). On a f(1) = f'(1) = (0,0),

4t t(—tt+3t+2) .
.’17'/(t) = (t2+—1)2 et y'/(t) = ( (t3 T 1)2 )a d’ou f”(l) = (1, 1) et pP= 2.

. 4(1 — 3t?) (t3 4+ 1)(—5t* + 6t + 2) — 63 (—t* + 3t + 2)
3 () = Gty = - ;
gt () CEIE et y*(t) e
dot fO)(1) = (— 1, — g) et donc g = 3.

4

Il s’ensuit que le point de parameétre t = 1 est de rebroussement de premidre
espece.

Exercice 48

Dans un repére orthonormé (O; 7, 7)), on consideére la courbe d’équation
z2 +4y% +2x —8y+1=0.

1. a) Précisez la nature de cette courbe.

b) Tracez cette courbe.

2. Calculez la pente de la tangente en chacun des points d’intersection de la

courbe et de axe (O; 7)

1.a) 2?2+ 42 +22 -8y +1=0 < (z+1)2+4(y—-1)*=4 (1).
(x+1)2  (y—1)?
(1) = 52 +( 12) = 15

La courbe est une ellipse de centre 2 = (—1, 1), avec les notations classiques,
onaa=2b=1c=va?—-b2=+3.

b) Le tracé étant immédiat, il est laissé au lecteur.

2. Les points d’intersection de la courbe avec I’axe Oy ont pour ordonnées

3 3
respectives : y; =1+ g ety =1-— \/7_

Comme le vecteur gradient de f(z;,y;),1 <4 < 2 est un vecteur normal a la
courbe en M; et comme grad f(z,y) = (2z+ 2,8y —8), on obtient pour pentes
1 1

respectives m; = ———=et mg = ——-

243 2V/3




Exercicg 49

: . a) = cost(t)
On considere la courbe paramétrée, définie par : 5
y(t) = sin”()

1. Etudiez les symétries de cette courbe.
2. Donnez ’allure de cette courbe.

3. Déterminez une équation de la tangente  la courbe, au point de paramétre
m

t=—-
6

1. z et y étant 27 périodiques, il suffit d’étudier I’arc sur un intervalle
d’amplitude 27 pour avoit toute la courbe C.

x(—t) = z(t) et y(—t) = —y(t), donc C est symétrique par rapport & Oz.

w(m —t) = —x(t) et y(r — t) = y(t), donc C est symétrique par rapport & Oy.
:1:(% — t) = y(t), donc C est symétrique par rapport 3 la premiére bissectrice.
2. Il suffit d’étudier la courbe en faisant varier ¢ sur [0,7/4]. On a =z

1
décroissante entre 1 et —~=, alors que y est croissante entre 0 et ——-

2v2 2v/2
i t 1 . . -
3.5it = %, :f:/’((t)) = —tan(t) = _ﬁ. Une équation cartésienne de la tangente
demandée est y = — — + =
y=-"5+;3
Exercice 50
ol
rlu) = -
On considere la courbe C définie paramétriquement par : 21 1
)
ylu) = w1
Donnez I’allure de la courbe C et précisez la (ou les) asymptote(s)

éventuelle(s).

1 1
@ ost de classe C*° sur R* ot o(u) = u ~ = =2 a'(u) =1+ wh
2

y est de classe C° sur R\ {—1} et y(u) =u -1+ T
S(w) =1 2 (u+1+vV2)(u+1-v2)
WA=t 1) (u+ 1)2
D’ott un tableau de variations facile & établir.

1 1 3

OnaVreR\{0,-1py(u) —z(u)+1= Tl +
La droite d’équation y = x — 1 est asymptote & la courbe et I’équivalent
précédent permet de préciser les positions relatives. D’otl la courbe.

u lul—=+oo

Exercice 51

Donnez Pallure de la courbe définie en coordonnées polaires par :
r = 2[cos(f) — cos(20)]. Précisez la tangente a cette courbe au point de
parametre § = .

6 — r est de classe C>°, 2w-périodique paire. On étudie sur [0, 7] et le tracé se
compléte par symétrie d’axe Ox.

2
cos(f) = cos(26) < 6 =+2r [2r] < fc2nZoube %Z.

On a le tableau g 0 m 2 T
2 3
rf0 + 2 + 0 - 4

dr M dr
Lorsque 8 = 7 on a i 0 et on rappelle que - @179) + rvg, donc la
tangente, lorsque § = 7 est perpendiculaire & u, i.e. & Ox.
On rappelle également que lorsque r = 0 alors ug est tangent & la courbe.



Exercice 52

On considere la courbe paramétrée C : { v = () , | et g étant deux fonctions
y §

de classe C! sur un intervalle ouvert I.
1. Expliquez comment on peut étudier la position de C par rapport a sa
tangente au voisinage du point M, de parametre ¢, avec ¢y € I.

2. Appliquez les résultats précédents aux deux courbes suivantes au voisinage
. _ 43 )
du point de parametre 0 : C; : 4 * t6 etCy: T t
y=t y=t'

Retrouvez ces résultats simplement sans utiliser la question 1.

—_—
k

1. On note p le plus petit des éléments k de N* tels que ddT]]\f(to) #*

—
0 (sl
—_—

k

existe) puis ¢ le plus petits des entiers k > p tels que W(to) est linéairement
— —

. d” M g d’ M

indépendant de W(to) (sl existe). Alors e (to) est tangent & C en M ().

q

e Si p est impair et ¢ pair la courbe est du coté de (to) et le tracé ressemble

~ . b . - ’ . . dtq
a celui d’un point birégulier. En revanche si g est impair il y a inflexion.

e Si p est pair il y a rebroussement avec traversée de tangente st g est impair
et sans traversée sinon.

’ VT -
2. Pour €y on a le développement OM (t) = 37" + 577 d’ou (p, q) = (3,6).
L’axe Oz est tangent et la courbe est au dessus. Comme ¢ — 3 est une

bijection de R sur lui-méme il s’agit en fait de la parabole d’équation y = z2.
—_—

Pour C? ona OM(t) = t*7 4+ t*77 d'olt (p,q) = (2,4). 1l s'agit en fait de
la partie de C; tracée dans le demi-plan fermé défini par z > 0, M(0) étant

un point. de rebroussement, mais les denx portions de parabole obtenues pour
{ = Oct pour = 0 dabnt les memes, parcourines dans le sens inverse.

IExercice 53

1. Donnez une représentation paramétrique, dans un repere orthonormé, du
cercle de centre O et de rayon a > 0. Puis, déterminez le repere de Frenet en
chaque point de ce cercle. Précisez la valeur du rayon de courbure.

2. Le plan étant rapporté & un repére orthonormé, on considére I'are paraméiré
5 BI==1
défini par 2 Pour u €[0, +00[.
y —

Déterinez, au point M de cette courbe correspondant au paramaetre u |,
le repere de Frenet, ainsi que le rayon de courbure.

x = acos(t)

< .
y = gsin(t) pour 0 <t <27

1. Il suffit de considérer {

—
dM
Vi €[0,2x, W(t) est de longueur a et, donc, le repére de Frenet en Al (1) o

— 1 dM
pour origine M (t), pour premier vecteur T = — —dt—(t) = el pour secod
a
— —n .
vecteur N = —uy avec les notations usuelles.

; g U : o
Toujours avec les notations usuelles a(t) =t + 5 convient d’ont dev — dl ¢

r ds ds dM o
=~ =acaronavuque - = |- =a.
dM
2. Pour tout v > 0 on a - = (1,2u) d'on ds = 1+ 4u?du,
u
— 1 — 1
T = (1,2u)et N = ———(—2u,1).
\/1+4u2( ) \/1+4u2( )

d
On en déduit tan(c) = 2u puis, en différentiant, - (1+4u?)do = 2du
cos?(a)
d 1+ 4u?)?
dour = 38 - (LHdul)?

Ja 5 - Pourquoi se limiter au cas ot u =17
o

Exercice 54

Soit l'intégrale curviligne I = /w oll w = ydx + xydy et T est la courbe
r
fermée composée des portions de courbes comprises entre les deux points

d’intersection des courbes C; et Co d’équations respectives y = z2 et y = x,
dans un repere orthonormé.



La courbe I' étant déerite dans le sons Leigonométrique, enleulez Pintégrale [

1. directement,

2. en utilisant la formule de Cireen- Riemann.

1. On fera impérativemnent un dessin.
La portion de C; est définic par y = x? et z va de 0 & 1, le long de cette
portion w = z?dz + 2% x (2zdz) = (22 + 22*)dz.
La portion de Cy est définie de méme par y = = et z va de 1 & 0 avec ici
w = xdx + 2%dz = (z + z%)dz.

2 1 1

1 0 1
Dou I = / (m2+2x4)dx+/ (x+x2)dg::/ (2x4—x)dm: i P
0 1 0 ) 2 10

2. On pose w = Pdx + Qdy et, si I'on note D la partie compacte limitée par
Cy et Cq, on rappelle la formule de Green-Riemann :

1= fu= [ (3 % 9wy,

Ici D est défini (dessin) par (0 <z < let 2? <y < z) et &e =1 oQ = .
1 Ay " Oz
Par suite [ = / ( (y—1)d ) (y - 1)2]z dx
70 -

. 1
smt[z—/(Bx —23‘—x)dx—l<————1>:—i-
2 /s 2\3 2 5 10

Exercice 55

On considere la quadrique (S) d’équation zy + yz = 1 dans un repere or-
thonormé (O 1,7, ?)

1. On note ¢ la forme quadratique associée a (.5).

a) Déterminez la matrice de ¢ dans la base (7, 7, ?) On la notera A.

b) Déterminez une base orthonormée (7, v, W) constituée par des vecteurs
propres de A.

2. a) On note P la matrice de passage de la base (7, ,?) a la base
(E’, v, ) Expliquez pourquoi la matrice de ¢ dans la base (7, v, _’) est

égale & P"1AP.
b) Quelle est la nature de la quadrique (S) ?

e t ; .
; ainsi si 'on pose X = (x y z) une équation de

[y
22
g
N
Il
bd | =

(S) est 'XAX =1. I

h) Le vecteur ’(l 0 1) est dlémoent du noyan de A an va des colonmes de
rang | et 3.
2A% — A par le ealeul et, done, conmme le polynome N (X2 2) est annulatenr
de A, on a Sp(A) C | V2,0, V2 ) Comme ln trace de A est nulle, que A est
diagonalisable car symétrique et non nulle, c'est nécessairement une Gualite ol
les sous-espaces propres sont de dimension 1.

=V2X = y= V2 et x ;:/\/2 bz 0dou 7 + \/27 1 A:’ esl

vecteur propre associé a V2.
1 N
En rendant les vecteurs unitaires on prend donc u = 3 (7 +V2T 4k )
1 —
vecteur directeur de E 5(A), vV =— (7 — k ) vecteur directeur de f4)(A)

V2

et enfin W = @ A 0 vecteur directeur de E__;(A).
Alors (7, v, W) est une base orthonormale directe constituée de vecteurs
propres de A.

a) La formule de changement de base pour une forme quadratique est plutot
A’ = "PAP mais, comme P € SO3(R), on a ‘p=p1,
d’ot A’ = Diag (v2,0,—v2) = P7'AP.
b) Dans cette nouvelle base orthonormale (S) admet donc pour équation
V2(z? — 2'?) = 1, il s'agit d’un cylindre hyperbolique d’axe R7v.

Exercice 56

Dans R?, on considere les trois normes usuelles pg, p1 et p2 définies ainsi,
pour tout (z,y) €R? :

po(z,y) = VI + 42, pu(x,y) = |z| + |yl p2(e,y) = max (|z|, [y]).
1. Démontrez que ces trois normes sont équivalentes, sans utiliser le fait que
R2 est un espace vectoriel de dimension finie.

2. On note, pour i €{0,1,2}> Bi(((), 0), 1), la boule ouverte de centre (0,0) ¢t

de rayon 1 pour la norme p;. (O; 7', 7) désigne un repere orthonormal du
p J

plan.
Pour chaque 7 €{0, 1,2}, déterminez ’ensemble E; des points M du plan dont,

les coordonnées (x,y) dans le repere (O c T, 7) sont telles que
(‘Ta y) € B1((07 0)7 1)

1. Si (z,y) € R? on a immédiatement py(z,y) < pi(z,y) qui est le produit
scalaire des vecteurs (|z[,|y|) et (1,1) donc inférieur ou égal a V2po(z,y)
d’apres I megahte de Cauchy Schwarz.
De méme p2(z,y) = 22 + y? < 2p3(x,y) d’ol, en définitive :

V(z,y) €R?, po(z,y) < pi(z,y) < V2po(z. ) < 2ps(x,y)



ce qui prouve que les trois normes sont denx i dens cquivalentes.

2. Pour alléger on note 13, 1a boule If,(((),()‘ 1} 8i0€4d g2

1o ctant la norme enclidienne canonigue sur IR%, 1o boule 13, est, le disque
[erme de centre (0,0) et de rayon 1.

Les boules sont invariantes par symétrie par rapport . chacun des deux axes
de coordonnées. On peut done se limiter, pour définir géométriquement les
boules, au quart d’espace Q défini par 2 > 0 et y > 0.

Alors (,y) € BN Q <= (0 <z, 0<yetz+y< 1).

Par suite By est le carré de sommets (1,0), (0,1), (—1,0) et (0,—1) (bords
el intérieurs compris).

De néme (z,y)€BoNQ <— 0<r<let0<y< 1) donc By est le carré
de sotmets (1,1), (=1,1), (—1,-1) et (1,—1), toujours bords et intérieurs
compris.

Ainsi By C By C Bs.

Exercice 57

On considere la similitude directe s d’écriture complexe, dans un repere or-
thonormal (0;7%,7) : 2/ = (i — 1)z + 2 —i.

1. Déterminez le centre, le rapport et I’angle de cette similitude.

2. On considere dans le plan complexe les points A d’affixe 7, B d’affixe —1
ot ¢ d’affixe —1.

a) Déterminez les points A’, B’ et C’, images respectives de A, B et C par la
similitude s.

b) Quel est la valeur de I'angle AB'C' 7 de 1a longueur A’C’ ? de aire du
triangle A'B'C” ?

1. Le centre est le point Q d’affixe w vérifiant ' = w 1.e. w = 1.

Le rapport complexe est ¢ — 1, de module /2 et d’argument ?% modulo 27,

2.a)s(i) = (i—1)i+2—i=1-2i, s(—-1) = (1—4)+2—i =3 — 2 et
s(=i)=(1—-i)i+2—i=3.

b) Comme s est une similitude directe on a A’B'C’ = ABC de mesure —-
2

D . T T q
e meéme HA C H = \/§HACH = 2/2 et l'aire du triangle de sommets
A’ B’,C" est deux fois celle du triangle de sommets A4, B, C, soit 2.

Ioxercice 58

L T |
= : vyt 2 L 3 ,
L. On considere le systeme on . désigne un réel.
24 i ¥
i 2y = 2 m

Démontrez qu’il existe une unique valeur g de m pour laquelle ce systeme
admet une solution unique et donnez cette solution.

p 2 s N =L == W i :
2. Dans Pespace rapporté a un repere (O; v, 7, k ) , on considere la droite

r=1
de représentation paramétrique { y =2 — ¢ ct la droite d' de représentation
z=—1
T=u
paramdétrique < y =2+ u
z=—1+4+u

a) Démontrez que d et d’ sont concourantes.

h) Démontrez que d peut étre définie comme intersection des deux plans
d'équations x +y+ 2z = 1l et z+y + 22 = 0 et que d’ peut étre délinic comme
intersection des deux plans d’équations 2z —y —z = —letx — 2y + = h,
Déduisez-en le résultat de la question 1.

1 l I
1. La matrice des trois premieres lignes du systéme est { 1 | 2] o
2 -1 I

admet 3 pour déterminant et le triplet (0,2, —1) vérifie les trois premicres
lignes. Pour que le systéme admette une solution unique il faut et il suflit. que
celle-ci soit (0,2, —1) i.e. que m = —5 d’apres la derniere ligne.

1. a) A l'intersection de d et de d’ on az = u = t et aussi y = 2+u = 21 d'oi
wu=t=—t,ainsiu =1t =0. Alors £ = 0, y = 2 et 2 = —1. Réciproquement
My = (0,2,—-1)ednNd'. Les deux droites concourrent donc en Mp.

b) On considere I'intersection des plans d’équations z+y+z = 1, x+y+2z — 0
et on choisit le parametre ¢t = x.

On obtient alors y +2z = 1 —t et y + 2z = —t d’ou, par différence z = —1 puis
y = 2 — t. Cette intersection est donc d.

De méme si 'on considére l'intersection des deux autres plns et si I'on pose
u=ux,alorsy+z=2u+1let2y—z=u+>5dol, en sommant, y =2+ u cl
2z = —1 + u, cette intersection est donc d'.

On en déduit que, pour m = 5, l'intersection des quatre plans, qui est aussi
celle de d et de d’, est réduite au point (0,2, —1). En revanche pour montrer
que D'intersection est vide lorsque m # —5 il faut reprendre le raisonnement
relatif au rang constitué par le systeme des trois premiéres équations.




Exercice 59

On considére dans le plan une droite d et un polnt F non situé sur d. On
suppose que la distance du point F & d est égale & 1.

Déterminez, en utilisant un repeére orthonormé judicieusement choisi, que
; , F 1 .
Fensemble des points A du plan tels que MH = 3 est une conique, H
désignant le projeté orthogonal de M sur d.

Déterminez la nature et une équation réduite de cette conique et donnez

I’allure de cette courbe.

Soient Hy le projeté orthogonal de F sur d et O le milien du segment [Hy, F).
— 1
On pose 7" = HyF et on se place dans (O; 7, 7). Alors F = (5 ,0) et

1
48 = —3 est une équation de d.
1
Si M = (x,y) alors H = ( - 5 -.;_f_,r) et 2MF = MH <= 4MF? = M |2 ce
1\2 % 12 3
qui équivaut 4 (.r = ;) +4dy® = (.r + 5) = 32® +4y® — 5z + 1= 0.
[l s’agit effectivement de I'équation d’une conique.

5 4
On peut aussi écrire 3(m — 6) +4y? = 3 cette équation. Il s’agit bien siir

2 1
d’une ellipse de centre ( g aO) = (o, yo) avec les parametres q = 3 etb=—

V3

_ 2 _ 2
si ’équation réduite est & 2:c o) + (?JTZJO) =1.
a

Exercice 60

Soit dans I’espace une sphere de centre O et de rayon R, et un point A non
situé sur la spheére. On note d Ia distance OA. Une droite A passant par A
coupe la sphére en P et (.

Exprimez le produit AP x AQ en fonction de d et de R, en utilisant, dans
un repere orthonormé judicieusement choisi, une équation de la sphere et une
représentation paramétrique de A.

Dans un repere orthonormé (O 50,7, _}) ou A est parallele 3 I une quation
de la sphere est z2 + v+ 2% = R2,

=
Si Pon pose A = (a,b,c) alors d? = ¢2 +b%+c? et, en posant P = A + ¢ & et

Q= A+s?, ona AP x AQ = |st|. De plus s et ¢ sont les racines de I’équation
a® +b% + (c+2)? = R? car P et @ sont sur la sphére.

Cette équation s’écrit aussi 22 + 2¢z +(d? -~ R?) = 0 car a2 + b2 +c2=4d2.1
s’agit d’un trinéme et le produit de ses racines est 2 — R2 qui est strictement
négatif. Par suite AP x AQ = R? — 42,



