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Chapitre 1

Nombres Réels - Suites numeériques

1.1 Notations - Reégles logiques

Pour faciliter I'exposé et la compréhension, nous allons rappeler dans cette section quelques notations
et régles logiques fondamentales.

1.1.1 INDICES ET SOMMATION

Nous utiliserons souvent des notations avec des indices, ceci permet de noter différents éléments d’un
méme ensemble. Nous noterons par exemple x1, x2, ..., 211 onze nombres réels.
Ces indices permettent aussi d’écrire des sommes et des produits de nombres. On écrira notamment

n
>
k=1

pour la somme x1 + xo + -+ + x, et

n
JJE2
k=1

pour le produit x1 X g X -+ X x,.
Dans ces notations l'indice k joue un role opératoire. On ’appelle I'indice de sommation.
Lorsque le contexte est suffisamment clair on écrit simplement :

Zxk et Hmk
k k

et méme parfois

Zwk et Hmk

n P
Remarque 1.1.1 Le produit des deux sommes Zxk et Zyl est une somme de np termes. En effet

k=1 =1
nous avons :

<Z wk> (Z yz) = Z Zxkyl (El)
k=1 =1 k=11=1

car
(@ +zo+-+z)yr+ o +yp) =ar+ ) T Y+ Ty o+ )

Remarque 1.1.2 Dans ’ezpression de gauche de la formule (E1) nous aurions pu prendre la méme
lettre pour les indices k et l, mais nous ne pouvons pas le faire dans [’expression de droite.
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6 Nombres Réels - Suites numériques

Remarque 1.1.3 On peut intervertir l'ordre des sommes :

n

S (S

k=11=1 k=1

Remarque 1.1.4 Nous avons :
n n n 2 n n n
(Zwk> (Zwk> = (Zxk> :ZZkal:sz—i—QZxkxl
k=1 k=1 k=1 k=11=1 k=1 k<l

Nous venons de voir le cas ou il n’y a qu'un seul indice, mais souvent dans la pratique nous avons
besoin de plusieurs indices. Nous noterons par exemple

(Iij)izl,...,n sj=1....p

les nombres 11,212, ..., %1p, T21,- - -, Tnp- La notation

nop
DD
i=1 j=1

signifie 11 + - -+ + 2. On note parfois cette somme double :

Remarque 1.1.5 La formule
n
3wt
k=1
signifie en général
ap+ a1z + -+ apz + -+ apaz”

o1
k _
"= X---Xx
N—_——

k fois

Définition 1.1.1 (Symbole de Kronecker) On appelle symbole de Kronecker les nombres 0;; définis
par :

51’]’:1 SIZZJ
6ij:0 Sii?éj

1.1.2 NOTATIONS

Définition 1.1.2 (Implication) Une propriété P implique une propriété Q si tout élément ayant la
propriété P posséde la propriété Q. On note ceci de la fagon suivante :

P=qQ
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1.1 Notations - Régles logiques 7

Définition 1.1.3 (Equivalence) Une propriété P est équivalente & une propriété Q, et on note P <>
Q si et seulement si P implique Q) et Q implique P.

Proposition 1.1.1 Si P implique Q et Q implique R alors P implique R.

Nous utiliserons souvent dans la suite les quantificateurs "quel que soit” (V) et il existe” (3). La
proposition

Vee A , xP

signifie que la proposition P est vraie pour tout z élément de A et se lit : Quel que soit = appartenant
a l'ensemble A, x vérifie P. Tandis que I'expression

dre A |, zP

signifie que la proposition P est vraie pour au moins un x élément de A et se lit : Il existe x appartenant
a lensemble A tel que x vérifie P

1.1.3 RAISONNEMENTS
1.1.3.1 Raisonnement par négation

Nous serons amenés parfois & démontrer 'implication non () =>non P plutét que P = @Q. Ces deux
assertions sont en effet équivalentes.

1.1.3.2 Raisonnement par 1’absurde

n émontrer qu T ition vraie nous feron rfois un raisonnemen r surde.
Afin de démontre e la proposition P est vraie nous ferons parfo aisonnement par ’absurde

Ce raisonnement consiste & supposer que non P est vraie et & montrer que I'on aboutit alors a une
contradiction.

1.1.3.3 Raisonnement par récurrence

On appelle P,, une propriété concernant ’entier naturel n.

Exemple 1.1.1
1
0+1+2+...+(n71)+n:% (A)

3 divise 4" —1 (B)

2" >(n+2)? (0)
Principe de démonstration par récurrence : en trois phases
1. On vérifie que la propriété P, est vraie
2. On démontre que pour n > ngy, B, = P41
Pour cela on suppose que la propriété est vraie a l'indice n et on démontre qu’alors elle est vraie a
Uindice n+ 1 . Autrement dit on démontre le caractére héréditaire de cette propriété.
3. On conclut que la propriété est vraie pour tous les entiers supérieurs a ng

Les exemples (A) et (B) sont vrais pour tout n, (C) a partir de n = 6.
Démonstration du (B)
e On vérifie Py : 3 divise 0, en effet 0 = 3x0
e Supposons P, : 3 divise 4" — 1,
Ona:4"tl —1=4"x4-1
Donc 4"*1 —1=4"x (3+1) -1
Soit : 47+ — 1 = 4"x3 4 (4" - 1)
3 divise 4™ x 3 et 3 divise (4" — 1) d’aprés 'hypotheése de récurrence.
Donc 3 divise la somme de ces deux nombres et donc 3 divise 4T — 1. Donc P,y est vraie.
e La propriété est donc vraie pour tout n entier naturel
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Nombres Réels - Suites numériques

1.2 Nombres réels

1.2.1 EXISTENCE ET UNICITE DE R

Nous admettrons I'existence et 'unicité d’un ensemble R, dont les éléments sont appelés les nombres
réels, et qui est muni de deux lois internes + et x, et d’une relation <, tel que

1.
2.
3.

(R, 4+, x) est un corps commutatif
< est une relation d’ordre total dans R

Toute partie non vide et majorée de R admet une borne supérieure

Définition 1.2.1 (Ensemble borné) Soit E un sous ensemble de R. On dit que E est borné si et
seulement si E est majorée et minorée

Définition 1.2.2 (Plus grand élément, plus petit élément) Soit F C R

1.

2.

On dit que E admet un plus grand élément M si et seulement si :
M € E et M est un majorant de E

On note M = Max(E)

On dit que E admet un plus petit élément m si et seulement si :
m € E, et m est un minorant de E

On note m = Min(E)

Définition 1.2.3 (Borne supérieure, borne inférieure) Soit E C R

1.

2.

On appelle borne supérieure le plus petit des magjorants de E dans R, s’il existe. On le note
Sup(E)
On appelle borne inférieure le plus grand des minorants de E dans R, s’il existe. On le note
Inf(E)

Définition 1.2.4 (Intervalle de R) Soient a,b deux réels tels que a < b

1.
2.

On appelle intervalle fermé de R d’extrémité a et b l’ensemble noté [a,b] des x € R tels que a < x < b.

On appelle intervalle ouvert de R d’extrémité a et b l’ensemble noté ]a,b] des x € R tels que
a<x<b.

On appelle intervalle fermé a gauche, ouvert a droite de R d’extrémité a et b l’ensemble noté [a, b]
des x € R tels que a < x < b.

. On appelle intervalle ouvert a gauche, fermé a droite de R d’extrémité a et b I’ensemble noté ]a, b)

des x € R tels que a < x < b.

On appelle intervalle semi-ouvert un intervalle fermé a gauche et ouvert & droite ou un intervalle
ouvert a gauche et fermé a droite.

Définition 1.2.5 (Voisinage d’un point)

1.

Soit a € R. On appelle voisinage de a tout sous ensemble V. de R qui contient un intervalle ouvert
contenant a :

V est un voisinage de a <= 3(a, ) €R?* a >0, >0 / Ja—a,a+B[CV

Soit a = (a1,a2) € R2. On appelle voisinage de a tout sous ensemble V de R? qui contient un
sous ensemble du type la; — aq, a1 + B1[x]az — ag, as + Paf 0t aq, aa, 51, P2 sont 4 réels strictement
positifs.

Soit a = (a1, az,...,a,) € R™. On appelle voisinage de a tout sous ensemble V. de R™ qui contient
un sous ensemble du type

lar — a1, a1 + Bi[x]az — az, a3 + faf- - X]an — o, an + B

0U 1,2, ..., Qy, B1,02,. .., 0, sont des réels strictement positifs.
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1.2 Nombres réels 9

Remarque 1.2.1 Dire que V est un voisinage du point a signifie en fait que les points les “plus proches”
de a sont dans V.

Exemple 1.2.1 Nous donnons ci-dessous deux exemples correspondant auxr deuxr premiers cas de la
définition
1. 12; 5] est un voisinage de 2,1. Il suffit en effet de prendre o = 0,05 et 5 = 1.

12; 5] n’est pas un voisinage de 5 car si 3 > 0 nous avons towjours B+ 5 > 5.

2. L’ensemble V = [1;3] x [1,5;2,5] représenté ci-dessous est un voisinage du point a = (1,5;2).

2,5

1,5

F1G. 1.1 — V est voisinage du point a = (1, 5;2)

1.2.2 PROPRIETES ELEMENTAIRES DES NOMBRES REELS
1
l.VxeR*,2>0=—>0
x
* \2 1 1
2. V(z,y) e Rz <y & " <

3. Vne N*.V(z,y) € Ry)%,z <y & a" <y"

4. Pour tout n de N* et tous réels x1,...,x, :

n n
> @i <D lai
i=1 i=1

5. Pour tout n de N* et tous réels x1,...,Zpn, Y1, - Yn :

n n
e Vie{l,...,n},z; Syiéz:xi SZyi
i=1 i=1

n n
. Vie{lw-'an}aogxiSyiénxignyi

i=1 i=1

e Vie{l,...,n},x; <y ethi:Zyi = (Vie{l,....,n},z; = y;)
i=1 i=1

Théoréme 1.2.6 (Inégalité de Cauchy-Schwarz) Pour toutn de N* et tous réels k1, ..., Tn, Y1,y Yn :

(&) = (57) (59)
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10 Nombres Réels - Suites numériques

1.3 Suites numériques
1.3.1 DEFINITIONS

Définition 1.3.1 Une suite numérique est une fonction u de N (ou une partie de N) vers R. L’image
u(n) de Uentier n est notée uy,. u, est appelé le terme général, ou le terme d’indice n, de la suite.
La suite est notée (uy,)

Exemple 1.3.1
e soit (u,) définie par : u, =n®+n

Ona:uy=0;u =2;us=6;u3=12;...;5u10=110; ...; Ups1 = (n+ 12+ (n+1)
o soit (v,) définie par : v, = (—1)"(n? +n)
Ona:vy=0;v;=—2;v3=06;v3=—12;... ;010 =110

e soit (wy,) la suite définie par : wo = 3 et Wy, = 2wy,
Ona:wy=3;w =6;w, =12;w3=24;....

(un) et (vy,) sont définies par des formules explicites qui permettent de calculer chaque terme de
la suite a partir de n.

(uy,) est définie & partir de la fonction f: 2 +— 22 +x. On a: u, = f(n)

(wy,) est définie par récurrence par la donnée du premier terme wy et de la relation de récurrence :
Wp+1 = f(wy,). Pour connaitre le terme de rang n, il faut connaitre celui de rang (n — 1)

1.3.2 SUITES CROISSANTES, SUITES DECROISSANTES

Définition 1.3.2 Une suite (u,) est croissante si et seulement si, pour tout entier naturel n, on a :
Un S un+1'
Une suite (u,) est décroissante si et seulement si, pour tout entier naturel n, on a : Uy > Up41

On dit que (u,) est monotone si elle est croissante, ou si elle est décroissante.
Pour étudier la monotonie des suites on utilise essentiellement les méthodes suivantes :

1. Technique algébrique : Elle consiste :

e soit a étudier le signe de w11 — Uy ;
Un+1

e soit & comparer a 1, si 'on sait que u,, est strictement positif pour tout n.

n
Ezemple : soit (u,) définie sur N par : u, =n? +n
Ona:upi; —u,=n?>+2n+1+n+1—(n?>+n)=2n+2
Pour tout n entier naturel, 2n + 2 > 0,

et donc up41 — Uy, > 0 ou encore : Uy, < Upyi.

Donc (uy,) est croissante.

2. Technique fonctionnelle :

Elle s’applique aux suites de la forme u,, = f(n). On utilise le sens de variation de la fonction f .
Exemple : soit (u,,) définie sur N par : u,, = n? +n

(un) est définie & partir de la fonction f : x +— 22 + 2. f est croissante sur RT.

Donc (uy,) est croissante.

3. Technique par récurrence :

Elle s’applique aux suites de la forme wu, 11 = f(u,).

Exemple 1.3.2 Prouwver que la suite (u,) définie sur N par : ug = 0 et up41 = Vu, +6 est
strictement croissante.

e La propriété est vraie pour n = 0, en effet ug = 0 et u; = /6, donc u; > g
e Supposons la propriété vraie au rang n, c’est a dire : wu, > up_1
Ona:u,+6>u, 1+6

Donc v/u, +6 > \/u,—1 + 6, car la fonction x — /x est croissante

Donc up41 > uy,

e la suite (u,) est donc strictement croissante.

Maths Rappels



1.3 Suites numériques 11

1.3.3 SUITES MAJOREES, MINOREES

Définition 1.3.3 Soit (u,) une suite numérique.

La suite (u,,) est majorée si et seulement s’il existe un réel M tel que u,, < M, pour tout entier naturel
n.

La suite (uy,,) est minorée si et seulement s’il existe un réel m tel que w, > m, pour tout entier naturel n.

Note : Si (uy,) est, a la fois, majorée et minorée, on dit qu’elle est bornée.
Pour prouver qu’une suite est majorée ou minorée on utilise essentiellement les méthodes suivantes :

1 1
Exemple 1.3.3 Prouver que la suite (uy) définie sur N* par u, = an est telle que : 0 < u,, < —
n e

Inx
Le tableau de variation de la fonction f : x — —— montre que cette fonction est croissante sur |0; e],
x

. 1
passe par un maximum égal a —, et décroit vers 0.
e

Q| =

De plus f(1) = 0. On peut donc affirmer que pour n entier supérieur ou égal & 1, on a: 0 < u, <

Exemple 1.3.4 Prouver que la suite (u,) définie sur N par : ug = 0 et upy1 = Vu, + 6 est telle que
0<u, <3.

On raisonne par récurrence
e La propriété est vraie pour n =0, en effet ug = 0 et 0 < wug <3
e Supposons la propriété vraie au rang n, c’est a dire : 0 < u,, < 3
Ona:6<wu,+6<9
Done v6 < vu, + 6 < \/§, car la fonction x +— /7 est croissante
Donc v6 < Up4+1 < 3, et donc 0 < wupyqg <3
e la suite (u,) est donc telle que 0 < wu,, < 3.

1.3.4 SUITES ARITHMETIQUES ET GEOMETRIQUES

Définition 1.3.4
e Une suite (uy,) est arithmétique si chacun de ses termes se déduit du précédent en lui ajoutant une
constante r appelée raison. (uy) est définie sur N par son premier terme ug €t par : Upy1 = Up + 7
e Une suite (u,) est géométrique si chacun de ses termes se déduit du précédent en le multipliant
par une constante q appelée raison. (u,) est définie sur N par son premier terme ug et par :
Un4+1 = Un X

Principaux résultats

Suite arithmétique Suite géométrique
Calcul de u,, Up = Ug + N1 Uy = Ug X q"
Relation entre | u, —u, = (n —p)r Up, = Up X ¢"7P
Uy et Uy,
n " 1 1 — "1
Si=Yu, | 5= letebr] Sig#1, 8, — =)
p=0 2 1- q
Exemple 1.3.5 Calculer les sommes : S =114+134+15+...+474+49 et S = 1—&—1—1— i—I— —|—L
L T T4787 167 16384
L . . " . 49 — 11
e S est la somme de 20 termes consécutifs d’une suite arithmétique de raison 2. (20 = 2 +1).
11+ 49
S = * x 20 = 600
1
e S’ est la somme de 13 termes consécutifs d’une suite géométrique de premier terme 1 et de raison
1 1 1
— Eneffet : —— = - x —.
2 T Tesse 4 om
1 1—(% 213 1 8191
Donc S = - x (21) = =
4 1—3 214 16384
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12 Nombres Réels - Suites numériques

1.3.5 LIMITE D’UNE SUITE

Définition 1.3.5 Soit (u,) une suite numérique et l un réel. On dit que (u,) converge versl (ou a pour
limite 1) si tout intervalle ouvert contenant I, contient tous les termes de la suite a partir d’un certain
rang.

Autrement dit : Ve >0, Ing € N/ Vn>ng, |u, —1] <e

On note lim wu, =1 ou encore u, —
n—+00 n—-+oo

Si la suite (u,) ne converge pas, on dit qu’elle est divergente.

Remarque 1.3.1 |u, — | <ec <= —e<u, -l <ec<=u, €]l —¢;l +¢]

1
Exemple 1.3.6 Soit x, = —, ona lim x, =0
n n—-+00

1 1
En effet Ve > 0, EInOZE / Yn>ng, 0<—<e
n
1
Et donc —e < — <e <= |z, -0/ <e¢
n

Plus généralement

1

Les suites définies, pour n € N*, par : — (o > 0) ont pour limite 0
n

Remarque 1.3.2 Si une suite est convergente, sa limite est unique.

Définition 1.3.6 Soit (u,) une suite numérique et A un réel positif choisi aussi grand qu’on le veut. On
dit que (uy,) admet pour limite +00 si tout intervalle de la forme [A;4o00[ contient tous les termes de la
suite a partir d’un certain rang.

Autrement dit : YA >0, Inge N/ n>ny = u, > A

On note nEIEOO Uy, = +00 00U encore U, — +00

n—-+00
De méme :
(un) admet pour limite —oco <= VA <0, IngeN/ n>ny = u, < A.
On note lim w, = —00 ou encore u,, — —o0
n—+00 n— 400

Lorsque la suite (u,) admet pour limite 400 [respectivement —oo], on dit qu’elle diverge vers +oo
[respectivement —oo]. Mais attention, une suite peut étre divergente pour deux raisons :
e soit sa limite est +0o ou —oo
e soit elle n’a pas de limite : par exemple la suite (u,,) définie par : u,, = (—1)" est une suite alternée,
chaque terme est égal & 1 si n est pair ou (—1) si n est impair; elle n’a pas de limite, on dit qu’elle
diverge.
En particulier
Les suites définies, pour n € N, par : u,, = n%, (o > 0) ont pour limite +oo

1.3.6 OPERATIONS SUR LES LIMITES

Théoréme 1.3.7 Si (uy) et (vy,) sont deux suites numériques qui convergent respectivement vers l et I’
alors

1. La suite (wy,) définie par w, = u, + v, converge versl+1'
2. La suite (wy,) définie par wy, = kuy, (k réel fizé) converge vers ki
3. La suite (wy,) définie par w, = upv, converge vers ll’

(wn)

u l
4. La suite (w,) définie par w, = — converge vers 7 sil' #0

Un,
Théoréme 1.3.8 Si u,, — +o0 et v, — +00 alors
n—-+4oo n—-+oo

1. La suite (w,) définie par w, = u, + v, est telle que : w, — +00
n—-+oo

2. La suite (wy,) définie par w, = ku,, (k réel firé est telle que :

wy, — +o0 si k>0 et w, — —o0 si k<0
n—-400 n—-4o0o
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3. La suite (wy,) définie par w, = u,v, est telle que : w, — 400
n—-+4oo

On obtient des résultats analogues lorsque u,, — —oo et v,, — —00
n—-+o0o n—-+oo

Théoréme 1.3.9 Siu, — +oo et v, — [ alors
n—-+4o0o n—-+o0o

1. La suite (w,) définie par w, = u, + v, est telle que : w, — +00
n—-+4oo

2. La suite (w,) définie par w, = u,v, est telle que : w, — 400 sil >0 et w, — —o0 sil <0
n—-+4oo n—-+4oo

Théoréme 1.3.10

1
1. Siu, — 400, alors la suite (w,,) définie par w, = — est telle que : w, — 0
n—-+oo Unp, n—-+oo

1
2. Siuy, — 0 et siu, >0 a partir d’un certain rang, alors la suite (w,,) définie par w, = — est telle
n—-+oo Up
que : Wy, — +00
n—-+oo

Remarque 1.3.3 1[I existe plusieurs cas, appelés formes indéterminées :

1. Siu, — 400 et v, — —00, on ne peut pas conclure immédiatement pour la suite (w,) définie par
Wy, = Up + Up

2. Siu, — +oo (ou —o0) et v, — 0, on ne peut pas conclure immédiatement pour la suite (w,,) définie
Par Wy, = UpUn

3. Siu, — +00 (ou —o0) et v, — 400 (ou —o0), on ne peut pas conclure immédiatement pour la suite

(wy,) définie par w, = —
n

U
4. Siu, — 0 etwv, — 0, on ne peut pas conclure immédiatement pour la suite (w,) définie par w, = —
Un

Exemple 1.3.7 Soit u, =Inn et v, =n
wy, = — est une forme indéterminée,

Un,
Zn = Unp — Uy est une forme indéterminée.

u, Inn
e w, = — = — donc w,, — 0
Un n n—-—+o0o
Inn
e 2, =U, —U,=lnn—-n=n|—-—1
n
Donc lim z, = lim (—n) et donc z, — —oc0
n—-+4oo n—-+oo n—-+oo

1.3.7 THEOREMES DE COMPARAISON

Théoréme 1.3.11 SiIng e NNVn >N, n > ng = u, < v, et lim wu, =400 alors lim v, =+

n—-—4o0o n—-+oo

Théoréme 1.3.12 Soient u,,, v, et w, trois suites telles que :

Sidng e NNVn >N, n>ng = u, <v, <wpet lim w, = lim w, =1 alors (v,) converge et
n—-+4oo n—-+4oo
lim v, =1
n—-4oo
. . . sinn
Exemple 1.3.8 Soit la suite (uy,) définie par : u, =
n

1 sinn 1 sinn
Ona——< < — donc lim =0

n n n n—-+00 n
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14 Nombres Réels - Suites numériques

1.3.8 COMPORTEMENT DES SUITES MONOTONES

Théoréme 1.3.13 (dit de la convergence monotone)
1. Toute suite croissante et majorée est convergente
2. Toute suite décroissante et minorée est convergente
Exemple 1.3.9 Soit la suite (u,) définie de la fagon suivante : ug = 0 ;u; = 0,1 ;us = 0,12 ;uz =

0,123 ;.... ;uy; = 0,1234567891011 ;u, est le nombre obtenu en juxtaposant successivement tous les
entiers 1,2,3,...,n aprés la virgule.

Il est facile de montrer que (u,,) est croissante et majorée par 1. Donc (u,) converge.

Théoréme 1.3.14
1. Toute suite croissante et non majorée tend vers 400

2. Toute suite décroissante et non minorée tend vers —oo
On en déduit :

Théoréme 1.3.15 ¢ est un réel.
1. Sig>1,0ona lim ¢" =+
n—-+00

2. Silgl<1,ona lim ¢"=0
n—-4o0o
Note :sig=1,onaq"=1etdonc lim ¢"=1
n—-+o00

Remarque 1.3.4 Si g < —1, ¢" n’a pas de limite. ¢ prend des valeurs infiniment grandes en valeur
absolue, positives si n est pair et négatives si n est impair.

1.3.9 SulTEs DE CAUCHY

Définition 1.3.16 On dit qu’une suite numérique est de Cauchy si et seulement si :
Ve >0, 3ng € N/Vp >ng, Vg >np,|up —uy| <e¢

Théoréme 1.3.17 Soit (u,)une suite numérique, les propositions suivantes sont équivalentes
1. (uy)est une suite de Cauchy

2. (up) est convergente
1.3.10 SUITES ADJACENTES

Définition 1.3.18 On dit que les deux suites numériques (un) et (v,) sont adjacentes lorsque la suite
(un) est croissante, la suite (v,) est décroissante et lirf (up, —v,) =0

n—-+oo
Théoréme 1.3.19 Si deux suites numériques (uy,) et (v,) sont adjacentes et telles que la suite (u,) est
croissante et la suite (vy,) est décroissante, alors elles convergent vers la méme limite [, et, pour tout n
ona:u, <l<w,

Démonstration : Soit w,, = v,, — u,
Ona: wpi1 — Wy = Vng1 — Unt1 — (Un — Up) = (Vg1 — Un) + (Un — Upg1)
Or la suite (uy,) est croissante et la suite (vy,) est décroissante
donc(vp41 — vn) + (Uy — Upt1) est la somme de deux termes négatifs
et donc wy 41 —w, <0.
La suite (w,) est donc décroissante et converge vers 0, ce qui permet de dire que tous les termes de
la suite (w,,) sont positifs.
On en déduit que v,, — u, > 0, soit u, < v,
Or (v,,) est décroissante, donc, pour tout n,v, < vy et donc u, < vy
(uy,) est donc une suite croissante et majorée (par vg).
(un,) est donc convergente vers [.
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On montre de méme que (v,,) est décroissante et minorée (par ug). (vy,) est donc convergente vers [’

On en déduit que lim (v, —u,) = lim v, — lm wu, =10 -1
n—-+o0o n—-+4oo n—-+0o0o
Or lim (v, —uy) =0
n—-+oo
Donc I’ =1

Exemple 1.3.10 Soient les suites (u,) et (vy,) définie par :
1

1 1 1
Up =14+ —=4+ =4+ -+ — et v, =u, +

n!’

1 2! n!
On a: )
e lim (v, —u,)= lim —=0
n—-+o0 n—+4oo nl

e La suite (u,) est croissante (évident)
e La suite (vy,) est décroissante

1 1
En effet : v,11 — vy, :unﬂ—i_m — (un+m)
1 1
n!

SOit Upy1 — Up = Upt1 — Up + ——— — —

(n+1)! !
Clest a di 2 !
est adire : vpp1 — Uy = —m— — —
i (n+1)  nl
1—
Enfin v,41 — v, = (TIL)' Et ce nombre est négatif pour n > 1.
n !

Les suites (uy,) et (v,) sont donc adjacentes, elles convergent vers la méme limite [, et, pour tout n

ona:u, <l<w,
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Chapitre 2

Fonctions numériques de la variable
réelle

Soit E un sous ensemble de R , on appelle fonction réelle de la variable réelle toute fonction de F
dans R.

2.1 Limite

f est une fonction numérique a et [ sont deux réels. I désigne un intervalle de R non vide et non
réduit & un point

2.1.1 LIMITE REELLE (FINIE) EN A.

Définition 2.1.1 f est une fonction définie sur I sauf peut-étre au point a. Dire que f(x) tend vers |
lorsque x tend vers a signifie que tout voisinage de | contient toutes les valeurs de f(x) pour x assez
voisin de a.

On éerit : lim f(x) =1 ou f(x) — 1

r—a r—a

Autrement dit :

lim f(z)=1l<Ve>0, In>0/Nzel, [x—a|l<n=|f(x)-1<e

r—a

Note : si f est définie en a et si la limite de f existe alors lim f(z) = f(a).

r—a

G~
l+¢

/
- m

Fi1G. 2.1 — limite réelle en a
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18 Fonctions numériques de la variable réelle

2
-2
Hiwl définie sur D =] — oo ; 1[U]1 ; +oo|

Exemple 2.1.1 Chercher la limite en a =1 de f: 2 —
Ona:z?+z—2=(r—1)(z+2)

done, pour x # 1, on a: f(z) =z +2et |f(x) —3| = |z — 1]

doncVe >0, In (=¢)/VNe e D, |z -1 <n=|f(z)-3|= |z -1 <e
on en déduit :lim1 flx)=3

flx)=2 pour z<1

Exemple 2.1.2 Soit la fonction [ définie sur R par : { Fa) =3 pour z > 1

f(1) = 3, mais 3 n’est pas la limite de f en 1, en effet 'intervalle J =]2,5; 3, 5[, contenant 3 ne contient
pas toutes les valeurs de f(z) pour z voisin de 1 : f(0,99) =2 et 2 ¢ J

2.1.2 LIMITE INFINIE EN A. ASYMPTOTE VERTICALE.

Définition 2.1.2 [ est une fonction définie sur I sauf peut-étre au point a, M est un réel positif, dire
que f(x) tend vers +oo lorsque x tend vers a signifie que tout intervalle de la forme [M;+oo| contient
toutes les valeurs de f(x) pour x assez voisin de a. On écrit : lim f(x) = 400 ou f(x) — 400

Tr—a

r—a

Autrement dit :

lim f(z) =40 VM >0, Ip>0/Nzel, |[t—a|<n= flz)>M

T—a

On dit que f(x) tend vers —oo lorsque x tend vers a si et seulement si —f admet +oco pour limite en a.

Si lim f(x) = 400 ou si lim f(z) = —oco la droite d’équation x = a est asymptote (verticale) a la
r—a r—a
courbe.
2

Exemple 2.1.3 f est définie sur R — {2} par : f(z) = TR

Dés que |x — 2| < 0,01, on a : f(z) >2 x 10*
On comprend que tout intervalle de la forme [M; +oo[ contient toutes les valeurs de f(x) pour x assez
voisin de 2
On a: i1_>m2f(x) = +o0.

La droite d’équation = = 2 est asymptote a la courbe.

J)

Fi1G. 2.2 — Limite infinie au point 2
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2.1.3 LIMITE A GAUCHE. LIMITE A DROITE.

2
On consideére la fonction f définie sur R — {1} par f(z) = 12
-
Au voisinage du point 1, f prend des valeurs trés grandes en valeur absolue, positives pour z < 1 et
négatives pour z > 1. f n’a donc pas de limite en 1.

2
Cependant la fonction f; définie sur I =]1;+o0[ par : fi(x) = T qui est la restriction de f a I
—x

(ou a droite), tend vers —oco lorsque x tend vers 1. On dit que —oco est la limite G droite en 1 de la
fonction f .
On écrit : lim f(x) = —oo ou encore lim f(z) = —o0
PANEy z—1%
On peut donc dire que la droite d’équation = = 1 est asymptote a la courbe.
On définit de méme la limite a gauche en 1 :
On écrit : ilinl f(z) = 400 ou encore lim f(x) = +o0

x—1-
<l

De méme, la droite d’équation = = 1 est asymptote a la courbe.

Définition 2.1.3 « désigne un réel fizé, +00 ou —oo. On dit que « est la limite & gauche [respectivement
a droite] de f au point a si et seulement si :

Ve>0, >0/ —n<z—a<0=|f(x)=1]<e

[respectivement : Ve >0, In>0/ 0<z—a<n =|f(x) -1 <gf
On écrit : lim f(z) =1 ou lim f(z) =1 la limite a gauche

r<a
Et lim f(z) =1 ou lim+ f(x) =1 la limite a droite.
rx—a r—a
r>a

Théoréme 2.1.4 Si une fonction f admet au point a une limite & gauche l,; et une limite a droite ly
telles que ly, = lqg =1, alors fadmet une limite (1) en a

s . o | fl@)=2 pour z<1
Contre-exemple : Soit la fonction f définie sur R par : fx)=3 pour =z > 1
f n’a pas la limite de en 1 (Voir exemple ).

On peut écrire cependant : lim+ f(z)=3et lim f(x)=2
r—1 r—1-

2.1.4 LIMITE REELLE (FINIE) EN + oo (OU — o).

Définition 2.1.5 Dire que f(x) tend vers | lorsque x tend vers +oo signifie que tout voisinage de l
contient toutes les valeurs de f(x) pour x appartenant a un intervalle de la forme [A ;+oo[ . On écrit :

lim f(z) =1 ou f(x) —1
T—+00 2— 400

Autrement dit :
lim f(z)=1leVe>0,3A>0/z> A= |f(z)—1|<e

T—+00
On définit de maniére analogue :

lim f(z)=1leVe>0,3B<0/za<B=|f(x)—1]<e

r——00

2.1.5 LIMITE INFINIE EN 400 (OU —o0)

Définition 2.1.6 Dire que f(z) tend vers +oo lorsque x tend vers +oo signifie que tout intervalle de
la forme [M ;+oo] contient toutes les valeurs de f(x) pour x appartenant & un intervalle de la forme
[A;+o00[. On écrit : lim f(z) = 400 ou f(z) — +oo

T—+00 r—400
Autrement dit :

lim f(z)=4c0o<VM >0, 3A>0/z> A= f(x) > M

r——+00

On définit de maniére analogue :

lim f(z) =400 VM >0, 3B<0/x <B= f(z)>M

r——00
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20 Fonctions numériques de la variable réelle

F1G. 2.3 — Limite finie en +oco

2.1.6 OPERATIONS SUR LES LIMITES

« désigne un réel fini, 00 ou —oo.

Théoréme 2.1.7 Soient [ et g deuz fonctions qui admettent respectivement 1 et ' (finies) lorsque x tend
vers «, alors

1. lim f(z)+g(x) =141

2. lim kf(x) = kl, que que soit k réel
rT—x

3. lim f(x)g(z) =1

4. lim@:i sil! £0
M gw) T T

Théoréme 2.1.8 Si lim f(z) = +oo et lim g(z) = 400 alors :
1. ;m}y f(z) + g(x) =4+
2. lim kf(x) = 400, si k>0 et lim kf(z) = —o0, si k<0

3. lin+1 f@)g(x) =400

Théoréme 2.1.9 Si lim f(z) =1 (I réel fini) et lim g(x) = 400 alors :

1. lim f(z) + g(x) = +00

2. lim f(z)g(x) = +o0, sil >0 et lim f(z)g(x) = —o0, sil <0

9 1m 2@ 0 st 40

r—« g({]})
Théoréme 2.1.10 [ est un réel fini,

1. Si lim f(z) =1 et lim g(z) =07 alors lim fgx)) = (signe de [ )oo
T— T— Tr—« g X
- B . o - fle)

2. Si lim f(x) =1 et lim g(x) =0 alors lim ——= = (signe de —I)oc
Tr—a TrT—Q T—Q g(:[,’)

Remarque 2.1.1 1] existe plusieurs cas, appelés formes indéterminées :
1. Si f(z) — +o0 et g(x) — —o0, on ne peut pas conclure immédiatement pour la limite de f(x) + g(z)

2. Si f(z) — +00 (ou —ox) et g(x) — 0, on ne peut pas conclure immédiatement pour la la limite de

f(x)g(x)
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3. Si f(x) = 400 (ou —0) et g(x) — 400 (ou —o0), on ne peut pas conclure immédiatement pour la

limite de 1)
g(x)
4. 8i f(x) — 0 et g(x) — 0, on ne peut pas conclure immédiatement pour pour la limite de fg:v))
g(z

Exemple 2.1.4 Soit f(z) =Inz et g(x) = x. Déterminer lim f(x)— g(z)

r——+00

On ne peut conclure directement, on est en présence d’une forme indéterminée oo — oc.

1
On écrit : f(z) —g(z) =lnzx—z ==z <M 1)
T
onc lim ) gm)_z—{{?@o z), car lim —= =
Et donc 1113 Inzx —x=—

2.1.7 THEOREMES DE COMPARAISON

Théoréme 2.1.11 « désigne un réel fini, +0o ou —oo,

1. Si pour x voisin de o, f(x) < g(z) et lim f(x) = 400 alors : lim g(z) = +o0

3. Si pour x voisin de «, u(x) <

< g(x
2. Si pour x voisin de o, f(x) < g(z) et lim g(x) = —oo alors : lim f(x) = —o0
< f(z) <o(z) et lim u(x) = im u(x) =1 alors : lim f(z) =1
c

oS T

Exemple 2.1.5 Déterminer lim

r— 400 (E2
1 cosx 1 . Ccos T
Ona——zg 3 S—zdonc lim =0
x x x r—+00 I

2.2 Continuité
2.2.1 CONTINUITE EN UN POINT, SUR UN INTERVALLE.

Définition 2.2.1 (fonction continue au point a) f est une fonction définie sur un intervalle I ouvert
contenant a. On dit que f est continue en a si et seulement si : im f(z) = f(a).
Tr—a

Autrement dit :
feontinue en a = Ve >0, In>0/Nvel, |[x—al| <n=|f(z)— fla) <e
Théoréme 2.2.2 Soient f et g deux fonctions continues en a, alors f + g, kf et fg sont continues en

a. De plus, si g(a) # 0 alors = est continue en a.
g

Définition 2.2.3 Soient I, J deuz intervalles de R, f : I — R, g: J — R telles que f(I) C J. On note :
gof:I — R
z — g(f(x))

Théoréme 2.2.4 Soient [ une fonction continue en a et g une fonction continue eny = f(a) , alors la
fonction h = go f est continue en a.

Définition 2.2.5 (Continuité sur un intervalle)
e On dit que f est continue sur Uintervalle I =]a;b| si et seulement si f est continue en tout point
de I.
e On dit que f est continue sur lintervalle J = [a;b] si et seulement si f est continue surl =]a;bl,
continue adroite en a et continue & gauche en b.

Remarque : Graphiquement, la continuité d’une fonction f sur un intervalle I correspond au fait que
I'on peut tracer la représentation graphique de f sur I d’un trait de crayon continu.)
f(x)=2 pourz <1
f(z) =3 pourzx >1
f n’est pas continue sur R , car $1in11+ f(z) =3 et zhnff f(z) =2, f n’a donc pas de limite en 1, et donc

Contre exemple : Soit la fonction f définie sur R par :

f n’est pas continue au point 1.
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2.2.2 PROLONGEMENT PAR CONTINUITE

Définition 2.2.6 (Prolongement continu) Si f est une fonction définie sur un intervalle I contenant
le réel a, sauf en a, et si lim f(xz) =1 la fonction g définie par : { zgz; f lf(x) pour x 7 a
r—a —

s’appelle prolongement continu de f.

_ sinzx 0
Exemple 2.2.1 Soit g définie par : { g(x) = pour x #
9(0)=1
g est le prolongement continu de la fonction f définie sur R* par : x — S
T

2.2.3 THEOREME DES VALEURS INTERMEDIAIRES

Théoréme 2.2.7 Soit f une fonction continue sur un intervalle I et a et b deux points de I tels que

a<betfla)<f(b).
Alors

Vy € [f(a); f(b)],Fc € [a;b]/y = f(c)

fla) /\

y | N\
fib) /
a c b

F1G. 2.4 — Théoréme des valeurs intermédiaires

2.2.4 FONCTION CONTINUE STRICTEMENT MONOTONE

Théoréme 2.2.8 L’image d’un intervalle par une fonction continue est un intervalle.
En particulier si f est continue et croissante [respectivement décroissante] sur [a;b], alors f([a;b]) =

[f(a); f(b)] [respectivement f([a;b]) = [f(b); f(a)]/

Théoréme 2.2.9 Si f est une fonction continue et strictement monotone sur [a;b] alors f établit une

bijection de [a;b] sur [f(a); f(b)] (ou [f(D); f(a)]).

Théoréme 2.2.10 Toute fonction continue sur un intervalle [a;b] est bornée et atleint ses bornes
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2.3 Dérivation
2.3.1 DEFINITIONS

Définition 2.3.1 une fonction f définie sur un intervalle I contenant le réel a est dérivable au point a
s’il existe un réel A tel que :
fla+h) - f(a)

e
ou encore
N OEON
r—a Tr—a

Le nombre A est appelé nombre dérivé de la fonction [ au point a.

Définition 2.3.2 Si f est une fonction dérivable en tout point d’un intervalle I ouvert, on dit que f est
dérivable sur I. f étant une fonction dérivable sur I, la fonction, notée [, qui & tout x de I associe le
nombre dérivé de f au point x, s’appelle fonction dérivée de f .

d
Remarque 2.3.1 Si f est une fonction de la variable réelle x, f' se note aussi e
x

Pour tout a € I, i B - fa)
. a+hn)— fla ,
o =y =/
on peut donc écrire :
fla+h) = fla) = h(f'(a) + p(h))avec lim (k) =0
ou encore :
fla+h) = f(a) + hf'(a) + he(h) avec Ilzgr%) e(h) =0

Cette écriture est appelée développement limité d’ordre 1 de f en a.

Exemple 2.3.1 soit f : 2 — \/x

On a:
. fA+n) —f) . Vi+h-1 . V1+h-1D)1+h+1)
lim = lim = lim
h—0 h h—0 h h—0 h(vV/1+h+1)
Donc :
hmw_hm#_hm;_l
h—0 h =0 h(y/1+h+1) hr=0(y1+h+1) 2
Donc

1
Vi+h=1+ §h+hcp(h) avec }{in%)go(h) =0

On en déduit que, pour h voisin de 0

1
vVi+h~1+ §h
Théoréme 2.3.3 Si f est dérivable en a alors f est continue en a

ATTENTION : la réciproque de ce théoréme est fausse!
2.3.2 INTERPRETATION GEOMETRIQUE

Soient A(a; f(a)) et M(a+h; f(a+h)) deux points de la courbe C représentative de f . Le coefficient
directeur de la droite (AM) est égal a :
fla+h) - f(a)
h
Lorsque h tend vers 0, le point M " tend " vers le point A et la droite (AM) devient donc tangente a la
courbe, et son coefficient directeur devient :

. f(a+h)_f(a)_ /
hmf—f(a)

h—0
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A Cf
fla + h) M
T
P
fla) o B
o) a = a+h

F1G. 2.5 — Interprétation géométrique

On obtient donc une équation de la tangente 7" a la courbe Cy au point d’abscisse a : cette droite passe
par le point A(a, f(a))et admet comme coefficient directeur f/(a).
On obtient :

y=f'(a)(x —a)+ f(a)

2.3.3 NOMBRE DERIVE A GAUCHE, A DROITE

La fonction f : x +— |x(x — 1)| est dérivable sur [0; 1] et sur |1; +o0c[. Mais au point = 1, il n’est pas
possible de conclure.

On calcule
TG ) E (OO N € o1 S (1+h)=1
h—0+t h h—0+ h h—0+
fA+h)—f(1) . —(1+h)h . .
h1—>0* h N hlgélf h B hlgl([)lJr (= +h)=-1

La fonction f n’est pas dérivable au point 1, car les limites a gauche et a droite du taux d’accroissement
en ce point sont différentes, il n’existe donc pas de nombre dérivé au point 1. La courbe admet au point
1 deux demi-tangentes de coefficients directeurs 1 et —1.

Définition 2.3.4 Une fonction f définie sur un intervalle I contenant le réel a est dérivable o droite [res-

h) — h) —
pectivement & gauche[ en a si et seulement si lim M [respectivement lim M]
h—0— h—0—
existe et est finie.

Cette limite est alors notée fy(a) [respectivement f,(a)]

fy(a) et f(a) sont les coefficients directeurs des demi-tangentes au point a.

Théoréme 2.3.5 Soit f une fonction définie sur un intervalle I contenant le réel a, f est dérivable en
a si et seulement si f est dérivable a gauche et a droite en a et fy(a) = f,(a).

De plus, sous ces hypotheses, on a : fi(a) = fy(a) = f'(a).

Définition 2.3.6 Si [ est une fonction dérivable en tout point d’un intervalle I =]a;b[, dérivable a
gauche en b et a droite en a, on dit que [ est dérivable sur J = [a;b].
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F1G. 2.6 — Nombre dérivé & gauche, a droite

2.3.4 TABLEAUX DES FONCTIONS DERIVEES

e Opérations
u et v sont deux fonctions dérivables sur D, k est une constante réelle.

fonction | dérivée commentaire

U+ u + v dérivable sur D

ku ku' dérivable sur D

uv vu' +wv’ | dérivable sur D

1 —v . .

" 2 dérivable sur D, si v ne s’annule pas sur D
7 7

% vu ;2 ue dérivable sur D, si v ne s’annule pas sur D

e Fonctions usuelles

fonction définie par f(z) | fonction dérivée : f'(x) | domaine de dérivabilité
k (k constante réelle) 0 R
_ R sip>0
Yy p—1
v (p€Z) px R*si p < 0
1 « 1 1_q
e (g€ Qf) 61’ ¢ Ry
sin cosx R
cos T —sinz R
1 T
tan o L R—{f—kkw,kez}
cos? & 2
e’ e’ R
1 ! R
nzx =
Sho = ——- Chz R
Chy = & Sha R
Shz e —1 1
Thx = = R
TTChr i1 | o
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2.3.5 DERIVEES SUCESSIVES

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I.
d
f" est la dérivée premiére de f , on la note aussi f(!) ou encore —f

si f’ est dérivable sur I, sa dérivée f” est appelée fonction dérivée seconde de f , on la note aussi f(2)
d2
da?

Par itération, la fonction dérivée d’ordre n (n € N*), notée f(™) | est la dérivée de la fonction dérivée
n

ou encore

d
d’ordre n — 1. On la note aussi d—{ On dit alors que f est n fois dérivable.
T

2.3.6 DERIVEE D’UNE FONCTION COMPOSEE

Théoréme 2.3.7 Soit u une fonction définie sur un intervalle I contenant xo et g une fonction définie
sur un intervalle J contenant u(xg). Si u est dérivable en xy et g est dérivable en yo = u(xg) alors la
fonction : f = gow est dérivable en xq et : f'(x0) = ¢’ (u(zg)) X u'(x0).

Si u est dérivable sur I, si g est dérivable sur J et si pour tout x de I, u(x) appartient a J, alors [ est
dérivable sur I, et pour tout x de I, f'(x) = ¢'(u(x)) x u'(x)

On note

(gou) = (g ouyu’
Démonstration : en supposant que si x # xo on a u(x) # u(xg), on peut alors écrire :

f(x) = f(xo) _ glu(@)] — glu(zo)] _ glu(z)] — glu(zo)] u(z) — u(xo)

T — X T — T u(z) — u(zg) T — T

u étant dérivable en xg, on obtient :

b @) = u(z0)

= (x
T—xTo Tr — X ( O)

de plus, u étant dérivable en xg, u est continue en xq, donc :

lim u(z) = u(xo)

et donc
i @] = glu(zo)] _ . 9(y) — 9(yo) — (o)
a—zo  u(z) —u(xo) y—=yo Y — Yo

Finalement

f(@) = f(wo)

:/ ></
Jim HELE0 g (y0) (o)

Proposition 2.3.1 En particulier, u est une fonction dérivable sur I, les fonctions suivantes sont déri-
vables sur I :

a . Pourp€Z, si f(x) = [u(z)]?, alors f'(x) = plu(z)]P~! x u'(x). (avec u(x) # 0 sur I, lorsque p < 0)

b. PourqeQ, si f(x)= [u(x)]é, alors f'(x) = é[u(:r)]%_l x u'(x). (avec u(x) >0 sur I)

Exemple 2.3.2
o f(x) = cosdz, f est dérivable sur R et on a :

f'(x) = 3cos’x x (—sinz) = —3sinzcos’x
o f(x) =cos(x®+1), f est dérivable sur R et on a :

f'(x) = —sin(z? + 1) x 22 = —2xsin(z® + 1)
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o f(x)=VaZ+1=(22+1)2 , f est dérivable sur R et on a :
x

1 1
/1' :*X2I$2+17§:7
Fla) =5 x 2o £ 1)7h =

o f(x)= e®*+1 £ est dérivable sur R et on a :

F/(z) = 2we™ T

2.3.7 VARIATIONS DES FONCTIONS

Théoréme 2.3.8 Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I inclus dans Dy.
e Si f' >0 sur I, sauf peut-étre en un nombre fini de points ot elle s’annule, alors f est strictement
croissante sur I ;
o Si f' <0 sur I, sauf peut-étre en un nombre fini de points ot elle s’annule, alors f est strictement
décroissante sur I ;
o Si f' =0 surl, alors [ est constante sur I.

L’étude des variations d’une fonction dérivable est donc la recherche des intervalles sur lesquels la
dérivée garde un signe constant (on dit que sur ces intervalles, la fonction est monotone).

2.3.8 EXTREMUM D’UNE FONCTION

Définition 2.3.9 Une fonction f admet, au point xg, un mazimum local [respectivement minimum local]
f(xo) sur Uintervalle I ouvert inclus dans son ensemble de définition et contenant xg, lorsque, pour tout
x réel de I, f(x) < f(xo) [respectivement f(x) > f(xq)/

On appelle extremum local un minimum ou maximum local.

Théoréme 2.3.10 Soit f une fonction dérivable sur un intervalle ouvert I et x¢ un point de I. Si f
admet un extremum local en xq, alors f'(xg) = 0 Si la dérivée f' s’annule en xo en changeant de signe,
alors f(xg) est un extremum local de [ sur I.

Remarque 2.3.2 ATTENTION : la fonction f : x +— |x| n'est pas dérivable en 0, mais admet un
minimum local (0) en 0.
Et la fonction g : x +— 2° n’admet pas d’extremum au point 0, pourtant g'(0) = 0

2.3.9 DERIVEE DE LA RECIPROQUE D’UNE FONCTION BIJECTIVE
Théoréme 2.3.11 Soient I un intervalle de R et f une fonction dérivable sur I. Si pour tout x de I,

f'(x) > 0 Jou bien f'(x) < 0], alors f est une bijection de I sur f(I) et lapplication réciproque f~' est
dérivable sur f(I) et :

—1 A o ].
(f ) - f' ° f—l
Application : dérivées des réciproques des fonctions trigonométriques
. . A . T
e La fonction arcsin est une bijection dérivable de | — 1; 1] sur } —3i g [ et
. / 1
(arcsin)’(z) =

=

e La fonction arccos est une bijection dérivable de | — 1;1[ sur |0; 7| et
1

Vi-a?

T
e La fonction arctan est une bijection dérivable de R sur } 55 [ et

(arccos)' (z) = —

1
1422

(arctan)’(z) =
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Application : dérivées des réciproques des fonctions hyperboliques

e Fonction argument sinus hyperbolique : la fonction Sh est continue et strictement croissante
sur R, elle réalise une bijection de R sur R. Elle admet donc une fonction réciproque notée argSh,
définie de la facon suivante :

y = argShx ol z= Shy
x €] — 00; +00[ Y €] — 00; 00|

Apreés calcul, on obtient une expression logarithmique de cette fonction, sous la forme :

argShx = In (a: +V1+ x2>

Cette fonction est dérivable sur R et on obtient :
1
V1+a?

e Fonction argument cosinus hyperbolique : de méme la fonction Ch est continue et strictement
croissante sur RY, elle réalise une bijection de RT sur [1;+oo[. Elle admet donc une fonction
réciproque notée argCh, définie de la fagon suivante :

y = argChx x = Chy
x €]1; 400 y €]0; +oo|

Aprés calcul, on obtient une expression logarithmique de cette fonction, sous la forme :
argChx = In (:E +Va? - 1) , avec x> 1

Cette fonction est dérivable sur son domaine de définition [1; 4oco[ et on obtient :

argSh'(x) =

1
argCh/ (CC) = ﬁ

e Fonction argument tangente hyperbolique : de méme la fonction Th est continue et strictement
croissante sur R, elle réalise une bijection de R sur |—1; 1. Elle admet donc une fonction réciproque
notée argTh, définie de la fagon suivante :

y = argThx x = Thy
v el —1;1] y €] — 003 +00]

Apreés calcul, on obtient une expression logarithmique de cette fonction, sous la forme :

1.1
argThe = = In —i—x’ avec— 1l <z <1
2 1-z
Cette fonction est dérivable sur son domaine de définition | — 1; 1[ et on obtient :
TH (z) = —
ar r)=—
& 1—2a?

2.3.10 THEOREME DE ROLLE, THEOREME DES ACCROISSEMENTS FINIS

Théoréme 2.3.12 (de Rolle) Soit f une fonction continue sur I = [a;b], dérivable sur I =]a;b[ et telle

que f(a) = f(b).
Alors il existe ¢ € I tel que f'(¢) =0

Théoréme 2.3.13 (des accroissements finis) Soit f une fonction continue sur I = [a;b], et dérivable
sur I =]a; bl.
Alors il existe ¢ € I tel que f(b) — f(a) = (b—a)f'(c)

Théoréme 2.3.14 (Inégalité des accroissements finis) Soit f une fonction dérivable sur un inter-
valle I, a et b deux points de I tels que a < b. S’il existe deux réels m et M tels que, pour tout x de I,
on ait : m < f'(x) < M, alors on a :

m(b—a) < f(b) — f(a) < M(b— a)
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Pour démontrer ce théoréme, il suffit d’étudier les variations de deux fonctions auxiliaires définies sur
I:g(z)=f(z) — Mx et h(x) = f(x) — mz. En calculant les dérivées de g et h, on prouve aisément que
g est décroissante et que h est croissante.

On en déduit que,

sia < b, alors : g(a) > g(b)

c’est a dire :

fla) — Ma > f(b) — Mb
ou encore :

f(b) = fa) < M(b—a) (E1)
De méme,

si a < b, alors : h(a) < h(b)

c’est a dire :

f(a) —ma < f(b) —mb
ou encore :

f() = f(a) >m(b—a) (E2)
En utilisant (2.1) et (2.2), on obtient le théoréme précédent

™

Exemple 2.3.3 Soit la fonction f définie sur {O P

] par f(x) =tanz.
Ona f'(z) =1+ tan’z

7T m
Pour 0 < z < 1 on a 0 < tanz < 1, car la fonction tangente est croissante sur {O ; Z}

m
Donc,pour0<x<1,0na0<tan2x<1

et donc 1 < 1+tan?z <2 -
On en déduit que, pour b € {0 ; 1}7 1(b—0) < tanb —tan0 < 2(b — 0)

Et donc : , pour b € [O;g},b<tanb<26
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Chapitre 3

Fonctions usuelles

3.1 Fonctions trigonométriques et réciproques
3.1.1 FONCTIONS CIRCULAIRES

R — [-1, 1]

e Fonction cosinus
T COST

Il s’agit d’une fonction paire, périodique de période 2I1. Cosinus est infiniment différentiable.

d(cos x)
dx

= —sinz

R — [-1, 1]

e Fonction sinus .
T +— sine

Il s’agit d’une fonction impaire, périodique de période 2II. Sinus est infiniment différentiable.

d(sin )
=cosz
dx
k
R— {”, ke Z} SR
e Fonction tangente 2 .

sinz

T +— tanx =
cos T

Il s’agit d’une fonction impaire, périodique de période 7.
Tangente est infiniment différentiable.

d(tan x)

=1+ tan®
dr + tan® x

3.1.2 FONCTIONS CIRCULAIRES RECIPROQUES

[-1,1] — [0, 7]

e [Fonction Arcosinus
T > arccos T

Par définition y = arccosx < cosy =z et y € [0,11]

d(arccos x) -1

dz V1—22
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[-1,1] — [-7/2,7/2]

e [Fonction Arcsinus .
T +— arcsin x

Par définition y = arcsinz < siny =z et y € [—7n/2,7/2]

d(arcsin z) 1

dx V1—2a2

R — [-7/2,7/2]

e [onction Arctan
T — arctanx

Par définition y = arctanz < tany =z et y € [-7/2,7/2]

d(arctanz) 1
dx 1 +a?

3.2 Fonctions hyperboliques et réciproques

3.2.1 FONCTIONS HYPERBOLIQUES

R—R

e Fonction cosinus hyperbolique e’ +e "
r+— chr = ——

Il s’agit d’une fonction strictement positive, paire, infiniment différentiable.

d(chz) e*—e*

7 = 5 = shx
x
. . . R—=R
e Fonction sinus hyperbolique T
x +— shy = =

Il s’agit d’une fonction croissante, impaire, infiniment différentiable.

d h x —T
(s x):e +e — cha

dzx 2

R — -1, 1]
e Fonction tangente hyperbolique shx
T — the = e
chx

Il s’agit d’une fonction impaire, strictement croissante, infiniment différentiable

d(thz) 5
=1—th*zx =
dx . ch?x

3.2.2 FONCTIONS HYPERBOLIQUES RECIPROQUES

e Fonction Argcosinus hyperbolique { [1,00] = {0, 0]

x +— Argchz = Log(x + vx? — 1)
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Par définition y = Argeh(z) < ch(y) =xety >0

d(Argchx) 1

dx xr2 —1

R—R
x +— Argsh(x) = Log(z + V22 + 1)

|

Fonction Argsinus hyperbolique {

Par définition y = Argsh(x) < sh(y) = x

d(Argshz) 1
de a2+ 1
-1,1] = R
] ] 1.1
e Fonction Argtangente hyperbolique 21— Argth(z) = 5 In X +x
—x

Par définition y = Argth(z) < th(y) =

d(Argthz) 1

dx T 1 — g2
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Chapitre 4

Développements Limités

4.1 Définition du développement limité

Soit f : E — F une fonction définie au voisinage du réel a.
S’il existe (n+ 1) constantes ag, a1, ..., a, telles que, pour tout élément = # a de E, on puisse écrire

fl@)=ao+ar(z—a)+ ..+ an(z —a)" + (z — a)"e(x)

ot € est une fonction de E dans R vérifiant lim £(z) = 0, on dit que I’égalité ci-dessus est un dévelop-

r—a

pement limité d’ordre n de la fonction f autour de a (ou en a), souvent abrégé en DL, (a).
D’une maniére générale, la fonction ¢ dépend aussi du nombre réel a.
La fonction polynomiale ag + a1(z — a) + ... + a,(z — a)™ est appelée partie principale (ou régu-
liére) du développement limité, tandis que le terme (z — a)"e(z) est appelé reste d’ordre n du
développement limité.

4.2 Unicité du développement limité

Soit f : E — F une fonction admettant un développement limité d’ordre n autour d’un point a. Ce
développement est unique.

Démonstration
Soient
f@x)=as+ai(x—a)+ ...+ ap(x—a)" + (x —a)"e1(x)
et
f@)y=bo+bi(x—a)+..+by(x—a)" + (x —a)es(x)
deux DL,(a).
Nous allons d’abord démontrer que ag = bg,...a, = b,.
Pour cela, raisonnons par ’absurde et supposons qu’il n’en soit pas ainsi.

Soit k le plus petit entier naturel tel que ag # by. Alors, pour tout élément x # a de E, on peut écrire
que

(ar — b)) + (arp1 — brp1) (@ —a) + oo+ (an —bp)(x — )" % + (. — a)" F(e1(z) — ea(x)) =0
Par suite, en calculant la limite de cette expression lorsque x tend vers a, on obtient que

akzbk

ce qui est absurde. On a ainsi démontré que ag = bg,. .. a,, = b,. Il découle immédiatement de ce résultat
que pour tout élément = # a de E : 1(x) = ea(z). D’ou 'unicité du développement limiteé.

Remarque

Supposons que f(z) = ag 4+ a1(x —a) + ... + an(x — a)™ + (x — a)™e(x) soit le développement limité
d’ordre n de la fonction f autour de a. Alors, pour tout entier naturel p<n, la fonction f admet un
développement limité d’ordre p autour de a dont la partie principale est ag + a1 (z —a) + ... + ap(z — a)P.
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4.3 Développement limité d’une fonction paire ou impaire

Soit F un sous-ensemble de R ayant zéro pour centre de symétrie et f : E — F une fonction admettant
flx)=ao+ai(x —a)+ .. +ap(r —a)” + (x —a)"e(xz) comme DL, (0).

Si f est fonction paire [f(z)=f(-z)], les coefficients a;, as, ...dont I'indice est impair sont tous nuls.
Si f est fonction impaire [f(z)=-f(-z)], les coefficients ag, az, ...dont I'indice est pair sont tous nuls.
Démonstration

Pour la démonstration, supposons que fsoit une fonction paire, 'autre cas se traitant de facon ana-
logue. Pour tout élément x # a de E, on peut écrire

f(x) = f(—2) = ap — a1x + ax® — azx® + ... + (=1)"apa™ + 2" ((—1)"e(—2))

En constatant que lin%) (=1)"e(—z) = 0, on obtient, grace a 'unicité du développement limité, que les
T—

coefficients a;, ag, ... dont 'indice est impair sont tous nuls.

4.4 Opérations algébriques sur les développements limités

Soient f,g: E — R deux fonctions admettant respectivement
f@)=as+ai(x—a)+ ...+ ap(x—a)" + (x —a)"e1(x)
et
g(z) =by+bi(x —a)+ ...+ by(x —a)" + (x — a)"ex(x)

comme développement limité d’ordre n autour de a. Alors,
e pour tout couple de nombres réels « et 3, la fonction af +Gg admet un DL, (a) dont la partie
principale est

(awag + Bby) + (aaq + Pb1)(xz — a) + ... + (aa, + Gby)(x — a)”

e la fonction fg admet un DL, (a) dont la partie principale s’obtient en effectuant le produit
[ap +a1(z—a)+ ...+ ap(z—a)"|[bo+ b1(z —a) + ... + by (x — a)"]

et en ne conservant que les termes de degré inférieur ou égal a n.

e si by # 0, la fonction f/g admet un DL, (a) dont la partie principale s’obtient en effectuant la
division, suivant les puissances croissantes jusqu’a l'ordre n de [ag + a1(x — a) + ... + ap(z — a)"]
par [bg + bi(x —a) + ... + by (x — a)™].

Exemple 4.4.1 Calculer la partie principale du développement limité d’ordre 4 autour de 0 de la fonction

1+a3
o) =17

¢ 2”

Nous pouvons utiliser la méthode dite des “ coefficients indéterminés ”.
Désignons par f(z) = ag + a1x + ax? + azz® + asx* + x*e(x) le DLy(0). On peut écrire, pour tout x non
nul :

1+ 2% = f(2).(1 +2?)

donc par unicité du développement limité
14 2% = ag + a1z + (a0 + a2)x? + (a1 + a3)x® + (az + ag)z?

ce qui implique que
ag=1=a1+as; ag=0=ag+ax =as+ay

soit en résolvant ce systéme
apg=1;a1=0;a,=—-1;a3 =1;a4=1

Nous aurions pu également effectuer la division suivant les puissances croissantes jusqu’a l’ordre 4 de
(1 +22) par (1 + 22), ce qui donne :
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I+ ¥ Cl+x°
1+x° ooooooo
ooooooo O -x"+x° +x*
X+ O
o2 Xt O
oooooo 0
¥+ x? O
¥ +x O
ogooo 0
X O
xf +x° O
ooooo O
-)C5— X

4.5 Développement limité d’une fonction composée

Soit f(z) = ap + a1(x —a) + ... + ap(r —a)” + (v — a)"e1(x) le DL,(a) de la fonction f : E — F.
Soit G un sous ensemble de R contenant zéro et g(y) = g(0) + b1y + ... + bpy™ + y™ea(y) le DL, (0) de la
fonction g : G — H.

Alors, si f(E) C G, la fonction composée go f : E — H admet un développement limité d’ordre n
autour de a, dont la partie principale est :

g(0) + arbi(z — a) + (azby + a?bs)(x — a)? + (azby + 2a1a2bs + a3bs)(z — a)?
+..+ (apby + ... + aby)(x — a)™

Cette expression s’obtient en substituant, dans la partie principale du développement limité
de g, y par la partie principale du développement limité de f et en ne conservant que les
termes de degré inférieur ou égal a n.

Démonstration
Pour tout élément x # a de E, on peut écrire

9(f(2)) = g(0) + b f () + ... + b (f ()" + (f(2))"e2(f (x))
soit
9(f(x)) = g(0) + bi(ao + ar(z —a) + ... + an(z — )" + (z — a)"e1(x)) + ...
+bp(ag +ar(x —a) + ... + ap(z — a)™ + (x — a)ey (z))™
+(ao+ar(x—a)+ ... +ap(x —a)” + (z — a)"e1(x))"e2(ap + ar1(z — a) + ...
Fan(z —a)" + (z —a)"e1(x))

ce qui donne en développant

g(f(x)) = g(0) + ar1b1(z — a) + (agby + a3by)(x — a)* + ... + (anby + ... +alby)(x — a)" + (x — a)"e3(x)

On vérifie ensuite facilement que lim,_,, e3(x) = 0. D’ou le résultat.

Exemple 4.5.1 Calculer le développement limité d’ordre 4 de la fonction f(x) = In(cosz) autour de 0.

f(z) =In(cosz —1+4+1)=In(u+1) avec u=cosxz —1 et lin%uzo
Tr—

2 4
u:cosx—lz—%—&— %4—,@451(30)
et 2 3 4

T T
In(u+1)=u 5 + 3 1 + utea(u)

en ne conservant que les termes de degré inférieur ou égal a 4 de :

22 x4 1 22 xt 2 1 22 x4 3 1 22 x4 4
[‘z* ﬂ‘z[‘ﬁ 24] +3[‘2+ 24] _4{_2+ 24}
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on obtient :
2 12
4.6 Formule de Taylor

Soit I un intervalle ouvert de R contenant le point a et f : I — F une fonction (n+1) fois différentiable sur I.
On peut alors associer a tout élément x de I un nombre réel 0 < 0, <1, dépendant a la fois de a et de
z, tel que la relation suivante soit vérifiée :

(x —a)?

f(@) = fla) + f'(a)(z —a) + ..+ f(p)(a)T

ot f @D e, o) C O

Cette relation est appelée formule de Taylor. Il est d’usage d’appeler formule de MacLaurin la
formule obtenue en remplacant a par zéro dans celle de Taylor.

4.7 Développement limité d’une fonction (n+1) fois différen-
tiable

Soit I un intervalle ouvert de R contenant le point a et f : I — F une fonction (n+1) fois différentiable surl.
On suppose également qu’il existe un nombre réel a > 0 et une constante M > 0 tels que les relations
z € let |z —al <o impliquent |f"H)(z)| < M.
Alors la formule de Taylor fournit le développement limité d’ordre n de la fonction f autour de a.

Démonstration
La formule de Taylor est applicable a f.

Veel 360, 0<60,<1tel que
@) = (@) + @)@ = ) + o+ 700

N f<n>(a)("”c;7,“)n ) (a4 0, (z — a)

(x —a)"t!
(n+1)!
Pour tout z € I,vérifiant |z — a| < |f(”+1)(a + 0, (x — a))‘ <M
En posante(z) = " (a + 0, (x — a))m, on obtient ;1311 e(z) =0.
Ainsi f(2) = f(a) + /@) ) .+ F @) T o ape)

est le développement limité d’ordre n de la fonction . f autour de a.

Remarques

e Si f est continue en 0, pour tout x de I, f admet un DLy(0) dont la partie principale est f(0).
e Si f est dérivable en 0, pour tout x de I, f admet un DL;(0) dont la partie principale est

f(0) +zf(0)
e Une fonction peut admettre un DL, (0) sans étre n fois dérivable en 0. Ainsi la fonction f définie
par
fiR—=R
1
3 . o .
psd T bln(xQ) st x#£0
0 sinon

admet un DL (0), bien qu’elle ne soit pas deux fois dérivable en 0!
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4.8 Table de développements limités autour de 0

L’ensemble des éléments ci-dessus nous permet de dresser une table des développements limités de
fonctions “ usuelles ” autour de 0 (cf forumulaire). Pour chercher un développement limité d’une fonction
f autour d’un point a, on pourra translater la fonction en posant X = x —a pour se ramener au voisinage
de 0 et utiliser la table[4.1.

TaB. 4.1 — développements limités

Fonctions DL, (0)
. I
e =l+ g+t +—+m5()
3 5 2pFT
sin sma:—;v—%—&—x——...—i—(—l)ph—l—x%“e(a@)
p 1 7
cos T cosz =1— % + i e (=1)P (;p)! + 2?PTle(x)
tg x tm—x—l—x—g—i—QL—i—l?x?—l—xSE(m)
g =I5 T B
1‘3 1‘5 x2p+1 )
— - il . +2
sh x shx—x—|—3!+5!+...+(2 Jrl)!—i—a:p e(x)
P a— s
ch x cosy =1+ ET TR o) + 2% Hle(1)
x> 22° 1727
th the =@ — — 4+ 22 _ 8
! S T T (=)
! ! 1—z+2%+ .. 4 (=1)"z" + 2"e(x)
——=1l—-az+2?+ ..+ (-
T2 T2 T " + z"e(z
I I 2 n n
= 1_xf1+z+o: + . 2" +ae(x)
1 1
—_— —s =1—-23 24 .. —-1)" 1)z" "
e ity x4+ 3+ ...+ (=1)"(n+ 1)z™ + z"e(x)
T 1 135..2n —3)
1 to=1+2-— et 20t T ) g
+x +x +3 2495 +..+(-1) 2.4.6...(2n) "+ a"e(x)
1 i z 13 1.35..(2n — 1)
=1-C 4o+t e —tr +ate(x
1+z Vit 2 24 (=b" 2.4.6...(2n) (@)
ola—1 ala—1)..(a—n+1
(I+z)%aeqQ (1+.€C)a—1—|—i +%$2+---+ ( ) 75' )xn_i_xng(x)
p
In(1+ z) ln(l—l—x):x—%—i—...—l—(— )n+1 4 ane(a)
1.35...(2p—1
Arcsin x Arcsine = x + 2—39& + .t 2.4.6...(2](9)]()2]3 Jr)l) I+l 4 202 (x)
1 1352 - 1)
Argsh Argshe = ¢ — —a3 + ...+ (=1)P 2p+1 2p+2
s rgshe == 55w+ 4 U S o @+ 1) +at (o)
o a— 22T
Arctg x Arctgr = x — Tty ot (—1)pm + 22P+2¢(z)
3 JZ‘5 x2p+1
Argth z Argthe =z + ? + 5 S D + 2P 2¢(x)
1+ 1+ x> 2Pt
1 1 =2 — 4+ —+ ... 2p+2
n(y—,) n(;—) =2+ 5 +4+ +2p+1)+fﬂ e(x)

Maths Rappels




40 Développements Limités

4.9 Dérivation et intégration de développements limités
4.9.1 DERIVATION

Si une fonction fadmet un DL, (a) sur Iet si f' admet un DL, _;(a)surl, alors la partie principale du
développement de f’ s’obtient en dérivant terme & terme la partie principale du développement de f .

4.9.2 INTEGRATION
Si une fonction f admet un DL, (a) sur I alors F : z +— F(z) = [ f(t)dt admet un DLy41(a). La

partie principale du développement de celui-ci s’obtient en intégrant terme & terme la partie principale
du développement de f .

mB $‘5 x2p+1 oo
nr—1r— — 1+ - _ 1 P
Exemple 4.9.1 sinz =z T + T + (1) G 1 + P 2e(x),
x? ozt x?P
alors cosx = (sinz) =1— — + + (=P + 2%t le(2)

21 4l T (2p)!

1
Exemple 4.9.2 e l—z+22+.. 4+ (=1)"2" + 2"e(2),
T

alors 1
F(z) = foz 1 =[In|1 —|—t|}g =1In(l+z)
22 . 2+ -
:xf?Jr?Jr...Jr(fl) n+1+x e(x)

4.10 Applications des développements limités

D’une maniére générale, les développements limités permettent d’avoir une approximation “ locale ”
d’une fonction autour d’'un point. Quelques cas classiques d’utilisation des développements et de leur
extension sont présentés ci-apres.

4.10.1 CALCUL DE LIMITES ET RESOLUTION DE “ FORMES INDETERMINEES

Au voisinage de a, le premier terme non nul du développement limité de f fournit un équivalent de
f(x), ce qui peut permettre de trouver la limite de f(x) lorsque ztend vers a, ou de résoudre certaines
“ indéterminations ”.

Exemple 4.10.1 Déterminer la limite, lorsque x tend vers 0 de la fonction
f:]-m/2,00U]0,7/2] = R
sin®z — x? cosx
f) = 22(1 — cosx)

On calcule les DLy(0) du numérateur et du dénominateur :

sinz — x?cosx = 6304 + zieq ()

1
2%(1 — cosz) = 53:4 + zieq ()

s 1
Il suit alcli% flz) = 3

Exemple 4.10.2 Déterminer la limite, lorsque 2 tend vers 0 de la fonctionf(z) = (1 + sinz)>

1 In(1 + sinz) 1 1
— _ — In(14+z+zeq(x)) —(z+we2(x))
r =e x = eX =eZ

f(z) = (1+sinz)
donclim, o f(x) =€
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4.10.2 DEVELOPPEMENT LIMITE EN ¢ A GAUCHE ET A DROITE

On peut considérer une fonction f définie sur un intervalle ouvert dont une extrémité est a (au lieu
d’un intervalle ouvert contenant a). On peut ainsi former un DL, (a) & droite et un DL, (a) & gauche.
Si f admet un DL, (a), f admet un DL, (a) & droite et un DL, (a) & gauche et ces développements sont
égaux. Par contre, une fonction peut admettre un DL, (a) a droite et un DL,(a) & gauche sans pour
autant admettre de DL, (a).

4.10.3 DEVELOPPEMENT LIMITE AU VOISINAGE DE L’INFINI

Une fonction f définie sur un intervalle I=/a, +oo/ admet un DL, (+00) au voisinage de +oo, sila

1
onction h : u+— h(u) = f(—) admet un n a droite.
f ion h h f d DL, (0 droi
U

n 1
h(u) = ag + a1u + ... + apu™ + ue(u) ; ce qui donne f(z) = ap + By 4y —e(d).

On définit de méme le développement limité d’ordre n au voisinage de -oo .

Exemple 4.10.3 Déterminer le développement limité d’ordre 2 en +oo de f(x) = x T
T —
1
0 =Ll sto=ta btient g(u) = ! =(1 )_5—1+1+32+2()
n poseu=—, soit x=— et on obtient g(u) =4/ = u = U+ g Hute(u
1 3 1 1
Finalement f(x) =1+ o + 2 + ﬁg(;)
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