2. Notions de trigonométrie hyperbolique

Soi {c" = Cha + Sha {e"’ = Cha — She
e? = Chb + Shb e”% = Chb—Shb

En multipliant ¢° . ¢" = €*** T

ete?-e”" = ¢7“* en additionnant ou en soustrayant, on
obtient les formules d’addition :

Chiea + b) = ChaChb + ShaShb Sh(a + b) = ShaChbd + ShbCha

d’od P et TRD (1)
° ~ 1+ ThaThb
de méme en remplagant & par —b et en tenant compte du fait que :
Sh(—b) = — Shb; Ch(—b) = Chbd; Th(—b) = —Thb,ona:
Chig — #) = ChaChb — ShaShd ; Shia— b} =ShaChb— ShbCha
Tha — Thb
Thia - b) = —————
a=p) ] ~ThaThb (2)
En posant @ = b dans (1), on obtient les formules de duplication :
2Th
Ch2a = Cha + Sh’a; Sh2a = 2ShaCha; Th2d = —— g 3)
1+Th'a

De méme en additionnant Sh{a + b) et Sh{a — b), puis Ch(a + b) et Ch{a — b) ¢t en posant
P2 + g h = P—9q

3 7 on obtient les formules de transformation

atb=peta—-b=¢gdola=
d’une somme en produit :

Sh(a + b) + Sh(s —~ b) = ShaChb + Sh&Cha + Sha Chb — ShbCha = 28ha Chb.

+ - — +

Shp+Shq:ZShp2thpzq : Shp—Shq=2Shpquhpzq

de méme (4}

+ - - +
Chp + Chg =2Ch? : Tcnl . 9 .chp-—Chg=2cn? quhp zq
Généralement, pour tout a réel et pour tout /. appartenant 3 N
¢ = (&)™ = (Cha + Sha)™ = Chma + Shma {5)
analogue 2 la formule de Moivre, ainsi
Sh3a = 3Sha + 4Sh’a
Ch3a =4Ch’a —3Cha
Enfin :
1 1
fthdt:ife‘dr— Efe“a'.r:Chx+C
1 1
fChxdr:ije'dx+§fe“dr=th+C (6)

h
[Thxdx - f S e = In(Chx) + C
Chx



Méthodologie
A. Définitions

m sinus hyperbolique : IR — R

-
= ki 0

X —*

Sh est une fonction impaire, croissante -

s cosinus hyperbolique : [R — IR

e +e"
= Chx
2 }
Ch est une fonction paire, croissante pourx > 0 :

X

m tangente hyperbolique IR —] - 1,1{ 4

e®—1  Shx . | S

X = = Thx
e +1 Chx Z//—
Th est une fonction impaire, croissante. ,T_;/? TR
- :

B. Généralités '

Les fonctions hyperboliques vérifient des formules analogues aux fonctions trigonome-
triques : ces formules peuvent étre retrouvécs soit en revenant a la définition par les cxpo-
nentielles, soit en utilisant les relations

cosx = Chix isinx = Shix
D’autre par Ch?x — Sh’x =1

C. Expressions de Shnx et Chnx en fonction de Shx et Chx

e” = Chnx + Shax = (Chx + Shx)”
e~ = Chnx — Shnx = (Chx — Shx)*
On développe (Chx +Shx)" et (Chx— Shx)" & Paide de la formule du bindme de Newton.

En effectuant la somme membre 3 membre on obtient Chax eten effectuant la différence
membre & membre on obtient Shax,

On part des égalités {

D. Expressions de Sh” x ef Ch" x en fonction de Shnx et Chrx

On obtiendra les formules cherchées en développant les seconds membres des épalités

—_rsh I N
arem (1Y a se= (£527)

2




II. FONCTIONS HYPERBOLIQUES INVERSES

1. Fonction a ent
sinus hyperbolique
Définici

Lafonction Sh est définie, conti-
nue, moncione, croissante pour
tout x de IR, elle réalise une bi-
jection de IR dans IR, elle admet
une fonction réciproque notée
Arg Sh définie par :

{ ¥ = ArgShx
X ] — oo, o]

{ X = Shy
yE]_m!+m[

£ o Loourithomi
Soity = ArgShx d’otix = Shy
Or Ch?y — Sh’y = 1, donc

Chy = y/1+ 8hly = V1 + x2
ete = Shy + Chy =
.r+1.v‘1+fz

d'oll ;

Y= ArgShx
= In(x + v'1 +x3)

Diérivée

La fonction Sh &tant dérivable
sur IR et sa dérivée ne s’anno-
lant pas, la fonction ArgSh est
dérivable en tout point x de TR.
Ona:

1 1

1
d
X]= = —
Y™ oy i
car
Ch?y = 1+ Sh?y d'oit Chy 3> 0

Chy = v1+x?

(Argth)’ =
1+x

2. Fonction a ent
cosinus hyperbolique
P

La restriction de la fonction
Ch 2 R est continue, stric-
tement croissante, elle réalise
donc une bijection de [0, +oo
sur [1, +aoo[, et admet une fonc-
tion réciproque notée ArgCh
définie par :

{ y:ArgChx
X e [1, +ool

{ x = Chy
y e [0, +oc[

E iom logarithm
Soity = ArgChravecx = 1
onaalorsx = Chyety > 0.
Shy est donc positif et

Shy = 4/Chiy — 1= +/x2 — 1

¢ = Chy+Shy =x+vx? -1
ArgChx = In(x + VX2 - 1)

avecx > 1

Dérivée

La fonction Ch est dérivable sur
R" et sa dérivée ne sannule
que pour vy = 0. La fone-
tion ArgCh est dérivable sur
]1, +oc[.Ona:

P
y(x)*x,o,) shy

or
Shy = \l.r'Chzy— =vx2—1

1
Chxy = ———
(Arg Chixy’ = —=—

3. Fonction argument
tangente hyperbolique
P

La fonction Th est continue,
monotone, croissante sur (R,
elie réalise done une bijection
de R sur ] — 1,1] et admet
une fonction réciproque notée
Arg Th définie par :

{ y=ArgThx
A=

{ X = Thy
y €] — oo, +oo[

E e s
Soity = ArgThx avec jx| < 1
e -1
e? +1

onaalorsx = Thy =

d’oit

1—-=x 1—-x

1 1+x
—In
2 1-x

ArgThy =

avec [x| < 1

Dérivée
La fonction Th est dérivable sur
R et sa dérivée y —

Ch* ¥
ne s'annule pas. La fonction
ArgTh est dérivable en tout
peintde] —1,1]

1 i

¢ 1—Th'y

or Thy=ux d’cd

Yo =g

(ArgThx) =

1—x2



Tableau de variations Tablew: de variations Tableau de varigtions
x -0 0 4+ x 1 + o0 x -1 0 i
(Arg Shx)' + 1+ (ArgChx)' [} +o0 + (Arg Thx)’
+o0 oo Foo
ArgShx / ArgChx / ArgThx /E/
—o0 0 -0
Courbe représentative Courbe représentative Courbe représeniative
Elle est symétrique de la courbe | Elle est symétrique par rapport | Elle est symétrique par rapport

repré&sentative de la fonction
x — Shx par rapport & la droite

y=x

ik

f;‘f_z A.l:'gth+C
V1 + x2
=hnx+vx+1+C

4 la premiére bissectrice de la
Chx

courbe d’équaticn y =
avecx > {)

Q
Primitive

dx
/ﬁ_m(}hx+c
x>1
Injx + vx2 —1| +C

4 la premiere bissectrice de la
courbe d’éguationy = Thr.

¥ = Arg Thx




