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Chapitre 11

Intégration : solutions de la série

e Exercice II.1: Soit I, , = f;(x —a)?(b— x)%dx ou (p,q) € N2,

q
1. montrer que : I, , = ——1, _
q PaT p+1l,q—1

2. Calculer I, o et en déduire I, 4

Solution :

1. On intégre par parties en posant :

u=(b—ux)? i dv=(x—a)Pdx
_ g)pt+1
du=—q(b—2)"tdz ; v= (z—a)
q(b—x) P
d’ou , ,
(z —a)P*! q -
Ip.,q: |:(b_1.)qp—|—1 a+ . p+1($—a)p+l(b—l')q 1d$
0
d’ou .
q 1 -1
I,,= z—a)PTb—2)"ldz
v [ la—ate-)
Soit : .
Ipq = mlp+l,q—1
2. ,
b o p+1
IPO:/ (x — a)Pdx = [(x a) }
’ a p+1 ],
o (b—a)Ptt
p,0 —
p+1
D’aprés la premiére question :
Ipq = ﬁIpqu*l
d’ou
o q q—1 1 7
PET p+lp+2 ptg P
I gg—1)---3.2.1 I
q = ;0
P+ Dp+2) - (pra—Dpt+gq T
Or
PR U0l
p+4q, p+q+1
d’on :

q'p!
Iyy=—"——(b—a)rtitt
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e Exercice I1.2:

/2
Calculer I, = / (cos 0)2" L dl pourn entier positif et en prenant sin @ comme variable d’intégration
0

Solution :
/2 /2
I, = / (cos0)*"T1dh = / (1 —sin?(6))™ cos(0)dh
0 0

Posons :
u = sin(6)

du = cos(0)db

. 7T ~
les valeurs aux bornes deviennent : t =0, u=0et z = —, u = 1. D’ou :

1
I, :/ (1 —u?)"du
0

En utilisant la formule du bindéme de newton :

(1+u®)" =1 Clu? + C2u + - + (=1)PCPU?P + - - 4 (—1)"u®"

1
I, = /[1—C’,lbu2+C’Zu4—|—~-~—|—(—1)”C’£u2p—|—~~~—|—(—1)"u2"]du
0
5 2p+1 u2n+1
= _017 C2u .. _1pcpu —1)"
[m + +(=1) "2p+1+ + )2n—|—1

D’ou :

ONE

=0 p+1

DO

a
e Exercice I1.3: Calculer l'intégrale définie I; = / vV a? — x2dz, ou a étant un réel strictement positif.
0

Solution : On pose : sin(t) = E, dx = acos(t)dt.
a

les valeurs aux bornes deviennent : t =0,t =0,z =a, t = z. D’ou :
Il = / VvV a dl‘
/ a*y/1 — sin®(t) cos(t)dt

MH

w\:l

™

dt 4+ a2 /2 cos(2t)dt

us
2

31 2t)
_ /2 +cos dt

| =

a? = e
= 3 tlg + Z [Sm(%)]o2
D’ou : )
m™a
h=—7
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1
t
e Exercice II.4: Calculer lintégrale définie Io = / M
0

2 +1
Solution : On pose : u = arctan(z), du = 1Jrﬁdﬂc.
. T
Les valeurs aux bornes deviennent : t =0,u =0,z =1, u = 1 D’ou :

1 s
t 1
12:/ de:/ wdu
o 241 0

1 fd 2
L=y =3

e Exercice I1.5: Calculer lintégrale définie Is = f12 tVt2 — 2t + 5dt

Solution :
2 2
Ig:/ (t—l)\/t2—2t+5dt+/ V12 — 2t + 5dt
1 1

A B

e Calculons A en posant : u = t2 — 2t + 5, du = (2t — 2)dt = 2(t — 1)dt
Les valeurs aux bornes deviennent : t =1, u=4,t =2, u=5. D'ou :

2
A = /(t—l)\/t2—2t+5dt
11 >
4
1 [2 3]5
= —U?2
3 4

(5v/5 —8)

2 2 2
1
B= [ Ve ase= [ imirraan=2 [
1 1 1

t—1 dt
Posons : sh(z) = —5 ch(z)dr = 5

1
Les valeurs aux bornes deviennent : t = 1,0 =0,t =2, x = argsh(i). D’ou :

2
[t—1
B = 2/ 1t—2+1dt

argsh( %
= 2/ v (sh?(z) + 12¢ch(x
0

argsh( %
:4/ ch?(x)dx
0

Wl — N

e Calculons B

argsh(})
_ 4/ 1+ch(2x)dx

0

argsh(%)
o]
1

= 2(a7’gsh(§)+§
= 2ln1+2\/5+§

Maths Rappels



D’ou :

I = %(5\/5—8) +2In (H;/g) + ?

Is = £(13v5 - 16) + 2In (1 +2ﬁ’>

- 14+t
e Exercice I1.6: Calculer l'intégrale définie 14 = f_f/sﬁ lJ—r’—siiIz(;x)) x
d
Solution : On pose :u = tan(z), du = (1 + tan?(z))dx, soit do = 1 Jru 5
u
T 1 us 1
Les valeurs aux bornes deviennent : t = ——u=——, 2= —, u = —.
6 V3 6 V3
2u
(927) —
sin(2x) T2
D’ou : /s
P14+t
L = / Lytano)
—r/6 1+ sin(2z)
B /1 1+u du
1/f 1 + 'LL 1 + U2
1+ u?
B /Vf (1+u?)(1+u) du
N v ur+2u+1 1+wu?
U3 qu
_ 1/V3
= [In|u-+ 1”,1/\/5
V3+1
= In
V3—1
1 ! .
e Exercice I1.7: Pour tout naturel n > 1, on pose : I, = W/ (1 —t)"ezdt
il Jo
1. A laide d’une intégration par parties, calculer I
2. Démontrer que pour tout natureln > 1, on a :
1
ILyyi=1,— ————
o 2+ (n + 1)!

3. En déduire, par récurrence que pour tout natureln > 1, on a :
11
=14+ -= —— 41,
Ve = 41 5 1, oot ot
Solution :

1.

On intégre par parties en posant :
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D’ou

1 k3 1 1 ! t
Il = §|:<1—t>62:|0+§/0 e2dt
1 71
= 3+ |t
1
- i
3
= Je— 3
1 ! .

2. Iny1 = 2”4‘2(114—1)'/0 (1— t)n+1e§dt. On intégre par parties I,,;1 en posant :
u=(1—t)"+! . dv=e2dt
du=—(n+1)(1—t)"dt ; v=2e2

D’ou ( )
1 t 1 2(n + 1) t
L = gy [20H(1— "] 7/ 1—t)"ebdt
i 2n+2(pn + 1)! e*( ) 0+2”+2(n+1)! 0 ( Jre?
—_——
=—2
-2 1 1 not
- 212 + 1)1 + 211 ()] Jo (I —t)"ezdt
-2
- .
2nt2(n 4 1)! *
D’ou
I =] — 1
n+l — Iin 2n+1(n+1)|
3. On a montré que I,, — I,,_1 = —m et Iy = /e — % D’ou :
1
R = -
! 27 (n)!
1
Ly — I —
! g 2n=1(n —1)!
- 1
I3 —1 = -
3 — 12 25(3)!
1
Ih—1T = -
2 — 11 2(2)!
En additionnant membre & membre on obtient :
I —__ L 1 ISR SN
TUOET Do)l 21 (n — 1)1 23(3)l  22(2)!
1 1 1 1
I R I,
T TR T T 2@) 2 T
3 1 1 1 1
_2 . I,
Ve S Ty T i T T w2 T
3 1 1 1 1
Vesotmantmen T Y et T gy
1 1 1 1 1
—14= I,
Veslt st o Tt T e ey
11 1 1 1 1
S I
ve=1+ SRTR 22(2)! * 23(3)! o 2n=1(n —1)! i 27 (n)! in
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