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Chapitre 2

Intégration : solution série 2

• Exercice 2.1: Calculer I1 =
∫

xexdx

Solution : On intègre par parties en posant :

u = x ; dv = exdx
du = dx ; v = ex

d’où
I1 =

∫
xexdx

= xex − ∫
exdx

= (x− 1)ex + C

I1 = (x− 1)ex + C où C est une constante réelle.

• Exercice 2.2: Calculer I2 =
∫

x2 ln(x)dx

Solution : On intègre par parties en posant :

u = ln(x) ; dv = x2dx

du =
dx

x
; v =

x3

3

d’où
I2 =

∫
x2 ln(x)dx

=
x3

3
ln(x)−

∫
1
x

x3

3
dx

=
x3

3
ln(x)−

∫
x2

3
dx

=
x3

3
ln(x)− x3

9
+ C

I2 =
x3

3
ln(x)− x3

9
+ C où C est une constante réelle.

• Exercice 2.3: Calculer I3 =
∫

x2 sin(x)dx

Solution : On intègre par parties en posant :

u = x2 ; dv = sin(x)dx
du = 2xdx ; v = − cos(x)

I3 = −x2 cos(x) + 2
∫

x cos(x)xdx

︸ ︷︷ ︸
J
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J s’intègre par parties en posant :

u = x ; dv = cos(x)dx
du = dx ; v = sin(x)

J = −x sin(x) +
∫

sin(x)dx = −x sin(x)− cos(x) + C

d’où :
I3 = −x2 cos(x)+2x sin(x)+2 cos(x)+C = (2−x2) cos(x)+2x sin(x)+C où C est une constante réelle.

• Exercice 2.4: Calculer I4 =
∫

dx

5 + 4 cos(x)

Solution : On effectue le changement de variable : t = tan(
x

2
)

dt =
1
2

[
1 + tan2(

x

2
)
]
dx soit : dx =

2
1 + t2

dt

et

cos(x) =
1− t2

1 + t2

I4 devient :

I4 =
∫

dx

5 + 4 cos(x)

=
∫

2dt

1 + t2
1

5 + 4
(

1− t2

1 + t2

)

= 2
∫

dt

5(1 + t2) + 4(1− t2)

= 2
∫

dt

9 + t2

= 2
∫

dt

9

[
1 +

(
t

3

)2
]

En posant : tan(u) =
t

3
, on a : (1+tan2(u))du =

dt

3
soit : dt = 3(1+tan2(u))du. d’où, si (1+tan2(u)) 6=

0 :

I4 = 2
∫

3(1 + tan2(u))du

9(1 + tan2(u))

=
2
3

∫
du

=
2
3
u + C

d’où

I4 =
2
3

arctan




tan(
x

2
)

3


 + C où C est une constante réelle.

• Exercice 2.5: Calculer I5 =
∫

x√
1 + x2

dx

Solution : On effectue le changement de variable : z =
√

1 + x2, soit : z2 = 1+x2 On a : 2zdz = 2xdx.
I5 devient :

I5 =
∫

x√
1 + x2

dx =
∫

zdz

z
=

∫
dz = z + C

d’où :
I5 =

√
1 + x2 + C où C est une constante réelle.
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• Exercice 2.6: Calculer I6 =
∫

dx

3 +
√

2 + x

Solution : On effectue le changement de variable : z =
√

2 + x, soit : z2 = 2 + x On a : 2zdz = dx.
I6 devient :

I6 =
∫

dx

3 +
√

2 + x
=

∫
2zdz

3 + z

d’où :
I6 =

∫
2zdz

3 + z

= 2
∫

(z + 3− 3)dz

3 + z

= 2
∫

dz − 6
∫

dz

3 + z

= 2z − 6 ln |3 + z|+ C

D’où
I6 = 2

√
2 + x− 6 ln

∣∣3 +
√

2 + x
∣∣ + C où C est une constante réelle.

• Exercice 2.7: Calculer I7 =
∫

dx√−x2 + x + 6

Solution :

I7 =
∫

dx√−x2 + x + 6

=
∫

dx√
−

(
x− 1

2

)2

+
1
4

+ 6

=
∫

dx√
−

(
x− 1

2

)2

+
(

5
2

)2

=
∫

dx√√√√
(

5
2

)2
[
−

(
2
5

)2 (
x− 1

2

)2

+ 1

]

=
2
5

∫
dx√

−
[
2
5

(
x− 1

2

)]2

+ 1

Posons : sin(t) =
2
5

(
x− 1

2

)
, soit cos(t)dt =

2
5
dx, d’où dx =

5
2

cos(t)dt

On obtient alors :
I7 =

2
5

∫
5
2

cos(t)dt√
− sin2(t) + 1

=
∫

cos(t)dt

|cos(t)|

= t + C

D’où
I7 = arcsin

(
2x− 1

5

)
+ C où C est une constante réelle.
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• Exercice 2.8: Calculer I8 =
∫

x4 − x3 − x− 1
x3 − x2

dx

Solution : Soit : P (x) = x4 − x3 − x− 1 et Q(x) = x3 − x2.
Le degré de P (x) et supérieur au degré de Q(x), on peut donc effectuer une division de P par Q suivant
les puissances décroissantes, soit :

x4 − x3 − x− 1
x3 − x2

= x− x + 1
x3 − x2

I8 =
∫

x4 − x3 − x− 1
x3 − x2

dx

=
∫

xdx−
∫

x + 1
x3 − x2

dx

=
1
2
x2 −

∫
x + 1

x3 − x2

︸ ︷︷ ︸
J

dx

On intègre J en faisant une décomposition en éléments simples :

x + 1
x3 − x2

=
x + 1

x2(x− 1)
=

A

x2
+

B

x
+

C

x− 1

en réduisant au même dénominateur, on obtient :

A(x− 1) + Bx(x− 1) + C(x2) = x + 1

Soit : 



B + C = 0
A−B = 1
−A = 1

⇒




A = −1
B = −2
C = 2

d’où :
J =

∫
x + 1

x3 − x2

= −
∫

dx

x2
− 2

∫
dx

x
+ 2

∫
dx

x− 1

=
1
x
− 2 ln |x|+ 2 ln |x− 1|+ C

d’où :
I8 = 1

2x2 − 1
x

+ 2 ln |x| − 2 ln |x− 1|+ C

= 1
2x2 − 1

x
+ 2 ln

∣∣∣∣
x

x− 1

∣∣∣∣ + C

I8 = 1
2x2 − 1

x
+ 2 ln

∣∣∣∣
x

x− 1

∣∣∣∣ + C où C est une constante réelle.

• Exercice 2.9: Calculer I9 =
∫

x2

α4 − x4
dx

Solution : Factorisons l’expression α4 − x4 :

α4 − x4 = (α2 − x2)(α2 + x2) = (α− x)(α + x)(α2 + x2)

On décompose ensuite la fraction
x2

a4 − x4
en éléments simples :

x2

α4 − x4
=

x2

(α− x)(α + x)(α2 + x2)
=

A

α− x
+

B

α + x
+

Cx + D

α2 + x2
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Une réduction au même dénominateur donne :

A(α + x)(α2 + x2) + B(α− x)(α2 + x2) + (Cx + D)(α2 − x2) = x2

x3(A−B − C) + x2(αA + αB −D) + x(α2A−Bα2 + Cα2) + α3(A + B) + Dα2 = x2

Soit :





A−B − C = 0
αA + αB −D = 1
α2(A−B + C) = 0
α(A + B) + D = 0

⇒





D = −1
2

2αA =
1
2

A + B =
1
2α

A−B + C = 0

⇒





D = −1
2

A =
1
4α

B =
1
4α

C = 0

d’où
x2

α4 − x4
=

1
4α

1
α− x

+
1
4α

1
α + x

− 1
2

1
α2 + x2

On peut alors calculer I9 :

I9 =
1
4α

∫
1

α− x
dx +

1
4α

∫
1

α + x
dx−

∫
1
2

1
α2 + x2

dx

= − 1
4α

ln |α− x|+ 1
4α

1
α + x

− 1
2α

arctan(
x

α
) + C

=
1
4α

ln
∣∣∣∣
α + x

α− x

∣∣∣∣−
1
2α

arctan(
x

α
) + C

I9 =
1
4α

ln
∣∣∣∣
α + x

α− x

∣∣∣∣−
1
2α

arctan(
x

α
) + C où C est une constante réelle.

• Exercice 2.10: Calculer I10 =
∫

dx

1 + sin(x)− cos(x)

Solution : On doit intégrer une fraction rationnelle en sin et cos. On effectue le changement de
variable : t = tan(

x

2
)

dt =
1
2

[
1 + tan2(

x

2
)
]
dx soit : dx =

2
1 + t2

dt

et

cos(x) =
1− t2

1 + t2

sin(x) =
2t

1 + t2

I10 devient :

I10 =
∫

dx

1 + sin(x)− cos(x)

=
∫

2dt

(1 + t2)
(

1 +
2t

1 + t2
− 1− t2

1 + t2

)

= 2
∫

dt

2t(1 + t)

On décompose la fraction rationnelle en éléments simples :

dt

t(1 + t)
=

dt

t
− dt

1 + t
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D’où :
I10 =

∫
dt

t
−

∫
dt

1 + t

= ln |t| − ln |1 + t|+ C

= ln
∣∣∣∣

t

1 + t

∣∣∣∣ + C

I10 = ln

∣∣∣∣∣∣
tan

(x

2

)

1 + tan
(x

2

)
∣∣∣∣∣∣
+ C où C est une constante réelle.

• Exercice 2.11: Calculer I11 =
∫ 1

0

ex − 1
1 + ex

dx

Solution : Posons : u = ex. On a alors :

du = exdx dx =
du

u

Les valeurs aux bornes deviennent : pour x = 0,u(0) = 1 et pour x = 1, u(1) = e. D’où :

I11 =
∫ 1

0

ex − 1
1 + ex

dx

=
∫ e

1

u− 1
u(1 + u)

du

On décompose la fraction rationnelle en éléments simples :

u− 1
u(1 + u)

= − 1
u

+
2

1 + u

d’où :
I11 = −

∫ e

1

du

u
+ 2

∫ e

1

du

u + 1

= − [ln |u|]e1 + 2 [ln |u + 1|]e1

D’où : I11 = 2 ln
(

1 + e

2

)
− 1

• Exercice 2.12: Calculer I12 =
∫ π

2

0

dx

2 + sin(x)

Solution : On doit intégrer une fraction rationnelle en sin . On effectue le changement de variable :

t = tan(
x

2
)

dt =
1
2

[
1 + tan2(

x

2
)
]
dx soit : dx =

2
1 + t2

dt

et
sin(x) =

2t

1 + t2
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Les valeurs aux bornes deviennent : pour x = 0, t(0) = 0 et pour x = π
2 , t = 1.

I12 =
∫ π

2

0

dx

2 + sin(x)

=
∫ 1

0

2dt

(1 + t2)
(

2 +
2t

1 + t2

)

=
∫ 1

0

dt

t2 + t + 1

=
∫ 1

0

dt(
t +

1
2

)2

+
3
4

=
4
3

∫ 1

0

dt[
2√
3

(
t +

1
2

)]2

+ 1

On pose :

u =
2√
3

(
t +

1
2

)

du =
2√
3
dt

Les valeurs aux bornes deviennent : pour t = 0, u =
1√
3
et pour t = 1, u =

√
3 D’où :

I12 =
∫ √

3

1√
3

2√
3

du

(u2 + 1)

=
2√
3

[arctan(u)]
√

3

1/
√

3

d’où I12 = 2√
3

(π

3
− π

6

)
=

π

3
√

3

• Exercice 2.13: Calculer I13 =
∫ 4

3

dx√
x2 − 3x + 2

Solution :

I13 =
∫ 4

3

dx√
x2 − 3x + 2

=
∫ 4

3

dx√(
x− 3

2

)2

− 1
4

=
∫ 4

3

dx√√√√1
4

([
2

(
x− 3

2

)]2

− 1

)

=
∫ 4

3

2dx√[
2

(
x− 3

2

)]2

− 1

Posons :
t = 2

(
x− 3

2

)
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dt = 2dx

Les valeurs aux bornes deviennent : pour x = 3, t = 3 et pour x = 4, t = 5
D’où

I13 =
∫ 5

3

dt

2
√

t2 − 1

=
[
ln

∣∣t +
√

t2 − 1
∣∣]5

3

I13 = ln

(
5 + 2

√
6

3 + 2
√

2

)

• Exercice 2.14: Calculer I14 =
∫ 0

−1

x2 + 1
(x2 + x + 1)(x− 1)

dx

Solution : On décompose ensuite la fraction
x2 + 1

(x2 + x + 1)(x− 1)
en éléments simples :

x2 + 1
(x2 + x + 1)(x− 1)

=
A

x− 1
+

Bx + C

x2 + x + 1

Une réduction au même dénominateur donne :

A(x2 + x + 1) + (Bx + C)(x− 1) = x2 + 1

x2(A + B) + x(A−B + C) + A− C = x2 + 1

Soit :





A + B = 1
A−B + C = 0
A− C = 1

⇒





A =
2
3

B =
1
3

C = −1
3

d’où
x2 + 1

(x2 + x + 1)(x− 1)
=

2
3(x− 1)

+
x− 1

3(x2 + x + 1)

On peut alors calculer I14 :

I14 =
∫ 0

−1

x2 + 1
(x2 + x + 1)(x− 1)

dx

=
∫ 0

−1

2
3(x− 1)

dx +
∫ 0

−1

x− 1
3(x2 + x + 1)

dx

=
∫ 0

−1

2
3(x− 1)

dx +
1
2

∫ 0

−1

2x− 2
3(x2 + x + 1)

=
∫ 0

−1

2
3(x− 1)

dx +
1
6

∫ 0

−1

2x + 1
(x2 + x + 1)

dx− 1
2

∫ 0

−1

dx

(x2 + x + 1)

Le calcul de
∫ 1

−1

dx

(x2 + x + 1)
a été fait dans le calcul de l’intégrale I12. Avec le changement de variable :

t =
2√
3
(x +

1
2
)
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. Les valeurs aux bornes sont pour x = −1, t = − 1√
3
et pour x = 0, t =

1√
3
. D’où :

I14 =
2
3

[ln |x− 1|]0−1 +
1
6

[
ln

∣∣x2 + x + 1
∣∣]0
−1
− 1

2

(
2√
3

[arctan]1/
√

3

−1/
√

3

)

= −2
3

ln(2)− 1√
3

π

3

= −1
3
(2 ln(2) +

π√
3
)

I14 = −1
3

(
2 ln(2) +

π√
3

)

• Exercice 2.15: Calculer I15 =
∫ 1

0

dx

(a2 + x2)
3
2

Solution :

I15 =
∫ 1

0

dx
[
a2

(
1 +

(
x
a

)2
)] 3

2

dx

Posons : t =
x

a
.On a alors :

dt =
dx

a
dx = adt

Les valeurs aux bornes deviennent : pour x = 0, t(0) = 0 et pour x = 1, t(1) =
1
a
.

I15 =
∫ 1

0

dx
[
a2

(
1 +

(x

a

)2
)] 3

2

=
∫ 1/a

0

adt

a3 [(1 + t2)]
3
2

=
1
a2

∫ 1/a

0

dt

[(1 + t2)]
3
2

Posons :
sh(u) = t

ch(u)du = dt

Les valeurs aux bornes deviennent : pour t = 0, u = 0 et pour t = 1
a , u(1) = Argsh

(
1
a

)
. On obtient

alors :

I15 =
1
a2

∫ Argsh( 1
a )

0

ch(u)du

[ch2(u)]
3
2

=
1
a2

∫ Argsh( 1
a )

0

ch(u)du

ch3(u)

=
1
a2

∫ Argsh( 1
a )

0

du

ch2(u)

D’où :
I15 =

1
a2

[th(u)]
Argsh( 1

a )
0 =

1
a2

1√
a2 + 1
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Cette expression est équivalente à :

I15 =
[ x

a2
(a2 + x2)−1/2

]1

0
=

1
a2

1√
a2 + 1

• Exercice 2.16:
Soit n un entier naturel supérieur ou égal à 2. Pour tout entier naturel k ≤ n, on pose :

Ik,n =
∫ 1

0

Ck
nxk(1− x)n−kdx

A l’aide d’une intégration par parties, comparer Ik,n et Ik+1,n.
En déduire Ik,n en fonction de n.

Solution : On intègre par parties en posant :

u = (1− x)n−k ; dv = xkdx
du = −(n− k)(1− x)n−k−1dx ; v = 1

k+1xk+1

Ik,n = Ck
n

[
1

k + 1
(1− x)n−kxk+1

]1

0

+ Ck
n

∫ 1

0

1
k + 1

xk+1(n− k)(1− x)n−k−1dx

Or :
(n− k)Ck

n

k + 1
= Ck+1

n

et [
1

k + 1
(1− x)n−kxk+1

]1

0

= 0

d’où :

Ik,n =
(n− k)Ck

n

k + 1

∫ 1

0

xk+1(1− x)n−k−1dx = Ik+1,n

On peut en déduire Ik,n en fonction de n. En effet

Ik,n = Ik+1,n = Ik+1,n = · · · = In,n

et

In,n =
∫ 1

0

Cn
nxn(1− x)n−ndx =

∫ 1

0

xndx

d’où :

Ik,n = Ik+1,n =
[

xn+1

n + 1

]1

0

=
1

n + 1

• Exercice 2.17:

Calculer, si cela est possible : J1 =
∫ 3

0

dx√
9− x2

Solution : Soit α ∈ [0, 3[. x 7→ 1√
9− x2

est continue et donc intégrable sur [0, α[.

J1(α) =
∫ α

0

dx√
9− x2

On pose : u =
x

3
soit, du =

dx

3
.

Les valeurs aux bornes deviennent : pour x = 0, u = 0 et pour x = α, u =
α

3
.

J1(α) =
∫ α/3

0

3du√
9− (3u)2

=
∫ α/3

0

du√
1− u2
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D’où :
J1(α) = [arcsin(u)]α/3

0 = arcsin(
α

3
)

et
lim
α→3

arcsin(
α

3
) =

π

2

J1 =
π

2
. L’intégrale J1 est convergente.

• Exercice 2.18: Calculer, si cela est possible : J2 =
∫ π/2

0

cos(x)dx√
1− sin(x)

Solution :

Soit α ∈ [0,
π

2
[. x 7→ cos(x)dx√

1− sin(x)
est continue et donc intégrable sur [0, α[.

J2(α) =
∫ α

0

d(sin(x))√
1− sin(x)

D’où :
J2(α) = −2

[√
1− sin(x)

]α

0
= −2

√
1− sin(α) + 2

et
lim

α→
π

2

J2(α) = 2

Donc J2 est convergente et J2 = 2
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