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Chapitre 2

Intégration : solution série

e Exercice 2.1: Calculer I} = [ ze“dx

Solution : On intégre par parties en posant :

U=z i dv =€ dx
du=dx ; v=¢e"
d’ou
I, = [ze"dx
= xze® — [edx
= (z—1e*+C
I = (x — 1)e” + C ou C est une constante réelle.
e Exercice 2.2: Calculer Iy = [ 2?In(x)dz
Solution : On intégre par parties en posant :
u=1In(z) ; dv=az2dx
dz x3
du = — = —
u=-— 5 v==
d’ou
I, = [z%In(x)dz
3 1 3
- In(z) — / T e
T 3
3 22
= —1 — | —=d
n(z) / 3 de
3 3
= T ln(@) - % +C
x3 x3
I, = 3 In(x) — r + C ot C' est une constante réelle.
e Exercice 2.3: Calculer I3 = [ 2?sin(z)dx
Solution : On intégre par parties en posant :
u = a2 ; dv =sin(x)dx
du =2xdx ; v=—cos(x)

I3 = —x? cos(z) + Q/wcos(x)xdx

| S —
J
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J s’intégre par parties en posant :

;i dv = cos(x)dx
du=dx ; v=sin(x)

J = —xsin(z) + /sin(x)dx = —zxsin(z) — cos(z) + C
d’ou :
I3 = —22 cos(z) + 2x sin(z) + 2 cos(x) + C = (2 — 2?) cos(z) + 2z sin(z) + C ou C est une constante réelle.

dx

o Exercice 2.4: Calculer I, = / m

Solution : On effectue le changement de variable : ¢t = tan(g)

1 . 2
dt = 3 [1+tan( )} dx smt:dmzmdt

et
1—¢2

1+ t2

cos(z) =

1, devient :

I / dx
v 5 + 4 cos(z)

B / 2dt 1
a 1+ ¢2 1—¢2
+ 5+4< )

1+t2

2

/51+t2 )+ 4(1 —t2)
dt

= 2

/9+t2

9

0]

t t
En posant : tan(u) = goona: (1+tan?(u))du = % soit : dt = 3(1+tan?(u))du. d’ot, si (1+tan?(u)) #

B 3(1 + tan?(u))du
Is = 2/ 9(1 + tan2(u))

2

2

d’ou "
tan(=)
2 + C ou C est une constante réelle.

2
I, = 3 arctan

x
e Exercice 2.5: Calculer I = / —dx
V1422

Solution : On effectue le changement de variable : z = v/1 + 22, soit : 22 = 1422 On a : 2zdz = 2zdz.

I5 devient :
T zdz
L= —=de= [ —=[dz=2+C
== [
d’ou :

=+/1+ 22+ C ou C est une constante réelle.
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dx
3+V2+=x

Solution : On effectue le changement de variable : z = \/2 + x, soit : 22 =2+ 2 On a : 2zdz = dx.
Is devient :

e Exercice 2.6: Calculer Ig = /

2zdz

d
I, = e — -
0 /3+\/2+$U /3+z

2zdz
I p—
6 /3+z

B 2/(z+3—3)dz
B 3+2z2

- /dz_ /3+z

= 2z—-6In]3+z2/+C

d’ou :

D’ou
Is =22+ x—6In |3 +v2+ :v| + C ou C est une constante réelle.

e Exercice 2.7: Calculer 17—/ du
V—1?+1+6
Solution :
T
hoe [t
—r°4+x+4+6
B / dzx
1\ 1

e

1 2
x — 2), soit cos(t)dt = gda:, d’ou dx = gcos(t)dt

Posons : sin(t) =

(S )
7 N

On obtient alors :

L o= g/ cos
5 \/— sin? —|—1
B cos(t)dt
|cos(t)]
= t+C

D’ou

2 — 1
I7arcsin( x

> + C ou C est une constante réelle.
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4 3
—x—z—1
e Exercice 2.8: Calculer Is = / %dm
3 —z
Solution : Soit : P(x) =2 — 23 — 2 — 1 et Q(z) = 23 — 22.

Le degré de P(z) et supérieur au degré de Q(x), on peut donc effectuer une division de P par ) suivant
les puissances décroissantes, soit :

x4—x3—x—1_ x+1

23 _ 32 23 _ 2

[y gy |
/—x3—x2 dxr

r+1

= /:cd /.1‘3—.Z‘2

1, z+1
= 3 [

~—_——
J

Is

On intégre J en faisant une décomposition en éléments simples :

rz+1 rz+1 A B C

x3fx2_x2(x71)_x2 x+x71

en réduisant au méme dénominateur, on obtient :

Alx—1)+ Br(z - 1)+ Cz*) =z +1

Soit :
B+C=0 A=-1
A-B=1 = B=-2
—_A=1 CcC=2
d’ou : +1
T
J = /:c3fx2
/ / + /m—l
1
= ;—21n|x|+21n|x—1|+0
d’ou : 1
Iy = i2°—=+2nz|-2In|z-1/+C
T
1
x r—1

1
Igiél’Q*;ﬁ*an

1 ’ + C ou C est une constante réelle.

2
e Exercice 2.9: Calculer Iy = / 4x7d:£
a

g

Solution : Factorisons Iexpression a* — 4 :

ot —zt = (o — 2 (® + 2%) = (a — z)(a + z)(a® + 2?)
2
On décompose ensuite la fraction ———— en éléments simples :
at —z
o x? A N B Cz+ D

at -2t (a—z)(at+z)(a?+22) a-—-2 atx ot
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Une réduction au méme dénominateur donne :

Ala+2)(a? +22) + B(a — z)(a® + 2?) + (Cx + D)(a® — 2?) = 2?

23(A— B —C)+2*(@A +aB — D)+ z(a®?A — Ba® + Ca®) + o*(A + B) + Da? = 2*

Soit : . )
D=—= D=—=
2 2
A-B-C=0 1 1
aA+aB-D=1 N 20114:5 N AZE
a?(A-B+C)=0 1 1
= A+ B=— =
a(A+B)+ D=0 + 20 1o
A-B+C=0 C=0
d’ou
211 11 11
at -zt daa—z  daa+zx 202+ a2
On peut alors calculer Iy :
1 1 1 1 1 1
Iy = — dr + — — | =———=d
? da | a—=x x+4a a—i—xz /2a2+x2x
1 1 1
= ——ln|a—x\+ﬁa+x—%arctan(g)—i—C
1 a+x 1 z
= 71 —_ P
F ol o Bl arctan(a)—i—C
1 1
Ig=—1In ot ——arctan(f)—i—CoflCest une constante réelle.
da a—z 2« o

dx
1+ sin(z) — cos(z)

e Exercice 2.10: Calculer I = /

Solution : On doit intégrer une fraction rationnelle en sin et cos. On effectue le changement de

variable : t = tan(g)
1
dt = 3 [1 —|—tan2(§)} dx soit : dz =

et
1—¢2

N
2%
1+ ¢2

cos(z)

sin(z) =

110 devient :

[ / dx
0 1+ sin(z) — cos(z)

142

dt

- / 2dt
N 2 1—¢2

1+¢2)(1 -
(1+ )<+1+t2 1+12
_ 2/ dt

2t(1+1)

On décompose la fraction rationnelle en éléments simples :

dt dt dt

tA+t)  t 1+t

)
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D’ou :
[ /ﬂ dt
0 t 1+t
= Injt|—In|l+¢+C
t
= In|—|+C
b +t‘ *
T
tan (7)
Iip=1In 2 + C ou C est une constante réelle.

T
1t<f)
—|—an2

Ler —q
o Exercice 2.11: Calculer I1; = /
0

1+e®

dx

Solution : Posons : u = €. On a alors :

du =¢e"dx dz = d—u
U

Les valeurs aux bornes deviennent : pour = 0,u(0) = 1 et pour =1, u(1) = e. D’ou :
1
e’ —1
L, = d
11 /0 1t en €z

c u—1
= /1u<1+u>d“

On décompose la fraction rationnelle en éléments simples :

u—1 1 2

u(l 4 u) :_E—i_l—i—u
d’oi : ¢ g ¢ g
u u
L, = - 74_2/
1 u 1 u+1

— [Infuf)] + 2 [In |u + 1{]]

1
D’oﬁ:[11:21n< ;e) —1

w3

d
o Exercice 2.12: Calculer I3 = / 796
o 2+sin(x)

Solution : On doit intégrer une fraction rationnelle en sin . On effectue le changement de variable :

x
t = tan(—-
an(2)

dt 1[1+t 2(”“")}d it : d dt

== an(=)|dz soit : dv = ——

2 2 1+ ¢2

et o
sin(z) = T
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Les valeurs aux bornes deviennent : pour x = 0, t(0) = 0 et pour x = 5, t = 1.

On pose :

Les valeurs aux bornes deviennent : pour t =0, u = — et pour t = 1, u = /3 Dot :

d’ou 112 = % (

4
o Exercice 2.13: Calculer 113 = /
3 Va?

Solution :

Posons :

™

3

™

6

)- 55

112

™

V3

I3

I

/g dx
o 2+sin(z)

! 2dt
2t
1+82) 2+ ——
(1+ )( +1+t2>

/1 dt
o 2+t+1

S—

V3

V3 2 du
e
+ V3 (ur+1)

2
= 7 [arctan(u)n//g\/g
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dt = 2dx

Les valeurs aux bornes deviennent : pour z =3,t =3 et pourx =4,t =5
D’on .
° dt
hs = o012 —1
3 2/t —1
= [mft+vE—1];

I (326
1 3422

0 xZ + 1
e Exercice 2.14: Calculer I14 = / dx
L@ re D@1
22+ 1
(2+z+1)(z—1)

Solution : On décompose ensuite la fraction en éléments simples :

2241 A Bx+C

(24 z+1)(z—1) x—1+x2+x—|—1

Une réduction au méme dénominateur donne :
A@* + 24+ 1)+ Bz +C)(z—1) =2+ 1

*(A+B)+2(A-B+C)+A-C=2"+1

Soit : )
A=—
3
A+B=1 1
A-B+C=0 = B=§
A-C=1 1
C=—=
3
d’ou
2 +1 2 rz—1

@Hr+)@—1 3@-1) 3@+z1D)
On peut alors calculer 14 :

0 2
¢ +1
I = dx
H L (x> +z+1)(z—1)

Ay g S
= 5 ax PN E—— 1
1 3(z—-1) 1 3(x2+241)
_/0 2 dx+1/° 2z — 2
)3z —1) 2 ) 132 +2+1)

o 2 1 (% 22+1 1[0 dz
_13(x—1) 6/ 1 (x24+2+1) 2 ) 1 (@2+2x+1)

1
d
Le calcul de / M 4 6té fait dans le calcul de Iintégrale I15. Avec le changement de variable :
—1 (332 + X + 1)
2 1
t=——(z+ =
VAR
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1 1
. Les valeurs aux bornes sont pour ¢ = —1,t = ———= et pour x =0, t = —. D’ou :

V3 V3

2 0 1 9 0 1 2 1/V3
Ly = §[1n|x—1|}_1+6[ln|m +m+1|]_1—2<\/§[arctan]1/\/§
2 17
= —Zme) - T

1 T
—5(21n(2) + ﬁ)

Iy = —% (2 In(2) + \/§>

1 dz

e Exercice 2.15: Calculer I5 :/ —_—

0 (a®+22)=

Solution :
1
d
Ii; = / 1: —dz
0 2

[ (1+(2))]
T
Posons : ¢t = g.On a alors :

dt:d—x dr = adt
a

1
Les valeurs aux bornes deviennent : pour = 0, t(0) =0 et pour z = 1, ¢(1) = —.

a
1
dx
Il5 = / 3
0 2

Posons :
sh(u) =t
ch(u)du = dt
Les valeurs aux bornes deviennent : pour t = 0, u = 0 et pour t = 1, u(1) = Argsh (%) On obtient

a )
alors :

1 [Aresh(3) ch(u)du
L = — —
“Jo [ch?(u)]?

1 [Aresh(3) ch(u)du

a? J, ch3(u)

a?

B 1 Argsh(%) du
a 7/0 ch?(u)

D’ou : L ) L )
Argsh( =
ho = g fhuly ™) = 2L
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Cette expression est équivalente & :

_ [z 2 271/2]1fi 1
[157[a2(a +2) o a®va2+1

e Exercice 2.16:
Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2. Pour tout entier naturel k < n, on pose :

1
Ik n =/ Crak(1 — )" *de
0

A Vaide d’une intégration par parties, comparer Iy, », et Ijyi1 5.
En déduire Iy, ,, en fonction de n.

Solution : On intégre par parties en posant :

u=(1—z)"Fk ; dv=akdx
du=—(n—k)(1—z)"Fldx ; v= %_H:Ek*l

1 1 I
I =Ck [(1 — m)”_kxk“‘l} + Cﬁ/ mxkﬂ(n CR)(1 - 2)"
0 0

k+1
Or: .
w — Crlj+1
k+1
et
1 k, k41 '
— (1 —a)" =
{k O ]O 0
d’ou :
(n —k)CF /1 1 i
I n = A /7N + 1— )" de =T N
k, k_|_1 o T ( 'T) X k+1,
On peut en déduire I, ,, en fonction de n. En effet
Ik,n = Ik-i—l,n = Ik-{-l,n == In,n
et
1 1
Inn :/ Cra™(1—z)" "dx :/ x"dx
0 0
d’ou :

e } ! 1

I’I’L:I n = —_— =
k, k1, [n—i—l o N+l

e Exercice 2.17:
/3 dx
Ji = e
0 m
1
Solution : Soit a € [0,3]. 2 — ——
[0,3] g

Calculer, si cela est possible :

est continue et donc intégrable sur [0, af.

d
On pose : u = g soit, du = %

. e
Les valeurs aux bornes deviennent : pour z =0, u =0 et pour x = o, u = 3

Jl(Oz) =

a3 3du
/0 V9 — (3u)?

a3 gy
/0 V1—u?
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D’ou :
Ji(a) = [arcsin(u)]g/?’ = arcsin(%)
et o -
ili% arcsin(g) =3
J = g L’intégrale J; est convergente.
x/2

cos(z)dx

0o 4/1—sin(z)

e Exercice 2.18: Calculer, si cela est possible : Jo =

Solution :

Soit o € [0, E[. x cos(x)da

v/1 —sin(z)

est continue et donc intégrable sur [0, «[.

\V]

* d(sin(z))

J2 o) = —
() 0o +/1—sin(z)
D’ou :
Jo(a) = =2 {\/1 - sin(m)}o = —2¢/1 —sin(a) + 2
et

lin%T Ja(a) =2

oa— —

Donc Jy est convergente et Jo = 2
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