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Chapitre 3

Equations Différentielles

Ce document s’intéresse a la solution des équations différentielles du premier et second ordre. Nous
débuterons en donnant la définition générale d’une équation différentielle d’ordre n. Puis, nous étudierons
plus particuliérement les solutions des équations du premier ordre, puis celle du second ordre. Pour chaque
cas présenté un exemple illustratif est donné et résolu.

3.1 Définition générale

On appelle équation différentielle d’ordre n, n € N,une équation de la forme :

n

k
> ai() T2 (@) = bla)

k=0

avec :
y la fonction cherchée

b(x) est appelé second membre de 1'équation
ax(x) des fonctions de z et a, # 0.

Si les fonctions ax sont des constantes, alors on dit que I’équation différentielle est a coefficients
constants.

On rappelle que
d%
w(x) =Y
Dans la suite, on notera
e y'(x) la dérivée premiére de y par rapport a x
e y? ou y” la dérivée seconde de y par rapport a x.
e y(™ la dérivée n'®™e de y par rapport a x
L’équation différentielle sera dite homogéne si et seulement si b(x) = 0.
L’équation différentielle sera dite normalisée si et seulement si a,(z) = 1.

La résolution de I’équation homogéne suppose la détermination de n solutions indépendantes y1, ya, . . ., Yn

formant une base du sous-espace vectoriel des solutions. Ainsi, il faudra déterminer autant de solutions
que l'ordre de I’équation, la solution générale étant une combinaison linéaire de ces solutions, soit :

y(x) =D ar(z)yp(z)
k=0

La solution des équations peut étre explicite, dans ce cas on obtient une relation du type y = g(x) ou
x = h(y) mais elle peut étre implicite et conduire & une relation du type F(x,y) = 0.
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6 Equations Différentielles

3.2 Equations différentielles du ler ordre
3.2.1 EQUATIONS A VARIABLES SEPARABLES

Une équation différentielle est dite & variables séparables si on peut 1’écrire sous la forme :

p(r)dz = Y(y)dy

On intégre alors chacun des cotés en considérant les variables indépendantes :

[tz = [vway+c

ou C est une constante réelle.

e Exemple 3.1: Résoudre I'équation (EI) :

z+yy =0 (E1)
;. ay
avec y' = ==
dx
(EI) peut s’écrire sous la forme :
dy
r+y-— =0
Y
On peut séparer les variables en écrivant I’équation sous la forme :
ydy = —xdx
puis intégrer :
/ ydy = — / rdx
soit
L, L o
T2 _ K
2y 2:5 +

ot K est une constante réelle d’o la solution de (EI) :
1‘2 4 y2 =C
ol C est une constante réelle

3.2.2 EQUATION DIFFERENTIELLE LINEAIRE A COEFFICIENTS CONSTANTS

On cherche les solutions aux équations du type :

w2 (&) + aoy(z) = b(a)

ou ap et aj sont des constantes réelles et a; # 0.
Nous débuterons par 1’étude des équations homogenes (i.e. avec un second membre nul). Puis en utilisant
les résultats, nous verrons comment résoudre les équations avec second membre.

3.2.2.1 Equation homogéne

Soit ’équation & résoudre :

dy
a1—(x apy(z) =0
V@) + any()
ou ap et aj sont des constantes réelles et a; # 0.
Supposons que y(z) # 0, Va alors, nous pouvons écrire :

y’(x)+@:0 o y/(x):_@

y(x) @ yle)  w
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3.2 Equations différentielles du ler ordre 7

Intégrons par rapport a . La primitive du membre de gauche est : In |y(x)| + A, donc nous obtenons :
a
Inly(z)| = -z + B
ay

ou B est une constante réelle qui tient compte des constantes d’intégration des deux membres. Prenons
I’exponentielle de la relation précédente, on obtient :

[y(w)] = et
Or e®t8 = e, d’ou :
[y(@)| = ePe s

eP est une constante réelle positive. Soit K cette constante. On a alors :

20 4

y(x) = £Ke =

L’expression K représente une constante positive ou négative, notons C' cette constante réelle. On a
alors :

Nous obtenons donc une famille de fonctions. La constante C' pourra étre calculée pour répondre & un
cas précis a partir, par exemple,d’une condition particuliére du type : y(xz1) = D.

e Exemple 3.2: Résoudre I’équation (E2) :

y'(x) +y(x) =0 (E2)
1. en prenant la condition y(0) =1
2. en prenant la condition y(2) = %

Solution : Partons de ’équation différentielle :

y'(x) +y(x) =0

en supposant que y(x) # 0, Va, nous pouvons diviser cette équation par y(x), soit :

!
v@ g
y(z)
soit : /
y@ _
y()
soit :
y(z)| = e 4
soit :
y(z) =Ce™™"

La constante C' dépend de la condition initiale :

1. pour y(0) =1, on obtient C' =1, soit y(x) = e~
3 3 3
2. pour y(2) = 50 on obtient C' = 562, soit y(z) = 562_9”
3.2.3 EQUATION AVEC SECOND MEMBRE

L’équation différentielle du premier ordre & coefficients constants avec second membre s’écrit :

1 % (z) + agy() = b(a)

ou ap et aj sont des constantes réelles et a; # 0.

La méthode de résolution se décompose en deux points :
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8 Equations Différentielles

1. on résoud I'équation homogéne : la solution générale est de la forme :
a9

y(x)=Ce =", a3 #0,C €R

2. On considére que la constante C' dépend de x (d’ont le nom de la méthode : méthode de la
varaition de la constante), soit :

Appliquons cette méthode sur le cas général. Puisque 1’équation différentielle fait intervenir la dérivée
premiére, prenons la dérivée de ’expression précédente :

_ag a _ag

y(a) = C'(@)e” " — 20()ew”

ay

En injectant cette expression dans ’équation différentielle & résoudre, nous obtenons :

ar (c'@c)ei‘i“ﬂ - %C(x)eiﬁw> + ag (c<x)e*3*?$) = b()
ay
soit : v
a;C’(x)e” a1 " = b(x)
soit : bx)
Cl — T %I
(@) =",

En intégrant, on obtient :

C(x) :/@e%tdtﬁ-D

ay

Si on peut calculer explicitement cette intégrale, on en déduit la forme générale de la solution :

y(z) = (/ ?e%tdt + D) e a?
1

La valeur de D est obtenue a partir d’'une condition aux limites.

e Exemple 3.3: Résoudre I’équation (EJ) :
y'(@) +yl) =1 (E3)

avec la condition initiale y(0) = 2
L’équation homogéne associée est :

y'(z)+ylx)=0
Sa solution a été déterminée dans ’exemple précédent, nous avons donc :
y(z) = Be™™

—T

Supposons a present que B dépend de la variable 2. On a alors :y(z) = B(x)e

En injectant ces expressions dans I’équation différentielle, nous obtenons :
B'(z)e " — B(z)e * + B(z)e " =1

Soit :
B'(z)e =1 = B'(z)=¢"

/ etdt

Une primitive particuliére de e® peut s’écrire :
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3.2 Equations différentielles du ler ordre 9

/etdt =e”

B(z)=e"+C

Un calcul simple donne :

d’ou

L’expression générale de la solution de ’équation différentielle est donc :
ylx) ="+ Cle* =1+ Ce™ "
La constante C' peut étre calculée a partir de la condition initiale y(0) = 2. On obtient alors :
y(0)=1+Ce"=1+C

d’ou C' = 1. La solution est donc :
ylx) =1+e™

3.2.4 EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES A COEFFICIENTS NON CONSTANTS
On considére ici les équations du type
A(@)y' + B(z)y = f (@)
ot A(z), B(z) et f(x) sont des fonctions de la variable réelle x. La procédure d’intégration est semblable

a celle suivie pour résoudre une équation différentielle linéaire & coefficients constants et se déroule donc
en 2 étapes :

1. intégration sans second membre : A(x)y] + B(z)y1 =0

On résoud I'équation différentielle a variables séparables :

dy, __ B(x) dz
Y1 Az)
on obtient alors une solution du type
Y1 = Cet@

B
ot u(x) = — / Iggg)c)lx et C est une constante réelle.
x

2. intégration de I’équation compléte : méthode de la variation de la constante

On recherche une solution particuliére de 1’équation avec second membre de la forme :
y2 = C(a)e"™

On considére donc maintenant C comme une fonction de x (et non plus comme une constante) et
on cherche a déterminer C(x) telle que :

Yo = C(x)e“(‘”)

soit solution de I’équation différentielle avec le second membre.

3. solution de 1’équation compléte
Sachant que si y; () est une solution de 1’équation sans 24 membre et y(z) une solution particuliére
de 'équation complete alors y(z) = yi(x) + y2(z) est solution de I'équation compléte, la solution
de I’équation avec second membre s’écrit :

y=e" (K +C(x))

ou K est une constante réelle.
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10 Equations Différentielles

e Exemple 3.4: Déterminer I'ensemble des solutions de 1'équation différentielle (E4) :

2x

my =1 (E4)

Y+

2
Ici A(x) =1, B(z) = ﬁ et flz) =1
1. Résolution de ’équation homogéne(sans second membre)

On cherche dans un premier temps la fonction y; (z) telle que :

2x
/
" =0
YTy
soit p 5
Y1 T
L =0
dx + (1+ x2)y1
Cette équation peut s’écrire :
dyr 2xdr
v (1+22)

On peut effectuer une intégration & variables séparées. D’otu :
Injy| = —In(1+2?%) + K
K, constante réelle, peut s’écrire K = In(C)ou C est une constante réelle, d’ou
In |y | = —In(1 + 2?) + In(C)
or In(a) — In(b) = ln(%) d’ou :

In|y;| =1n

1+ 22

n(z) = 152 est solution de ’équation sans second membre
x

2. Recherche d’une solution particuliére de 1’équation
_ Cx)
S 1422

On cherche une solution particuliére de la forme yo ()

o C'(x) 2xC(x)
yh s’écrit alors : yh = T2 (1122
L’équation a résoudre devient :
C'(x) 22C(x) 2z C(z)

— =1
1122 (1+222 (1422 1+

d’out
C'(z) =1+ 2?

soit
23
Clz) =2+ 3 + K

ot K est une constante réelle. Dans la mesure ot I’on recherche une solution particuliére, on peut
poser K = 0. Une solution particuliére de I’équation différentielle est donc :

(@) 3z + 23
r)=——
b2 3(1 + 22)
La solution générale de ’équation s’écrit y = y; + yo soit :

_Bz+a+C
o 3(1422)

oul C' est une constante réelle.
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3.2 Equations différentielles du ler ordre 11

e Exemple 3.5: Déterminer I'ensemble des solutions de 1'équation différentielle (E5]) :

x
2 -1

zy —y= (E5)

x
x? -1
1. Résolution de I’équation homogéne(sans second membre)

Ici A(z) =z, B(z) =1et f(z) =

On cherche dans un premier temps la fonction y;(x) telle que :

zyy —y1 =0
soit i
Y1
r——y1 =0
dx n
Cette équation peut s’écrire :
dy;  dw
Y1 T

On peut effectuer une intégration & variables séparées. D’ou :
In|y1| =In(z) + K
K, constante réelle, peut s’écrire K = In(C)ou C est une constante réelle, d’ou
In |y1| = In(z) 4+ In(C)

or In(a) + In(b) = In(ab) d’ou :
In |yi| = In(zC)
y1(z) = C.x est solution de I’équation sans second membre

2. Recherche d’une solution particuliére de I’équation

On cherche une solution particuliére de la forme yo(z) = 2C(x).
yh s'écrit alors : yh = xC'(z) + C'(2)
L’équation a résoudre devient :

220’ (2) + O(@)] —2C(2) = —

d’ou
1
z(x? —1)

Cette intégrale se calcule en décomposant la fraction rationnelle

C'(z) =

soit

dx 1 ts simpl
———— en éléments simples
z(x? —1) PIes,
soit :

de 1. 11
r(z2—-1) =z 2@x-1) 2(x+1)

C(w>=/<—i) dx_l_/?(:cdx 1) +/2(xdi 1)

1 1
C(x):—1n|x\+§ln|m—1\+§ln|x+1|+K

On obtient alors :

soit :

ou K est une constante réelle. Cette fonction peut s’écrire :

1
C(x):—ln\m|+§1n‘x2—1‘+l(
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12 Equations Différentielles

Pour une solution particuliére, on peut prendre K=0.
Une solution particuliére de I’équation différentielle [E5] est donc :

1
yao(z) =T [—ln|x| + §In|x2 — 1’ —|—K}
La solution générale de I'équation s’écrit y = y1 + yo soit :
1 2
y==x —ln|x\+§ln|:c — 1|+ K|+ Xz
ol A est une constante réelle

3.2.5 EQUATIONS DIFFERENTIELLES HOMOGENES EN X ET Y

On appelle équations différentielles homogénes en x et y les équations différentielles qui peuvent se
mettre sous la forme :
r Yy
y = ()
X

Dans ce cas, on pose : y = u(z).z et on cherche a déterminer la fonction u(x) qui vérifie :

Wt ula) = pl(u)

Cette équation différentielle est une équation différentielle & variables séparables (voir B21] page [G).

e Exemple 3.6: Déterminer la forme générale de la solution de I’équation (E) :
2y —2y+z2=0 (E6)

L’équation (E3) peut s’écrire :
y =27 1
T

On pose y = z.u(x) soit ¢y = u(x) + zu'(x)
et (E3) s’écrit alors :

d
ﬁx +u(z) = 2u(x) — 1
soit :
du B dj
u(z) -1  x
d’ou
Injlu—1]=n|z|+ K
soit
u(z) —1=Cx
oul C est une constante réelle.
On obtient alors :
y=Cz’+x

oul C est une constante réelle
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3.3 Equations différentielles du second ordre 13

3.3 Equations différentielles du second ordre
3.3.1 EQUATIONS DU 2"P ORDRE SE RAMENANT AU 1°® ORDRE

La résolution de certaines équations différentielles du 2°4 ordre peut, par un changement de fonction
ou de variable simple, se ramener & la résolution successive de deux équations différentielles du 1¢* ordre.

3.3.1.1 Equations du type : F(x,y’,y”’)=0

Si y n’intervient pas explicitement dans I’équation différentielle, on pose :
2=y
On obtient alors équation du 1°* ordre en z :
F(x,2,2")=0

que l'on résoud suivant les principes énoncés précédemment. Il faut ensuite intégrer z(x) pour déterminer y.

e Exemple 3.7: Résoudre I'équation différentielle du second ordre([ET)

1
y' =V 1+y? (E7)
a
y n’intervient pas explicitement dans ([ET) , on pose :
y'(z) = 2(x)

soit

(E4) devient :
2 = 1 V1422
a

On est en présence d’une équation différentielle a variables séparables :
dz 1
—— = —dx
Vi+22  a

/ dz / 1 J

= — | Zdx

V14 22 a

L’intégrale I s’obtient en posant z = sht soit dz = chitdt

I—/ dz B chtdt [ chidt —/dt—t+C
V1422 V14 sh?t |cht|

ou C est une constante réelle. d’ou :

Posons I =

f dz
V1422

1
Aresh(z) = —x + K
a
oul K est une constante réelle
soit :

z(x) = sh(éx + K)

Pour déterminer y(z), il faut intégrer z(z) par rapport a x :
1

La solution de (E7)) est donc :
y(z) = ach (E —|—K) +A
a

ou K et X sont deux constantes réelles.
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14 Equations Différentielles

3.3.1.2 Equationsdutype:F (y,y ,y’) =0
Si x n’intervient pas explicitement dans I’équation différentielle, on pose :

2(y) =y
On a alors :
e _ddy __d
dr  dydx dy
L’équation différentielle F(y,y’,y"”) = 0 devient :

dz
Fyaylazi =0
vv'25)

équation différentielle du 1" ordre de la variable y. On détermine donc z(y) puis on résoud ’équation
d
différentielle du 1°* ordre : d—y = 2(y)
x
e Exemple 3.8: Résoudre I'équation différentielle du second ordre((ES)
1492 =yy" (E8)

x n’intervient pas explicitement dans (ES) , on pose :

soit
y_de_dzdy _ ds
Cdx  dydx  Cdy

(ER) devient :

dz
1422 =yz—
+z yzdy
soit, :
/ zdz _/dy
1+22 ) y
d’out

1
S|+ 2% =Infy| + A
ol A est une constante réelle. soit :
14 2% = C?y?

ou C est une constante réelle.
soit
z=4+/C%y?2 -1

Pour déterminer y(z), il faut encore intégrer : y' = +/C?y? — 1 Soit :
dy

VO

En effectuant le changement de variable C.y = cht , on intégre facilement le membre de gauche, ce
qui conduit & :

= +dz

y = éch (£C(z + K))

o K et C sont des constantes réelles.
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3.3 Equations différentielles du second ordre 15

3.3.1.3 Equations du type : F ( x, y , ¥’ , ¥’ ) = 0 homogéne en y,y’,y”
Si F(z,y,y',y"”) = 0 est homogene en y,y’,y”, on peut la mettre sous la forme :
/ 1
Gz, 2, ) =0
Yy y

/
Y L
et 'on prend = comme nouvelle fonction inconnue. On a :

Y
plr)=—
(z) y
et " /2
Y Y
dp(r) = — — =
(2) ;7
I1 faut donc résoudre p
P
G 2r5)=0
("L‘?p’p + dx)

équation différentielle du 1" ordre. Apres avoir déterminé p(z), il suffit de résoudre I’équation du 1°*
ordre :

3.3.2 EQUATIONS LINEAIRES HOMOGENES A COEFFICIENTS CONSTANTS

On cherche ici & déterminer la solution des équations différentielles du type :
ay’ +by +cy=0

ou a,b et ¢ sont des constantes et a # 0.
On cherche une solution du type :
y — e’l‘flj
Le développement de I'équation différentielles avec cett fonction y, conduit & I’équation caractéris-

tique :
ar’ +br+¢=0

Suivant le signe du discriminant (A = b — 4ac ) les solutions sont :
e A >0 :on a deux racines réelles : r; et ro

y = Cre"? + Cre™”
e A < 0:on adeux racines imaginaires conjuguées : 11 = a + f3j et 1o = o — (5
y = Cre"?® + Cqe™® = e [Acos(fz) + Bsin(fx)]
e A =0 : on a une racine réelle double : r
y=¢e""(Ciz + Cy)

Dans tous les cas, les constantes Cy et (s seront fixées par les conditions initiales.

e Exemple 3.9: Résoudre I'équation différentielle du second ordre([E9)
y'(x) +y(x) =0 (E9)

avec les conditions :

{ y(0) =1
y'(0)=0

I’équation caractéristique associée a cette équation est :

24+1=0

Maths Rappels



16 Equations Différentielles

Le discriminant (A = —4 = (25)?) est négatif et cette équation admet deux racines complexes :rq = j et
ro = —j. La solution de I’équation est donc :

y(x) = Ae?” + Be™I*
qui peut s’écrire sous la forme :
y(x) = C cos(x) + Dsin(x)

On détermine les constantes réelles C' et D grace aux conditions aux limites. Pour cela il faut calculer la
dérivée de y, soit :
y'(x) = —C'sin(z) + D cos(z)

Soit :

La solution recherchée est donc :y(x) = cos(z)

e Exemple 3.10: Résoudre 1'équation différentielle du second ordre(ETQ)
y" () —y(z) =0 (E10)
{ y(0) =0
y'(0) =1
I’équation caractéristique associée a cette équation est :
r?—1=0

Le discriminant (A = 4) est positif et cette équation admet deux racines réelles : 11 = 1 et 7 = —1. La
solution de 1’équation est donc :

y(x) = Ae” + Be™®
On détermine les constantes réelles A et B grace aux conditions aux limites. Pour cela il faut calculer la
dérivée de y, soit :

y'(z) = Ae® — Be ™™

Soit :
y(0)=A+B=0
y(0)=A-B=1
d’out )
A4=3
__!
S22
La solution recherchée est donc : 1
W) = (e =)
e Exemple 3.11: Résoudre I'équation différentielle du second ordre(ETT)
y" () +2y'(x) +y(z) =0 (E11)

avec les conditions :
{ y(0) =1
y(1)=0
I’équation caractéristique associée a cette équation est :

24+22r+1=0

Le discriminant (A = 0) est nul et cette équation admet une racines double : » = —1 . La solution de
I’équation est donc :
y(z) = (Az + B)e™*

On détermine les constantes réelles A et B grace aux conditions aux limites. Soit :

(0)=B=1 A=—-1
{ z(l):(/H—B)e‘l:O ;‘{ B=1

y(z) = (1 —x)e™®
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3.3 Equations différentielles du second ordre 17

3.3.3 EQUATIONS LINEAIRES A COEFFICIENTS CONSTANTS AVEC SECOND MEMBRE

On cherche ici & déterminer la solution des équations différentielles du type :

ay"” () + by’ (x) + ey(x) = f(=)

ou a, b et ¢ sont des constantes, et a # 0.
La méthode de résolution se décompose en deux points :

1. On résoud I'équation homogeéne. On obtient la solution générale : y;
2. On recherche une solution particuliére de I’équation avec second membre : yo

La solution générale de I’équation est alors :

y(x) = y1(x) + ya(7)

Nous présentons ci-aprés la forme des solutions particuliéres pour quelques cas particuliers de fonctions
f(x). Nous précisons deux régles qui permettent de trouver les solutions particuliéres dans quelques cas
supplémentaires.

Reégle 1 : Siléquation caractéristique posséde une racine d’ordre p et si le second membre f(z) contient
un terme du type z*u(x) ott u(x) est une des fonctions génératrices de la solution de 1’équation
sans second membre issue de cette racine, alors une solution particuliére yo(z) sera une combinaison
linéaire de 2**Pu(z) et de ses dérivées linéairement indépendantes.

Reégle 2 : si f(z) est combinaison linéaire des cas particuliers présentés ci-aprés, la solution particuliére
recherchée est une combinaison linéaire des solutions particuliéres proposées pour chacun des cas.

3.3.3.1 cas particuliers : f(x) est polyndome de degré n

Si f(x) est un polynome de degré n et ¢ # 0 et b # 0, on peut montrer qu’une solution particuliére
est un polyndéme de méme degré.
Si f(x) est un polynéome de degré n et si ¢ = 0 et b # 0 alors y(x) sera un polynome de degré n + 1. 11
suffit d’identifier les coefficients du polyndéme en calculant y’ et y” et en les introduisant dans 1’équation
différentielle.

e Exemple 3.12: Résoudre I'équation différentielle du second ordre(EI2)
y" — 5y’ +6y =3 (E12)
1. recherche de la solution de ’équation homogéne : y” -5y’ + 6y = 0
L’équation caractéristique obtenue en recherchant une solution du type y(x) = €" est :
2 —5r+6=0

Cette équation du second ordre admet deux solutions réelles : 1 = 3 et r5 = 2 La solution de
I'équation (EI2]) sans second membre est donc :

y1 = Ae** + Be®
ol A et B sont des constantes réelles.

2. Détermination d’une solution particuliére de I’équation ([E12])

Le second membre est un polyndéme d’ordre 1. On recherche comme solution particuliére un poly-
nome de méme ordre soit yo(z) = Cz + D

Yp(z) = C

et
Yy () =0
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L’équation (EI2) appliquée & y» conduit & 1’égalité valable quelque soit x :

—5C+6(C.x+ D) =3z

d’ou : )
{ 6C =3 _ “=3
—5C' + 6D 0
D=
12
Une solution particuliere de (EI2)) est donc :
15
PR

1 b)
La solution générale de 1’équation ([EI2) peut donc s’écrire : y = Ae?* + Be3® + 22+ 13 ou A et B sont
des constantes réelles.

3.3.3.2 cas particuliers : f = Ke®”

e si « n’est pas solution de I’équation caractéristique, on recherche une intégrale particuliére du type
Yo = Ae*®

e si a est racine d’ordre p de ’équation caractéristique on cherche yo tel que yo = P(2)e®® ou P(x)
est un polynome de degré p

e Exemple 3.13: Résoudre 1'équation différentielle du second ordre(ET3])
Yy — 3y + 2y =e” (E13)
avec les conditions initiales
y(0)=1 et y'(0)=0
Solution :
Nous devons d’abord chercher la solution de ’équation homogéne, soit :
y@ — 3y +2y=0
L’équation caractéristique s’écrit :
r?—3r4+2=0

Elle a pour racine r; = 1 et ro = 2. La forme générale des solutions est donc :

y1(x) = Ae” + Be**

ou A et B sont des constantes réelles.
Il faut maintenant déterminer une solution particuliére. e* étant une des fonctions génératrices de yy,
la solution particuliére recherchée est du type : ya(z) = P(z)e® o P(x) est un polynéme de degré 1,
soit :
ya(x) = (cx + d)e”
Dans ce cas :
yy = (cx + d)e” + ce”

yh = (cx +d+c)e” + ce® = (cx + d + 2¢)e”

En injectant ces relations dans I’équation différentielle, nous obtenons :

y3? — 3y + 2y T(cx +d+2¢) —3(cx +d+c) + 2(cx + d)]

e’ (—c)

On a donc :
—ce® =e
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soit
c=—1
d’ou :
ya2(z) = e (—x + d)

Dans la mesure ot nous recherchons une solution particuliére, on prend la fonction y, pour laquelle d = 0,
soit :
y2(z) = €*(—x)

La solution de I’équation est donc :

y(x) = Ae” 4+ Be*® + e®(—x)

soit :
y(z) = (A —2)e” + Be*®

Les constantes A et B sont déterminées & partir des conditions aux limites. I faut pour cela calculer
la dérivée de y :
Y (z) = (A —x—1)e® +2Be*

Le systéme & résoudre est :

y(0)=A+B=1 A=1-B A=t
J(0)=A—-1+2B=0 1-B-14+2B=0 B=0
La solution recherchée est donc : y(x) = (1 — z)e”
e Exemple 3.14: Résoudre (EI4)
Y+ 4y + 4y = 42% + 6¢” (E14)

1. recherche de la solution de I’équation homgene associée a (EI4) :y) + 4y) +4y1 =0

L’équation caractéristique obtenue en recherchant une solution du type y;(x) = €" est :
4+ dr4+4=0

Cette équation du second ordre admet une racine double : 7 = —2
La solution de I'équation (EI4) sans second membre est donc :

Yy = 67290 (Cll' + CQ)

ou C; et Cy sont des constantes réelles.

2. Détermination d’une solution particuliére de I’équation ([EI4)
Le second membre est une combinaison linéaire d’un polynéme d’ordre 2 et d’une fonction expo-
nentielle. On recherche comme solution particuliére du type :

y2(2) = (A2® + Bz + C) + De”

On a
yo(z) = 2Ax + B + De”

et
vy () = 2A + De”

L’équation (EI4) appliquée & yo conduit a 1’égalité valable quelque soit x :

2A + De® + 4.(2Ax + B + De”) + 4(Az* + Bz + C) + De® = 4a” + 6¢”

soit
4A2% + (8A+4B)x + (2A + 4B + 4C) + 9De” = 42* + 6e”
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d’ou :
A=1
S8A+4B = 0 3
QA+4B+4C = 0 =5
9D - 6 7%
3

La solution particuliére recherchée est donc :

3 2
y2:x2—2x+§+§ew

La solution générale de I’équation (EI4]) est donc :

3 2
y:e_QI(Clx—f—Cg)-l-fEQ—2x+§+§6$

ou (7 et Cy sont des constantes réelles.

3.3.3.3 cas particuliers : f = e** x P(z)

[ =e* % P(x) ot P(x) est un polynoéme de degré p.

on cherche une solution du type z = ** x Q(z) ot Q(x) est un polynome de degré ¢. Le degré du
polynome Q(z) dépend de «.

e si a n’est pas racine de I’équation caractéristique alors ¢ = p

e si « est racine simple de I’équation caractéristique alors ¢ =p + 1

e si « est racine double de I'équation caractéristique alors ¢ = p + 2

e Exemple 3.15: Résoudre (EIH)
y" + 4y + 4y = 3ze 2 (E15)

1. recherche de la solution de I'équation homgene associée a (EID) :y) + 4y} + 4y =0

L’équation caractéristique obtenue en recherchant une solution du type y(z) = e(r?) est
r?+4r+4=0

Cette équation du second ordre admet une racine double : r = -2
La solution de I'équation (EIF) sans second membre est donc :

Y1 = 6_23C (Clx + 02)

ou (' et (5 sont des constantes réelles.

2. Détermination d’une solution particuliére de I’équation ([EIT)

On note que -2 est racine d’ordre 2 de l’équation caractéristique et que le second membre de
I'équation est du type P(z)e 2% avec P(x) = 3z, polynome de degré p=1. Selon la régle énoncée
ci-dessus, on recherche donc comme solution particuliére une solution du type Q(x)e™2* avec Q(x)
polynome de degré ¢ = p+2 = 3. Les termes en xe ™2 et e~ 2* peuvent étre omis car déja contenues
dans y (). On cherche donc une solution particuliére du type

yo(x) = AazPe™* + Brle 2"

yh(x) = (342% — 2A2%)e** + (2Bx — 2Ba?)e™**

et
Yy (r) = (6Az — 12427 + 4A2)e™** + (2B — 8Bx + 4Ba?)e™**
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L’équation (EX) appliquée & y» conduit a 1’égalité valable quelque soit x :

3ze™?® = (6Ax — 12A2% + 4A23)e ?* + (2B — 8Bz + 4Ba?)e™**
+4[(3A2? — 2A2%)e~ 2 + (2Bz — 2Bx?)e~ 2] + 4[Az3e~2® 4 Ba?e~ 2]
Soit :
6Ax + 2B = 3z
d’ou :

1
64 =3 A=:
{2320 :>{ B=0

La solution particuliére de ’équation (EIH) est donc :

I s _
y2(z) = 53536 2

La solution générale de 'équation (EIH) est donc :
—2z 1 3, —2x
y=e (C’lx+02)+§;ve

ou (7 et Cy sont des constantes réelles.

e Exemple 3.16: Résoudre (EI6)
Y — 4y +4y = (x+ 1) (E16)

avec les conditions initiales :

Solution :

L’équation homogéne est :
y' —4y' +4y=0

L’équation caractéristique associée est :
r2—4dr+4=0
Cette équation posséde une racine double » = 2. Les solutions de I’équation homogéne sont donc :
y1(x) = (Az + B)e**
Cherchons une solution particuliére a I’équation avec second memebre :
y' — 4y +4y = (x+ 1)

Le second membre est du type e(®®) % P(z) ot P(x) est un polynome de degré 1 et « est racine double
de I’équation caractéristique. Dans ce cas, il faut chercher une solution du type : e** % Q(x) ot Q(x) est
un polynoéme de de degré 3, soit :
ya(z) = (a3x3 + asx® + ayz + ao)ezw
Comme dans I’exercice précédent les termes en ze?® et €?* peuvent étre omis car déja contenus dans la
solution de I’équation homogéne.
Apres avoir calculé les dérivées premiére et seconde de y- et injecté les relations obtenues dans I’équation
A résoudre, on obtient :
6a3 =1
{ 2@2 =1

La solution particuliére recherchée est donc :
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1
(61,3 4 §x2)62z

La solution générale est donc de la forme :

1 1
y(x) = (6333 + §x2 + Az + B)e**

On obtient les valeurs de A et B en appliquant les conditions aux limites :

{y(0)=1

y(1)=0

Soit :

y(0)=B=1 B =1 pourivariant de 1 an B =1 pourivariant de 1 an

2

{y(1>=(é+é+A+B)62=0 T\ A+B=— MRS

La solution recherchée est donc :

1 1 5
y(z) = (61‘3 + 5352 — 3¢ +1)e**

3.3.3.4 cas particuliers : f(z) = Ksin(az) ou f(x) = K cos(ax)

e Sisin(az) ou cos(ax) n’est pas solution de I'équations sans second membre, on cherche une solution
particuliére du type :
y(z) = Acos(ax) + Bsin(ax)

e Si sin(ax) ou cos(ax) est solution de I’équations sans second membre, on cherche une solution
particuliére du type :
y(x) = Az cos(ax) + Bz sin(ax)

e Exemple 3.17: Résoudre (EI7)
y" — 3y + 2y = 3sin(x) + 2ze® (E17)
1. recherche de la solution de I'équation homgene associée a (EI7) :y) — 3y} + 2y =0

rr

L’équation caractéristique obtenue en recherchant une solution du type y(z) = €™ est :

2 —3r+2=0

Cette équation du second ordre admet deux solutions réelles : 11 = 1 et r = 2 La solution de
I'équation (EJ) sans second membre est donc :

y1 = Cre® + Cre?®

ou (7 et Cy sont des constantes réelles.

2. Détermination d’une solution particuliére de I’équation (EIT) :
Le second membre est une combinaison linéaire d’une fonction trigonométrique et du produit d 'une
fonction exponentielle par une polynéome d’ordre 1. On recherche comme solution particuliére du

type :
ya(z) = (Ax + B)e3* + Csin(z) + D cos()
On a
yh(x) = (3Az + 3B + A)e>” + C cos(z) — Dsin(x)
et

vy (x) = (9Ax 4+ 9B + 6A)e>” — C'sin(x) — D cos(z)

L’équation (EIT7) appliquée & yo conduit a 1’égalité valable quelque soit x :

3sin(z) + 22e3* = (9Az + 9B + 6A4)e3* — Csin(z) — D cos(x) — 3[(3Az + 3B + A)e3®
+C cos(x) — Dsin(z)] + 2[(Az + B)e3® + Csin(x) + D cos(z)]
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Soit :

e3®(2Ax + 2B + 3A) + sin(z)(C + 3D) + cos(x)(D — 3C) = 3sin(z) + 2ze>*

A=1
24 - 2 p__3
34+2B = 0 32

= —
C+3D = 3 =10
-3C+D = 0 9
D=—
10
La solution particuliére de 1’équation (EIT) est donc :
3 3 . 9
ya(z) = (x — E)egm + 0 sin(z) + 0 cos(x)

La solution générale de I’équation (EIT) est donc :

3 3
y = Cre® + Coe®™ + (v — =) + —

. 9
5 10 sin(x) + — cos(x)

10

ou (7 et (5 sont des constantes réelles.
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