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Chapitre 3

Equations Différentielles : solutions de
la série 3

3.1 Equations différentielles d’ordre 1

e Exercice 3.1: Déterminer la forme générale de la solution de l’équation différentielle (ET) :
2y =y (x — 4) (E1)

Solution : C’est une équation différentielle du premier ordre & coefficients non constants et non
linéaire. On peut écrire I'équation (EI]) sous la forme :

dy (x—4)dx
v a3

Les variables sont séparées, on intégre séparément les membres de droite et gauche.

dy [ dx dx
Il Bl

d’ou ) 1 )
——=——+4+5+C
Y T
22
Y= O+ _2 ou C' est une constante réelle.

e Exercice 3.2: Déterminer la forme générale de la solution de l’équation différentielle (E2) :
Y+ 823y + 22y =0 (E2)
Solution : C’est une équation différentielle du premier ordre & coefficients non constants et non
linéaire.On peut écrire I'équation (EI)) sous la forme :

3
y +85L 122 g
X X

Posons : z = 2. On a alors : y=uxzzety =xz' + 2.
x
L’équation (E2)s’écrit :
2 4 24 82%2% 4+ 2222 =0

x2 + 2(1+22%) +82%23 = 0

Divisons cette expression par 23 :
2 14222
1'*3 + ) + 8$6 =0
z z
1 2z
Posons : t = — soit t' = —2—.
z z
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3.1 Equations différentielles d’ordre 1 2

L’équation devient (E’2) : —gt’ +t(1 4 222%) + 82% = 0.

Cette équation est une équation différentielle du premier ordre linéaire en t a coefficients non constants.On
résoud 1’équation homogéne, puis on recherchera une solution particuliére.

1. Solution de I’équation homogéne :

—gt’l +t(1422%) =0

dt 1+ 222
9 i xdx
t1 xr

dt 2d
J:i+4xdx
tl xr

In|t;| = 2In|z| +22° + K

2
tl _ 621n\1|+2a7 +K

2
t1 = Cx?e?®” ou C est une constante réelle.

2. Solution particuliére : on applique la méthode de la variation de la constante. On suppose donc
que :
2
ty = O(x)z?e®®

th = C'x2e® +2Cxe® + Ca?(4x)e® = 2 [C'2® + 2Cx + AC2?]

En injectant ces relations dans I’équation (E’2), nous obtenons :

—gerz [C'2® +2Cx +4C2®] + (1 + 2362)(0(3:)36262”2) +8z% =0

—562’“2 C'x? — 62$QgC [27 + 42°] + (22° + 1)0516262”“'2 +828 =0
232 ¢! = 162°
C' = 1622
Une primitive de C’ est de la forme :

0(33) = (a4x4 + a3x3 + a2x2 + a1+ ao)e—29‘2

C'(z) = [(4a4x3 + 3azx? + 2a0x + ay) — 4x(asz® + azx® + agr? + ayx + ao)] e~ 2

C'(z) = [~4asz® — dazz® + 2°(das — daz) + 2%(3as — 4ar) + z(2az — dag) + a1 e 2’

soit en identifiant les coefficients :

a4:O

a3:0 a4—0
day — day = 16 “3:04
3a3—4a1:0 a2:_
2as — dag = 0 “=

al:O CLO:*?

C(z) = (—4a2% — 2)e 2"

d’ou la solution particuliére de 1’équation (E’2) recherchée :

ty = (—da?® — 2)6_2$2x2e2w2 = 2?(—42% - 2)
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3.1 Equations différentielles d’ordre 1 3

La solution générale de I'équation (E’2) est donc :

t(r) = 2?(—4x? — 2) + Cr2e?™

On a donc :
.732 2
— = x*|(—4a® - 2) 4+ Ce* }
Y
1
— = (—4a?-2)+Ce*
Y
\ 1 N )
Dou:y==+ (Caa? —2) G ou C' est une constante réelle.

e Exercice 3.3: Déterminer la forme générale de la solution de l’équation différentielle (E3) :

y+@2vay—x)y' =0 (E3)

Solution : On peut écrire I'équation (E3)) sous la forme :

y+(2\/§—1)y/:0
T X

Posons : z = £ soit x2(x) = y(a) et y' = 'z + 2, d'ou:
c+@2VE-D(Ee+z) = 0
Ya2yzZ-1) = —(2:(v7))
(2vz — 1)dz 2217

dx T

(2v/z —1)dz dx

22z x

dz dz dx
e o
1
Injz|+z 2 = —Injz|+C

ln‘y’—i-\/E = —In|z|+C
T Y

D’ou : Iny| + , /£ = C ot C est une constante réelle.
Y

e Exercice 3.4: Déterminer la forme générale de la solution de léquation différentielle (EJ) :
4a® + 3zy + 2 + (4> + 3zy + 2%y’ =0 (E4)
Solution : On peut écrire I'équation (E4) sous la forme :
2 2
z? [4+3y+ (g) + [4(3,) +3y+1] y’} =0
x x x x

Posons : z = 2 soit xz(z) = y(z) et y = 2’2 + z,d’on :

x
4432+ 22+ @22 +32+1)(Fv+2) = 0
Zx(422 +32+1) = —(4+32+2%) —2(422 +32+1)
3 2 1
443, 41)8 o 4t AEl
dx z
dz dx
42 43412 oy
(42" + 32+ )z3+z2+z+l x
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3.1 Equations différentielles d’ordre 1 4

la décomposition en éléments simples du membre de gauche conduit a (—1 est racine évidente) :

422 +32+1 1 n 3z
B4224241 241 2241
d’ou
dz n 3zdz 4dx
241 2241 T
3
1n|z+1|+§ln|z2—|—1| = —4lnjz|+ K
3
lz+1][z2+1]2 = Cz™*
y y?
2 3 _ -8
(;—i—l) (ﬁ+1) = Cx

Dot : (y + 2)%(y? + %)% = C ot C est une constante réelle.

e Exercice 3.5: Déterminer la forme générale de la solution de l’équation différentielle (E) ou k,a et

b sont des constantes réelles.
Y + ay = ke®® (E5)

Solution : C’est une équation différentielle du premier ordre a coefficients constants. On résoud
I’équation homogéne, puis on recherchera une solution particuliére.

1. Solution de I’équation homogéne :

yitayr = 0
dy, .
L
d
e
Y1

Les variables sont séparées, on intégre séparément les membres de droite et gauche.
In|y| = —ax+ K
Dot : y; = Ce™ % ou C est une constante réelle.

2. Solution particuliére : on applique la méthode de la variation de la constante. On suppose donc

que :
yo = C(x)e™*

yy = C'(z)e”* — aC(z)e "
En injectant ces relations dans I’équation ([EH]), nous obtenons :
C'(x)e™ ™ — aC(x)e™ " 4 aC(z) (e ") = keb™
C' = ke(b—i—a)x

C = Le(b-&-a)ac + D
b+a

d’ou la solution particuliére recherchée (prise pour D = 0) :
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3.1 Equations différentielles d’ordre 1 5

eb” ot C' est une constante réelle.

D'ou : y(z) = Ce " + bt a

e Exercice 3.6: Déterminer la forme générale de la solution de l’équation différentielle (Ef) :

2x(2x — 1)

y—(z+ 1)y + @112

=0 (E6)

Solution : C’est une équation différentielle du premier ordre & coefficients non constants du type

A(x)y' + B(x)y = f(x)

. On résoud I'équation homogeéne, puis on recherchera une solution particuliére.

1. Solution de I’équation homogéne :
y1—(z+ 1)y =0

dy1  dw
vy oz+1

Les variables sont séparées, on intégre séparément les membres de droite et gauche.

1 =C(x+1)

ot C est une constante réelle.

2. Solution particuliére : on applique la méthode de la variation de la constante. On suppose donc
que :
y2 = C(a)(z + 1)

yo = C'(x)(z +1) + C(x)

En injectant ces relation dans I’équation ([E6]), nous obtenons :

2¢(2x — 1
Clx)(z+1) - (z+1D)(C'(x)(x+ 1)+ C(x)) = —W
d’ou
, 2w(2z —1)
(x4 1)t
la décomposition en éléments simples du membre de droite conduit & :
202z —1) 6 10 n 4
(z+D*  (z+1)* (z+1)3  (z+1)2

D’ou : 5 5 4

= - + — + K

(413 (2+1)2 (z+1)

et la solution particuliére recherchée (prise pour K =0) :

B 2, 5 )
LT e T @)

La solution générale de I’équation (Ef) est donc :

r)=Cz+1)— + — 4 ou C est une constante réelle.
y(z) = Clz+1) @+1)2  (z+1)
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3.2 Equations différentielles d’ordre 2 6

3.2 Equations différentielles d’ordre 2

e Exercice 3.7: Déterminer la forme générale de la solution de l’équation différentielle (E7) :

2(1 — 2?)

/ 7
2y ery +m:

0 (E7)

Solution : y n’intervient pas explicitement dans 1’équation, on peut donc poser : z = 3’ et ramener
I'équation du second ordre & une équation différentielle du premier ordre (E'7) :

2(1 — 2?)

kS /o
(2 +1)2

2z + a2 +

Cette équation est une équation du premier ordre linéaire en z. On résoud ’équation homogéne, puis
on recherchera une solution particuliére.

1. Solution de I’équation homogéne :

221 + 227 =0
da _ _,dz
Z1 x

C
Les variables sont séparées, on intégre séparément les membres de droite et gauche. D’ott 21 = —

x
ou C est une constante réelle.

2. Solution particuliére : on applique la méthode de la variation de la constante. On suppose donc
que :

En injectant ces relations dans I’équation (E’7), nous obtenons :

Cl@) ¢ . C  201-2?)

2 = =
x? + x x? (22 +1)2
d’ott
o = _M
EZEmE

la décomposition en éléments simples du membre de droite conduit & :

2z(1 — 2?) 2z 4z

@212 2241 (a241)2

Dou :
, 2z 4z

T22+1 (22 41)2

CZ]D’Z‘2+1‘+W

d’oit la solution particuliére recherchée :

1 2
22—‘T2|:1n|1' +1}+m

La solution générale de I’équation (E’7) est donc :

1 2
=~ |ocHmle® +1+ ——
2() 22 +1n |x + ’ + (22

} ot C est une constante réelle.
+1)
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3.2 Equations différentielles d’ordre 2 7

Pour trouver la solution de 1’équation (E7), il faut intégrer la relation :

1 2
! 2
y—2|:c+h)‘l‘ +1|+(21):|

_/C+/ln|x2+l|+/ 2
V=) 22 x? z2(x2 +1)
1

J

I peut s’intégrer par parties en posant :

2
u=In(2?+1) ; duzfj—ldx
1 1
dv = —dx ;ov=——
x x
In(z? + 1 2d In(z? + 1
I:7n(x +1) / > * :7n(x i )+2arctan($)
T = +1

J ¢’intégre en décomposant la fraction rationnelle en éléments simples :

2 2 2

2222 +1) 22 22+1
2
J = —— — 2arctan(z)
x
2+ In(x? +1)
x

Dot : y = + — + D ou C et D sont des constantes réelles.
x

e Exercice 3.8: Déterminer la forme générale de la solution de l’équation différentielle (E§) :
y" + 4y + 3y = 62 +23 (E8)
Solution : C’est une équation différentielle du second ordre & coefficients constants. On résoud 1’équa-

tion homogéne, puis on recherchera une solution particuliére.

1. Solution de I’équation homogéne : On suppose une solution du type y = €"*, ce qui conduit a
I’équation caractéristique :
24+ 4r+3=0

Cette équation admet deux racines réelles : 11 = —1 et 7o = —3. La solution peut s’écrire :
yp = Ae™" 4+ Be 3

ol A et B sont des constantes réelles.

2. Solution particuliére : Le second membre est de la forme d’un polyndéme de degré 1. On recherche
une solution particuliére sous la forme : yo = Cxz + D.

yp=C =0
En injectant ces relations dans I'équation (ES]), nous obtenons :

4C +3D =23 N c=2
3C =6 D=5

d’ott
Yo = 2x+5

La solution générale de I'équation (ES)) est donc :
y(z) = Ae™® + Be 3% + 22 + 5 ot A et B sont des constantes réelles.
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3.2 Equations différentielles d’ordre 2 8

e Exercice 3.9: Déterminer la solution de l’équation différentielle (E9) :
y" — 5y + 6y = (22 + 3)e” (E9)

avec comme conditions initiales :

{ y(0) =1
y'(0)=-1

Solution : C’est une équation différentielle du second ordre a coefficients constants. On résoud 1’équa-
tion homogéne, puis on recherchera une solution particuliére.

1. Solution de I’équation homogéne : On suppose une solution du type y = €"*, ce qui conduit a
I’équation caractéristique :
r?—5r+6=0

Cette équation admet deux racines réelles : 1y = 2 et ro = 3. La solution peut s’écrire :
y1 = Ae** + Bed®

ou A et B sont des constantes réelles.

2. Solution particuliére : Le second membre est de la forme P(x)e™*, avec m = 1 et P(x) un
polynéme de degré 1. m n’est pas racine de l’équation caractéristique, on recherchera donc une
solution particuliére du type yo = Q(z)e?* avec Q(x) polynome de degré 1, soit :

ya = (cx+d)e*
Yo = ((cx+d)+cle”
vy = (cx+d+2c)e”

En injectant ces relations dans I’équation (E9), nous obtenons :

€’ [2cx + 2d — 3c] = (2z + 3)e”

2c =2 N c=1
2d —3c=3 d=3

Y2 = (z + 3)e”

d’ou

d’ou :

La solution générale de I'équation (EJ) est donc :

y(x) = Ae** + Be* + (z + 3)e”

ou A et B sont des constantes réelles.
Déterminons A et B par les conditions aux limites :

Y (x) = 24€*® + 3Be3® + (x4 4)e”

y(0)=1=A+B+3 A=-1
y(0)=—1=2A4+3B+4 B=-1
D’oit la fonction recherchée : y(x) = —e?* — e3% + (z + 3)e”

e Exercice 3.10: Déterminer la forme générale de la solution de l'équation différentielle (E10) :
y" + 3y + 2y =8+ 6z + 2sin(x) (E10)

Solution : C’est une équation différentielle du second ordre a coefficients constants. On résoud ’équa-
tion homogéne, puis on recherchera une solution particuliére.
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3.2 Equations différentielles d’ordre 2 9

1. Solution de I’équation homogéne : On suppose une solution du type y = €"*, ce qui conduit a
I’équation caractéristique :

r2+3r4+2=0
Cette équation admet deux racines réelles : 11 = —1 et 7 = —2. La solution peut s’écrire :
Y1 = Ae™" + Be™" = Ae™" + Be "

ou A et B sont des constantes réelles.

2. Solution particuliére : Le second membre est une cominaison linéaire de fonctions de la forme
P(zx),polynéme de degré 1 et d’une fonction trigonométrique. On recherchera donc une solution
particuliére du type yo = cx + d + (avcos(z) + Bsin(x)) , soit :

Yy = ¢ — asin(z) + [ cos(x)

yy = —acos(z) — Bsin(z)

En injectant ces relations dans I’équation (?7?), nous obtenons :

—acos(z) — fsin(z) + 3(c — asin(z) + B cos(x)) + 2(cx + d + (o cos(x) + Fsin(z)) = 8+ 6z + 2sin(zx)

Soit :
=3
1
3c+2d=28 d=—=
2
2c=6 N 3
a+38=0 a=—=
B—30=2 5
ﬂ:

On obtient donc la solution particuliére :

1 3 1
Y2 = 3z — 375 cos(x) + R sin(z)

La solution générale de I'équation(EIQ) est donc :

1 3 1
y= Ae % + Be 2* + 3z — 57 & cos(z) + £ sin(z) ou A et B sont des constantes réelles.

e Exercice 3.11: Déterminer la forme générale de la solution de I’équation différentielle (EI11) :
'+ 2y +y=a%e" (E11)

Solution : C’est une équation différentielle du second ordre a coefficients constants. On résoud I’'équa-
tion homogéne, puis on recherchera une solution particuliére.

1. Solution de I’équation homogéne : On suppose une solution du type y = €"*, ce qui conduit a
I’équation caractéristique :

42 +1=0

Cette équation admet une racine double : » = —1 . La solution peut s’écrire :
y1 = (A4 Bx)e™

ou A et B sont des constantes réelles.

2. Solution particuliére : Le second membre est de la forme P(z)e™*, avec m = —1 et P(x) un
polyndéme de degré 2. m est racine double de ’équation caractéristique, on recherchera donc une
solution particuliére du type yo = Q(x)e™* avec Q(x) polynome de degré 2 + 2 = 4, soit :

ys = Czxte™®
vy = (—Ca*+423C)e "
y's = (Cx*—823C +12Cx?)e @

Maths Rappels



3.2 Equations différentielles d’ordre 2 10

En injectant ces relations dans 1’équation (EIIJ), nous obtenons :

(12C22)e=* = a%e @
_ 1
¢ =1
d’ott : 1
o= prte”

La solution générale de I'équation (EIT) est donc :

y(z) = (A+ Bz + La*)e™ ot A et B sont des constantes réelles.

e Exercice 3.12: Déterminer la forme générale de la solution de I’équation différentielle (E12) :
y" +y = sin®(x) (E12)

Solution : Linéarisons sin®(z)

5 B el _ ol
sin®(z) = (21'

631'2 o 3621'2671'2 + 367;5136721-1 o 6731':5
(20)°
1 eSia: _ e—3iw e—ix _ eiw
[ (2

1 SENC)

1 3
= —3 sin(3z) + 1 sin(z)

L’équation (EI2) peut s’écrire :

1
y' +y= 1 sin(3z) + ZSin(x)

C’est une équation différentielle du second ordre & coefficients constants. On résoud ’équation homo-
géne, puis on recherchera une solution particuliére.

1. Solution de I’équation homogéne : On suppose une solution du type y = €"*, ce qui conduit a
I’équation caractéristique :

2 4+1=0
A= 4= (2)?
Cette équation admet deux racines complexes conjuguées : 11 = j et ro = —j. La solution peut
s’écrire : ' '
y = Ae™" + Be™" = Ae!* + Be 7*
ou

y = Ccos(x) + Dsin(x)
ou C' et D sont des constantes réelles.
2. Solution particuliére : Le second membre est une combinaison linéaire de fonctions trigonomé-

triques. sin(z) est une fonction génératrice de la solution de I’équation homogene, on recherchera
donc une solution particuliére du type

ya = Axsin(z) + Bx cos(x) 4+ Bsin(3x) + a cos(3x)

soit :
yh = Az cos(z) + Asin(z) — Bz sin(z) + B cos(z) + 33 cos(3z) — 3asin(3x)

yy = —Axsin(z) + 24 cos(z) — Bz cos(x) — 2B sin(z) — 98 sin(3z) — 9a cos(3x)
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11

En injectant ces relations dans 1’équation (EI2), nous obtenons :

2A cos(x) — 2B sin(z) — 8acos(3z) — 80 sin(3z) = 1 sin(3z) + 3

4
Soit :
A=0 A=
=
a=20 a=20
1 1
8= )

On obtient donc la solution particuliére :

3 1
Y2 =—g® cos(x) + 3 sin(3x)

La solution générale de 'équation (EI2]) est donc :

— sin

4

()

3 1
y = Ccos(x) + Dsin(z) — 3% cos(x) + == sin(3z) ou C' et D sont des constantes réelles.

32
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