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Chapitre 2

Intégration : série 1

2.1 Intégration par parties

e Exercice 2.1: Calculer : )
I :/ 2 In(z? + 1)dx
0

Solution
2 u(z) = 2
On pose ul(x) -~ lnéx +1) d’ott g2 +1
V(z) == o(z) = z”
3
On obtient :

1

3 2 [t gt
I=1Zm@*+y| -2 24
[3“<x+)]0 3/0 2211

On effectue la division de z* par 2% + 1.
On obtient : 2% = (22 + 1)(22 — 1) + 1 Donc

n2 2 ! 1
I=—2_Z 2 14— \d
3 3/0 (w +x2+1>x

Et donc :

I=— - |— —ax+ Arctanx 3

_In2 2 [2? 1_1112
3 313 0

e Exercice 2.2: Pour tout entier naturel n, on pose :

z
Inz/ " cos 2zdx
0

4
9

il
6

™

4
1. Sans calculer I,, montrer que la suite (I,,), ., est monotone et comparer I,, et / z"dz. Calculer

la limite de la suite (I,,).
2. Calculer Iy et I, Exprimer I,,, 2 en fonction de I,, et de n

Solution

1.Ona: Iy —1I, = /4 2" (x — 1) cos 2zdzx.
0

Onsaitque0§x§Z<1,etdonchO,cos2xZOetx71<O.

™

4

Par conséquent : " (z — 1) cos 2z < 0, et donc / 2" (x — 1) cos 2zdx < 0.

0
On en déduit que : I,+1 — I, <0, la suite (I,,) est donc décroissante.

Va € {O; Z}, 0<cos2x<1ldou:0<z"cos2x <z"

™ ™

On en déduit /4 0dz < /4 z" cos 2zdx < /4 " dx
0 0 0
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2.2 Intégration par changement de variable 2

™

4

et donc0< I, < z"dx

0
A partir du résultat précédent, on peut écrire :

n+1 %
o<1, <|Z
- T n+1],
et donc :
1 T\ nt+l
TG
n+1\4
1 m\n+1l
On a donc 0 < hm I, lim (—) d'on lim I, =
n—-+00 n—>+oon+1 4 n—-+o00

2. Calcul de Ig et de I

I 1
I1:/ x cos 2xdx = [fsin2x}4 —f/ sin2xdm:E—f
0 2 o 2Jp 8 4

Pour obtenir I, en fonction de I, il faut effectuer deux intégrations par parties successives :

I ) z
sin 24 _nt / 2" sin 2zdx
0 2 Jo

% xn+2

_ n+2 _
Inyo —/ T cos 2xdr = {
0

et

T n+1 T 1 /%
/ 2" sin 2xdx = {— z cos 23:} + nt / z" cos 2xdx
0 2 0 2 0

On obtient finalement :

’/T)"H'2 B (n+1)(n+ 2)In

1
Ia=3 (3 s
2.2 Intégration par changement de variable

e Exercice 2.3: Calculer I'intégrale définie suivante :

1 T
I :/ i
0o 1+e*

Solution
On pose e* =t,on a: dt = e®dx
Valeurs aux bornes : x varie de 0 &4 1, donc ¢t variede e =1 a el =e

I s’écrit :
¢ dt ¢t Ct+1-1
11:/ 71:/ —dt:/ trl-1,
BT R ES! Lt

1+e
I = /dt—/ t+1 [ln(t+1)]lfe—1—1 5

e Exercice 2.4: Calculer 'intégrale définie suivante :

1
I, :/2 V1= 24t
0

D’ou :

Solution o
On pose t = sinu, u € }75, 5} (lexistence du groupement 1 — t? peut le suggérer)

On a : dt = cosudu
On obtient : v1 — 2 = /1 —sin? v = Vcos2u

Or pour tout u € }—g; g} cosu > 0 et donc V1 — 2 = cosu
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2.2 Intégration par changement de variable

1
Valeurs aux bornes : t varie de 0 a ok donc u varie de 0 & %
D’ou

™

5 51 2 1 in?2
I, :/ cos? udu:/ Mdu: [u+ sin u] _
0 0 2 2 4 0

ol

ol=
I

e Exercice 2.5: Calculer 'intégrale définie suivante :

I /3 dt

3= —
0 V14++V1I+t

Solution

Onpose:u=+1+tesu?=1+t

On obtient : 2udu = dt

Valeurs aux bornes : ¢t varie de 0 & 3 donc u variede 1 & 2 .
0 2udu
na:

dt =
VIt Vi+t VItu

d’ou :

/ 2 udu
I, =
o V1+4+u
Réutilisons un changement de variable (le méme que le précédent convient).
Onpose:v=vV1i+tusri=1+u
On obtient : 2vdv = du
u varie de 1 & 2 donc v varie de v/2a /3.
2udu 2 ('02 — 1) 2udv

On a: = :4(v2—1)dv
1+u v
d’ou 3
V3 3 3 4/2
Isz/ 4(1}2—1)dv:4[v—v} _ 42
V2 3 NG 3

e Exercice 2.6: Calculer 'intégrale définie suivante :
0
-1
I = / S —
1zt tax+1
Solution

On écrit 22 4+ x + 1 sous forme canonique.

2
1 3
Onobtient:x2+x+1:<m+2> +Z

que Pon écrit sous la forme : z° + 2+ 1 =

2 1 3 1
Onposet:\/g<x+2>@x:\2[t_2
V3

On obtient : dx = Tdt

] w

[5G ]

Valeurs aux bornes : x varie de —1 a 0, donc t varie de —

1 1
B

V3 3
-1 V3y 3
On obtient ————dz — 3272 X ﬁdt
2 +x+1 2 +1) 2
donc ) . )
Vi t—+3 V3 t V3 3
I4=/S\fdt/3dt—/3 V3
_1 (24 1) _ (t241) _1 (1241)
Vel Vel Vel
Enfin :
1 Vs e T 7 ™
= | = 2 — — — — — = -
I, = {2111(75 —&-1)} {\/gArctant} . =0 \/§(6 + 6)

,% — 3
e Exercice 2.7: Calculer 'intégrale définie suivante :
-2 dt

L= ——
6 V28— 12t £2
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2.3 Décomposition en éléments simples

Solution
On écrit 28 — 12t — 2 sous forme canonique : 28 — 12t — 2 = —(t + 6)? + 64
On obtient :

I _/2 dt /2 dt
T e vVa8—12t—22 J.g J64—(t+6)?

On pose : t + 6 = 8u
On obtient : dt = 8du
Valeurs aux bornes : t varie de —6 & —2, donc u varie de 0 & 3

Finalement, on obtient :

; _/2 dt _/% 8du _/% du
e VB r62 Jo svi—uwz Jo VI
2.3 Décomposition en éléments simples

e Exercice 2.8: Calculer les intégrales définies suivantes :

1 2x 3 2 -2
= — = g = =2 g
! /O +2)(x+3)™ 2 /2 @)@z

Solution
2z

1
Calcul de J; = —d
* et e /o<x+2><x+3> !

On montre aisément que : 2 = — 4 + 6
T T @+3) - @+2)  (z+3)

On obtient :

= [Arcsin u]é = %

J /1 22 d /1 0 Cdln|e 42+ 6|z 3
= —_—  dx = Xr = |— n|\xr n|xr
"o B+2)(z+3) o (@+2)  (z+3) 0

Finalement :

4 2
Jl :61n§—|—41n§

3 x? =2
Calcul de Jy = ——d
e (Calcul de Jo /2 (x2+1)(x—1)x

2 -2 ar+b c

On doit avoir : = + , a, b et ¢ étant des réels que 1'on peut trouver par

(24+1)(z—-1) (22+41) (z-1)

2 _
Onobtient:x—2:§x vl !
2+ 1) (z—-1) 2 (2241) 2(zx-1)

identification.

Jo s’écrit :

3 22— 2 3 % z+1 1 [ dx
o= 5 ——dz=" | ——dv—= [ ——

Donc : 5 5 5
3 T 3 1 1 1
Jo=S ———dz+ | ——dz—= [ ——d
: 2/2 @+ 1) “2/2 @+ 2/2 @1

3

Et donc :

1
Jy = é]n (% +1) + §Arctanx7 —Injz —1]
4 2 2 2

e Exercice 2.9: Calculer les primitives suivantes :

1 dx
T ) e 4er —2

3
9 /&dm
1—2sinx

Solution
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2.4 Complément 5

d
1. On pose u = €*, et donc dz = o

. da du
On obtient : /m_/m

1
On décompose la fraction m en éléments simples.
On obtient :
/ du _/ i+ 1 n 1 J
wu—1u+2) 20 3w—1) " 6u+r2) )
Done d 1 1 1
u
_ = ——1 =1 — 1]+ =1 2|+ C
/u(u—l)(u—l—2) g nust g infu— 14 Ginju+2 +
Finalement p . .
x x N N
/m——§+§ln|e 1‘+61H(e +2)+C

2. Si l'on remplace = par m — x, l'intégrande change de signe, on pose v = sinx et donc du = cos xdz

. cos® 1—u?
On obtient /mdm = / T 2udu
)

en éléments simples.

On décompose la fraction

On obtient :
1—u? u 1 3 w+u 3
du = -t - —|du= ——Inl2u—1
/1—2u“ /(2+4 4(2u—1)>” 7 gnlu-c
Finalement : 5 )
cos® & sin“x +sinx 3 .
/1—2sinx x = 2 —§1n|251nx—1|—|—C

2.4 Complément
On peut intégrer sur un intervalle fermé sur lequel f n’est pas continue.
1
1
Voici un exemple : calculons, si cela est possible, / ——dx
D p T2
0

Cette intégrale n’est pas définie au point 1.
a
1
On calcule la limite quand a tend vers 1 de / ———dz. Si cette limite existe, ce sera la valeur donnée
0o V 1—=z

A cette intégrale.

Or :
© 1 a
/0ﬁda@:[—2\/1—96]0—2(1—\/1—(1)
et
lim 2 (1-v1-a)=2
Donc

|

—dz =2
0 \/1—.’E
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