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Chapitre 3

Equations Différentielles : correction de
la série 2

3.1 Equations différentielles d’ordre 1

e Exercice 3.1: Déterminer la forme générale de la solution de l’équation différentielle (ET) :

1493

R o A— El

Solution : On peut écrire I'équation (EIJ) sous la forme :

y2dy B dx
1+y3  z(l+22)

Les variables sont séparées, on intégre séparément les membres de droite et gauche, soit :

/ y2dy __/ dx
L+y3 z(1+ 22)

Pour le membre de droite, une décomposition en éléments simples donne :

1 1 x

c(1+22) = (1+22)

d’on
1d(1+19y?) dx
/3 1493 / /1+x2
fln|1+y3| = —Inlz[+ = ln|1—|—x2|+K
ln(|1+y3|)% = ln|x’1|+ln|1+x2|§+K
2(%
m(4?)? = w|CEe
Ed
1
2|2
|1+y3|% _ C|1+z’
||
(1+2%)3
1+y%) = C p
2\ 3
Dou:y= ¥ 0(1—;73)2—101:106% une constante réelle.
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3.1 Equations différentielles d’ordre 1

e Exercice 3.2: Déterminer la forme générale de

ay —y =y

la solution de l’équation différentielle (E2) :

Solution : On peut écrire I'équation (E2)) sous la forme :

dy

y(1+y?

dx
T

;=

Les variables sont séparées, on intégre séparément les membres de droite et gauche. Pour le membre de
gauche, une décomposition en éléments simples donne :

1y
y(1+y?) oy (1497
d’ou
[5-175% - ]
1+ y?) x
In|y| — §1n|1+y2| = Injz|+ K
In % = In[C|z|]
11+y2
S A
(1+y%)2
2
Y 2
—— = Az
(1+9?)
y2(1 — Az?) = \a?
\ Az? . )
Dot y = | —————= o1l A est une constante réelle.
(1= Xa?)

e Exercice 3.3: Déterminer la forme générale de
2ryy’ =

Solution :
Pour z # 0, on peut écrire 1’équation (E3) sous 1

la solution de I’équation différentielle (E3) :
a? —y° (E3)

a forme :

2
wp == (1-())
x x
soit : )
oYy = (1 - (%) )
x x
Posons : 2 = 2 soit xz(x) =y(z) et vy = 2’z + z,d’on :
x
22(Z'x+2) = 1-2°
222’ 4+322 -1 = 0
22dz dx
322 -1 x

Les variables sont séparées, on intégre séparément les

1d(3z2 -1)
3 322-1
1

§1n|322 — 1|

membres de droite et gauche.

_dv
x

—Inljz|+ K
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3.1 Equations différentielles d’ordre 1 3

L C
ln(}3z2—1|3) = In|—
T
1
(32’2—1)3 = Q
T
A
2 _
A
322 - 73—’_1
T
A 3
3y? = a? +333
T

A+ z?

3 ol A est une constante réelle.
€T

Dou y =

e Exercice 3.4: Déterminer la forme générale de la solution de 'équation différentielle (EJ) :
4z +y+ (z—2y)y =0 (E4)

Solution : On peut écrire équation (E4) sous la forme :

(12) -22) =0

Posons : z = 2 soit xz(z) = y(z) et y = 2’x + z,d’on :
x

44+ z+(1-22)(zz' +2)1 = 0
(1-22)22 —2224+22+4 = 0
d
(1- 2z)x£ = 2(22-2-2)
(1-22)dz _ dz
2(22-2-2) =z

Les variables sont séparées, on intégre séparément les membres de droites et gauche.

/ 2(1 —2z)dz dx

(22 —-2-2) x
_1/d(z2—z—2) B dx
2) (2-2-2) x
1
—§ln’22—z—2’ = Injz|+ K
1
|22 —2-2| 2 = Cg
A
2 _
2t —z2—-2 = 2
2
Yy o, A
2z x?

D'ou : y? — zy — 222 = X oil A est une constante réelle, solution que I'on peut également écrire sous

la forme : 3
y:fiiva:Q—l—K

2
ou K est une constante réelle.
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3.1 Equations différentielles d’ordre 1 4

e Exercice 3.5: Déterminer la solution de l’équation différentielle (E3) :
Yy +2y=e"3 (E5)
avec la condition : y(0) = 2

Solution : C’est une équation différentielle du premier ordre a coefficients constants. On résoud
I’équation homogéne, puis on recherchera une solution particuliére.

1. Solution de I’équation homogéne :

yi +2y; =0
dy1

2L _ 9
dx 4
d

W _ oy
U1

Les variables sont séparées, on intégre séparément les membres de droite et gauche.
In|y| =22+ K

y1 = Ce "
ou C' est une constante réelle.
2. Solution particuliére : on applique la méthode de la variation de la constante. On suppose donc

que :
y2 = Cla)e™™

yh = C'(z)e™2® —2C(x)e™>®
En injectant ces relations dans 1’équation (EH), nous obtenons :
C'(z)e ™ —20(z)e 2 +2C(z)e 2 =75

d’ou
Cl _ e—%+23¢

soit 5

d’ou la solution particuliére recherchée (prise pour K =0) :

3
Yo = <5e,§r> e—2m

La solution générale de I'équation ([EZ]) est donc :

o) = (Sedr 4 ) e

ol C est une constante réelle.
Identifions cette constante pour que la condition au limite soit satisfaite.

y(0) = (§)+C> —2

D’ou

La solution recherchée est donc :
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3.1 Equations différentielles d’ordre 1 5

e Exercice 3.6: Déterminer la forme générale de la solution de l’équation différentielle (E@) :

2zy
r_ -1 E6
2 +1 (E6)

Y
Solution : On peut écrire 'équation (ER) sous la forme :
(2?2 + 1)y — 22y = 2% +1
C’est une équation différentielle du premier ordre & coeflicients non constants du type

A(x)y' + B(x)y = f(x)

On résoud 'équation homogéne, puis on recherchera une solution particuliére.

1. Solution de I’équation homogéne :

(z® + 1)y) — 2y, =0

dyx

2

1))— =2

(z® + >dx Y1
dy:1  2zdx
v 2?41

Les variables sont séparées, on intégre séparément les membres de droite et gauche.
In|yi| = ln’gc2 + 1’ + K

y1=C(2* +1)
ou C est une constante réelle.
2. Solution particuliére : on applique la méthode de la variation de la constante. On suppose donc

que :
yo = O(x)(2® + 1)

o= C'(@)a? +1) + 2C(x)
En injectant ces relations dans I'équation ([Ef]), nous obtenons :
(2 +1)2C" +22(2® +1)C — 22(2x®* + 1)C = 2% + 1
d’ot
1

C'=——
2 +1

soit
C = arctan(z) + K

d’ou la solution particuliére recherchée (prise pour K = 0) :
yo = (2% + 1) arctan(z)
La solution générale de I’équation (EG) est donc :
y(x) = [arctan(z) + C] (z + 1)

oul C' est une constante réelle.
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3.1 Equations différentielles d’ordre 1 6

e Exercice 3.7: Déterminer la forme générale de la solution de l’équation différentielle (E7) :
/ 1.
Yy +ycos(z) = 3 sin(2x) (E7)

Solution : C’est une équation différentielle du premier ordre & coefficients non constants du type
A(z)y' + B(x)y = f(z)
On résoud I'équation homogéne, puis on recherchera une solution particuliére.
1. Solution de I’équation homogéne :
Yy + y1 cos(z) =0

dy

e +y1 cos(x) =0
. = — cos(z)dz
n

Les variables sont séparées, on intégre séparément les membres de droite et gauche.
In|y1| = —sin(z) + K
Y = Ce™ sin(x)
oul C est une constante réelle.
2. Solution particuliére : on applique la méthode de la variation de la constante. On suppose donc

que : _
y2 = C(x)(e”¥")

vy = C'(2) (e ") — C(z)(cos(z)e™ ")
En injectant ces relations dans I'équation ([Ef]), nous obtenons :
i g 5 1

O (x)(e™ 5@ — C(z)(cos(z)e™ @) 4 O(z)(e™*™®) cos(z) = 5 Sin(2z)

d’ou 1
C' = 3 sin(2z)esn(®)
Or, sin(2z) = 2sin(x) cos(z) d’ou :
¢’ = sin(z) cos(z)es )

Pour calculer C(x) il faut intégrer par parties : Posons u = sin(x) et dv = cos(z)es™®) soit du =
cos(z) et v = e, On a alors :

C= /sin(x) cos(z)es™ @ dg = sin(z)esn(®) — /cos(x)esm(z)dx

C = Sin(x)esin(ac) _ esin(gc)
d’ou
yo = sin(z) — 1

La solution générale de 1’équation (ET) est donc : y(z) = Ce™5™(*) 4sin(x) — 1 ot C' est une constante
réelle.
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3.2 Equations différentielles d’ordre 2 7

3.2 Equations différentielles d’ordre 2

e Exercice 3.8: Déterminer la forme générale de la solution de l’équation différentielle (EJ) :
y' =2y +2y=0 (E8)

Solution : C’est une équation différentielle homogéne du second ordre & coefficients constants. On
suppose une solution du type y = €"”, ce qui conduit & I’équation caractéristique :

r?—2r+2=0

A=(-2)2—-4%2=-4<0

A = (2))?
Cette équation admet deux racines complexes conjuguées :
2-2j :
ry = 5 = 11—y
“ 242
’]"2 = 2 ] = 1 +]

La solution peut s’écrire :
y = Ae"® 4 Be™® = Ae1 )T 4 Be(lti)e — eI(Ae(*j)f + Be(j)m)

y =€” (C cos(z) + Dsin(z))

ou C et D sont des constantes réelles.

e Exercice 3.9: Déterminer la forme générale de la solution de l’équation différentielle (E9J) :
y' =y ty=e* (E9)

Solution : C’est une équation différentielle du second ordre a coefficients constants. On résoud 1’équa-
tion homogéne, puis on recherchera une solution particuliére.

1. Solution de I’équation homogéne : On suppose une solution du type y = €"*, ce qui conduit a
I’équation caractéristique :
r?—r+1=0

A=(-1)>-4=-3<0
A= (V3))°

Cette équation admet deux racines complexes conjuguées :

1+v3j 1 V3.
M=——"==+—=J
2 2 2
et
1-v3j 1 V3.
To =—m—77 = = — —
2 2 2 2’
La solution peut s’écrire :
y = Ae™* + Be™" = A + BeF)e — e%"”(Ae(§j)x + Be(*gj)m)

Y= 2 <C’cos(\g§x) + Dsin(\f’l‘)>

ou C et D sont des constantes réelles.
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3.2 Equations différentielles d’ordre 2 8

2. Solution particuliére : Le second membre est de la forme ™%, avec m = 2. m n’est pas racine
de l’équation caractéristique, on recherchera donc une solution particuliére du type y = Ae?®.

yh = 2Ae*"
Yy = 4Ae%®

En injectant ces relations dans 1'équation (E3J)), nous obtenons :

1
A==
3

1
76293

2/2:3

La solution générale de I'équation (EJ) est donc :

x 3 3 1
y(z) =e2 <C cos(%x) + Dsin({x)) + 562‘” ou C et D sont des constantes réelles.

e Exercice 3.10: Déterminer la forme générale de la solution de I’équation différentielle (EI0) :
y'+dy=1 (E10)

Solution : C’est une équation différentielle du second ordre & coefficients constants. On résoud I’'équa-
tion homogéne, puis on recherchera une solution particuliére.

1. Solution de I’équation homogéne : On suppose une solution du type y = €"*, ce qui conduit a
I’équation caractéristique :

r?+4=0
A=-16<0
A = (45)
Cette équation admet deux racines complexes conjuguées : 71 = 2j et ro = —2j. La solution peut
s’écrire :
y:Aer1m+Ber2x _ Ae(Qj)z +B€(_2j)x
ou

y = C cos(2z) + D sin(2x)
ou C et D sont des constantes réelles.

2. Solution particuliére : Le second membre est de la forme d’un polynéme de degré 0. On recher-
chera donc une solution particuliére du type yo = A.

Y2 =0
Yz =0
En injectant ces relations dans 1’équation (EIQ), nous obtenons :

1
yzzAzi

La solution générale de I'équation (EI0Q) est donc :
1
y = Ccos(2x) + Dsin(2z) + 7 ot C' et D sont des constantes réelles.

e Exercice 3.11: Déterminer la forme générale de la solution de I’équation différentielle (EI11) :
Y — 4y = xe®® (E11)

Solution : C’est une équation différentielle du second ordre a coefficients constants. On résoud 1’équa-
tion homogéne, puis on recherchera une solution particuliére.
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3.2 Equations différentielles d’ordre 2 9

1. Solution de I’équation homogéne : On suppose une solution du type y = €"*, ce qui conduit a
I’équation caractéristique :
r?2—dr =0

Cette équation admet deux racines réelles : 71 = 0 = et 7o = 4. La solution peut s’écrire :

y = Ae"® + Be™* = A+ Be*”

ou A et B sont des constantes réelles.

2. Solution particuliére : Le second membre est de la forme P(z)e™*, avec m = 2 et P(x) un

polynome de degré 1. m n’est pas racine de l’équation caractéristique, on recherchera donc une
solution particuliére du type y» = Q(z)e?® avec Q(x) polynome de degré 1, soit :

Yo = (cx + d)e*”

s = 2z +d) + )
yh = (4cx + 4d + 4c)e*®

En injectant ces relations dans I’équation ([EIT]), nous obtenons :
(dex +4d +4e) —4((2(cx +d) 4+ ¢)) ==

d’ou

4c—8c=1 c=——
4d+4¢c—8d —4c =0

d’ou :
_ _l 2x
Y2 = 45106

La solution générale de I’équation (EIT)) est donc :

1
y(z) = A+ Be** — erh ot A et B sont des constantes réelles.

e Exercice 3.12: Déterminer la forme générale de la solution de I’équation différentielle (E12) :
xy” + 2y = 41n(x) (E12)

Solution : C’est une équation différentielle du second ordre a coefficients non constants. y n’intervient
pas explicitement dans ’équation, on peut donc par le changement de variable z = 3’ se ramener a la
résolution d’une équation différentielle du premier ordre (E12b) :

zz' + 2z = 4In(x)

Cette équation est linéaire a coefficient non constants. On résoud ’équation homogéne, puis on recher-
chera une solution particuliére.

1. Solution de I’équation homogéne :

zzi +221=0
le
=l _ o
X dx Z1
da _ _,dz
Z1 x
C
z1 ﬁ

ou C est une constante réelle.
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3.2 Equations différentielles d’ordre 2 10

2. Solution particuliére : On applique la méthode de la variation de la constante. On suppose donc

une solution particuliére du type : 2o = Cm(,f )
L Cw 0w
2T g2 x3

En injectant ces relations 1’équation (EI2b), on obtient :

C'(x C(x C(x
L6406 406
C’a(:x) =4In(x)

C’ = 4z 1n(z)

On peut intégrer cette différentielle par parties, en posant u = In(x) et dv = 4xdx. On a alors

du:% et v = 222
2
C = /4xln(x) = 9272 In(x) — / 2a”d

x
C(z) =222 In(z) — 22
d’out
22 In(z) — 2?

zo(x) = — Q= 2In(z) — 1

La solution générale de I'équation (EI2b) est donc :
C
z(z) = e +2In(z) -1
On a donc : o
Y (z) = =+ 2In(z) —1
Soit :

y:—%+2(xln(x)—a:)—x+K

C
D'ou : y = z(2In(xz) —3) — — 4+ K ou C et K sont des constantes réelles.
T

e Exercice 3.13: Déterminer la forme générale de la solution de I’équation différentielle (E13) :
Y — 4y =4e™ > (E13)

Solution : C’est une équation différentielle du second ordre a coefficients constants. On résoud 1’équa-
tion homogéne, puis on recherchera une solution particuliére.

1. Solution de I’équation homogéne : On suppose une solution du type y = €"*, ce qui conduit a
I’équation caractéristique :
2 —4=0

Cette équation admet deux racines réelles : 1y = 2 et ro = —2. La solution peut s’écrire :
Y :Aerlr +Ber2x _ Ae2z +Be—21

ol A et B sont des constantes réelles.

2. Solution particuliére : Le second membre est de la forme €%, avec m = —2 . m est racine de
l’équation caractéristique, on recherchera donc une solution particuliére du type yo = Cre 2% |
soit :

yh = (—2Cx + C)e "
Yy = (4Cx — 4C)e™ "
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3.2 Equations différentielles d’ordre 2 11

En injectant ces relations dans 1’équation (EI3), nous obtenons :
(4Cx — 4C — ACx)e " = 4e™2®

Soit :
C=-1

yo = —we 2"

La solution générale de I’équation (EI3)) est donc :
y = Ae?* + (B — x)e 2* ou A et B sont des constantes réelles.

e Exercice 3.14: Déterminer la forme générale de la solution de l’équation différentielle [ET]) :
y' — 3y + 2y = xe*® +sin(x) (E14)

Solution : C’est une équation différentielle du second ordre a coefficients constants. On résoud 1’équa-
tion homogéne, puis on recherchera une solution particuliére.

1. Solution de I’équation homogéne : On suppose une solution du type y = e"*, ce qui conduit a
I’équation caractéristique :
r?—3r4+2=0

A=9-8=1
Cette équation admet deux racines réelles : 71 = 1 et 79 = 2. La solution peut s’écrire :
y = Ae"® + Be™® = Ae® + Be*®

ol A et B sont des constantes réelles.

2. Solution particuliére : Le second membre est une cominaison linéaire de fonctions de la forme
P(z)e™*, avec m = 2 et P(x) polyndome de degré 1 et d’une fonction trigonométrique. m étant une
racine de I’équation caractéristique, on recherchera donc une solution particuliére du type

Yo = (C12% + Cox 4 C3)e** + (acos(z) + Bsin(x))

soit :
Yy = (2(01332 + Cozx + C5) + 22Cy + 02)62‘8 — asin(z) + 5 cos(z)

ylz/ = [2(201332 + (202 + 201)]) +2C5 + Cg) +4Cx + 20_5_201} e

En injectant ces relations dans I’équation (EI4]), nous obtenons :

(2012 + Cy 4+ 207) €** +sin(x)(a + 383) + cos(z)(B — 3a) = xe** + sin(z)

Soit :
Cr — 1
201 =1 172
02+201:0 02:7]_
a+38=1 = o= 3
B—3a=0 110
ST
. . o 1, ., 3 1
On obtient donc la solution particuliére (pour C's = 0) :y; = (gx —z)e’” + (1—0 cos(x) + 10 sin(z))
1 3 1
D'ou : y = Ae” + (§x2 — 1+ B)e*® + (E cos(z) + 10 sin(x)) ot A et B sont des constantes réelles.
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3.2 Equations différentielles d’ordre 2 12

e Exercice 3.15: Déterminer la forme générale de la solution de I’équation différentielle (E13) :
y" =3y + 2y = 227 + 3> (E15)

Solution : C’est une équation différentielle du second ordre & coefficients constants. On résoud I'équa-
tion homogéne, puis on recherchera une solution particuliére.

1. Solution de I’équation homogéne : On suppose une solution du type y = €"*, ce qui conduit a
I’équation caractéristique :

r?=3r+2=0
A=9-8=1
Cette équation admet deux racines réelles : 71 = 1 et 79 = 2. La solution peut s’écrire :
y = Ae™" + Be" = Ae” + Be**

ol A et B sont des constantes réelles.

2. Solution particuliére : Le second membre est une combinaison linéaire de fonctions de la forme
e™* avec m = 2 et d’'un polynéme de degré 2. m étant une racine de I’équation caractéristique, on
recherchera donc une solution particuliére du type

Yo = Dxe*® + C12? 4+ Cox + Cs

, soit :
yh = (2Dz + D)e** + 201z + Cy
yy = (4z + 4)De** 4+ 2C4

En injectant ces relations dans 1’équation (EIH), nous obtenons :

D[4z +4) — 3(2z + 1) + 2z] €** + [2C) — 3(2C 1z + Cs) + 2(C12° + Cax + C3)] = 22° + 3™

Soit :
D=3 D=3
20, =2 Cr=1
—6C, +2C5 =0 = C2=?;
20, — 3Cy + 205 =0 Cy =3

On obtient donc la solution particuliére :
2z 2 7
Yo = dxe™ +x +3x+§

La solution générale de I'équation (EIH) est donc :
7
y = Ae® + (B + 3x)e®® + 22 + 3z + 3 ol A et B sont des constantes réelles.

e Exercice 3.16: Déterminer la forme générale de la solution de I’équation différentielle (E10) :

y" +y = sin’(x) (E16)
Solution :

1-— 2

sin?(z) = 1= cos(2z)
2
L’équation (EI6) peut s’écrire :

Moy — 1 cos(2x)

) y= 9 9

C’est une équation différentielle du second ordre a coeflicients constants. On résoud 1’équation homo-
géne, puis on recherchera une solution particuliére.
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3.2 Equations différentielles d’ordre 2 13

1. Solution de I’équation homogéne : On suppose une solution du type y = €"*, ce qui conduit a
I’équation caractéristique :

r24+1=0
A= 4= (2)?
Cette équation admet deux racines complexes conjuguées : 11 = j et ro = —j. La solution peut
s’écrire : ' '
y = Ae™* + Be™" = Ae!* + Be *
ou

y = Ccos(x) + Dsin(x)
ou C' et D sont des constantes réelles.
2. Solution particuliére : Le second membre est une combinaison linéaire de fonctions de la forme

P(z) polynéme de degré 0 et d’une fonction trigonométrique. On recherchera donc une solution
particuliére du type yo2 = D + Cy cos(2x) + Cysin(2z) , soit :

yy = —2C1 sin(2z) + 2Cs cos(2x)

yy = —4C cos(2x) — 4Cs sin(2x)

En injectant ces relations dans I’équation (EIf]), nous obtenons :

1 2

—4C cos(2z) — 40y sin(2z) + D + Cy cos(2z) + Casin(22) = 2 COS; .
Soit : . 1
D = = D = —
2 2
1 = 1
_301 - _5 Cl = 6
3C, =0 Cy=0

On obtient donc la solution particuliére :

1 1
¥2=35 + g cos(2x)

1 1
La solution générale de I'équation (EIG) est donc : y = C cos(x) + Dsin(x) + 516 cos(2z)) ou C et
D sont des constantes réelles.

e Exercice 3.17: Déterminer la forme générale de la solution de I’équation différentielle (E17) :
Y+ Ay Ay =3e (E17)

Solution : C’est une équation différentielle du second ordre a coefficients constants. On résoud 1’équa-
tion homogéne, puis on recherchera une solution particuliére.

1. Solution de I’équation homogéne : On suppose une solution du type y = €"*, ce qui conduit a
I’équation caractéristique :
r*+4r+4=0

(r+2)°=0
Cette équation admet une racine double : r = —2. La solution peut s’écrire :
y = (Az + B)e™ = (Az + B)e™**

ou A et B sont des constantes réelles.
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2. Solution particuliére : Le second membre est une combinaison linéaire de fonctions de la forme
Ke™* avec m = —2 . m étant une racine double de I’équation caractéristique, on recherchera donc
une solution particuliére du type yo = (C122 + Coz + C3)e™ 2 | soit :

yh = [~2(Cra® + Cox + C3) + 2C1a + C] e 2"
yé/ = [4011:2 + x(402 — 801) +4C5 — 4Cy + 2C1] e 2
En injectant ces relations dans I’équation ([EIT), nous obtenons :
20 e %" =372

Soit : 5
Cl - 5
On obtient donc la solution particuliére :

3

2\ ,—2zx
5% Je

Y2 = (

La solution générale de 'équation (EIT) est donc :

3
y=(Az+ B+ 53:2)6_2“7 ot A et B sont des constantes réelles.
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