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Rappels de Mathématique : Fonctions, Dérivatiody&oppements Limités septembre 2007

Exercice 1 :
Calculer la dérivée premiére de la fonctib(x) = In(x* -1).

Correction de I'exercice 1 :
Calculer la dérivée premiére de la fonctidi{x) = In(x* —1).

df(x) _ 2x
dx xX-1
Quelques éléments : Appliquer les résultats coreerda dérivée d’'une fonction composée.

Réponse :f '(x) =

Exercice 2 :

7 - Ve - . 1 *
Calculer les dérivées successives de la foncfigx) =—, xOR .
X

Correction de I'exercice 2 :

L . . . 1 .
Calculer les dérivées successives de la foncfi¢x) =—, xOR'.
X

n!
X n+l

Réponse :f " (x) = (-)"

Quelques éléments : Prouver la propriété par réooe aprés avoir validé les premieres
dérivées.

Calculons les premiéeres dérivées pour voir apparafie éventuelle récurrence.
-1 2 23_-6
f')=—, F'"X)=—, t"X)="—F=—
(x) v (x) v (x) 7
D’aprés ces résultats , on peut poser comme hypetthe récurrence :
n!
P fV(x)=(-1"

n- n+l
X

P, est vrai.
Supposon® vraie pourk < n, alors f ™ (x) = (f™)'(x)

1090 = [ (-nl]| - DX gerivee de rinverse diune fonctioEij SN
(x") u u
|
£ (x) =] (-2)" n!]{—(”);—nl)zxn} = (—1)“*1(”%3 doncP,.; est vraie

Ceci prouve que la propriété est vraie pour totieenaturel n.

Exercice 3:

Etudier les variations de la fonctioh(x) =In(e‘ +1). On vérifiera que lorsque x tend vers
+oo, la courbe représentative flest asymptote a la droite d’équatips x. Montrer que cette
fonction admet une fonction réciproqde™ et expliciter cette derniére.
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Correction de I'exercice 3 :
Etudier les variations de la fonctiori(x) =In(€* +1). On vérifiera que lorsque x tend vers

+ o, la courbe représentative de f est asymptote drédte d’équation y = x. Montrer que
cette fonction admet une fonction réciproglig et expliciter cette derniére.

Quelgues éléments :
e

e +1

lim f(X)=0 lim f(X)=+oo

X — —00 X — +00

Asymptote : Prouver

X

f'(x)=

lim (M) =1et |im (f (X) = X) =0 (en factorisan€* dansf(x), par exemple)
X — +oo X X — +oo

]O,+00[ - R

La fonction réciproquef ™
X+ In(e* -1)

La fonctionf est définie sur Relle est également continue et dérivable sur R.

X

f'(x)= X+1>O UxOR
€
f est donc continue, strictement croissante suséarble des réels.
lim f(x)=0 lim f(X)=+e
-00 0 +o00
f'(x) + +
f(x) 0 ///> +00
Asymptote :
f(X) In(1+ €) In(e'(€*+1)), _ In( &)+ In( €+1)
im (5= fim ) = im ) i x
f(x In(e™ +1
lim (%) = lim (1+¥) =1
im (F =% = jim N+ €)= ¥ = jim (IN(E( & +1)~ ¥=|im ([m( &)+ In( €+1)]- )>

im (F0)=%) = jim (X+IN(€*+1)= Y= iy (IN(&*+1))=0

X — +00 X — +00 X — +00

Ce qui prouve que la droite d’équgtiy)rx X est asymptote a la courbe représentativie de
f est une bijection d& surR"". Déterminons, la bijection réciproqtie.

Pour tout x réel,y=In(¢+1) = € = €+1- é= é-1 (0, car ¥ ]0, +o[)
soit x=In(e’ -1)
La fonction réciproqué *est donc donnée par :

—1{ ]O’+°°[ - R

X+ In(e* -1)
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Exercice 4 :
Ecrire le développement limité a I'ordre 4 de ladtion définie suR-{1} par f(x) :y
-X

en0.

Correction de I'exercice 4 :

Ecrire le développement limité a I'ordre 4 de laadtion définie sur R-{1}par f(x) = SInx
enO.
p 5 S 4 4
Réponse :f (X) = x+ X +E >?+?5 X+ Xe( ¥
Quelgues éléments : Trouverd4(0) de sinx et effectuer la division...
X3
sinx=x——+ X (X
3!
X - X/6 1 - x
X — X Doooooo
Doooooo [x+x*+5/6X*+5/6 X
X  -X6 O
¥  -X O
goooo U
5/6% O
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5/6%- 5/6X 0
oo00ooo O
5/6% 0
Exercice 5:
Soit f :]—1]{ -~ R une fonction 4 fois contindment différentiable lgel que
lim  f(x)

- =1 . Trouver son développement limité a I'ordre 3oautdeO .
X - 0sinx—x

Correction de I'exercice 5 :

Soit f:]—],][_>R une fonction 4 fois contindment différentiable letel que
lim  f(x)

, =1. Trouver son développement limité a I'ordre 3ocautde 0.
X - 0sinx— X

Réponse :f (X) = —% X+ Xe( %)

Quelques éléments : Ecrire de maniere génér@d4€) def(x)

En désignant par a,+ax+axX+ axX+ X( X le DLx0) de f(x), on a:

l i
" .fi= M 2, +tax+taxX+ g X+ X X, ce qui nous permet de conclure que
X - 0sinx-x x-0 —1x3+x3£'(x)

%=8=%=0 a=-1/6

Exercice 6:
lim +/cosx -3/ cox

Calculer —
X -0 sin® X

Correction de I'exercice 6 :

JJcosx —3/ cox

Calculer —
X -0 sin® X

Réponse :—i
12

Quelques éléments : Utiliser IB$.,(0) des fonctions

lim
Puisquecosx— 1= X / 2+ X¢, (X) avec & (X= C
On peut écrire pour toutde ]41/2, M/2[
lim
Jeosx =/ 1+ (cox— 1F X /4 Xe, X) avec ‘0% (XF

—
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et

Yeosx =31+ (cox- 1F X /6 Xe, k) avec X"m053 (X

—

lim
Donc+cosx -3 cox=-X /1% ¥& &)  avec XI of (XF |

—

2

_X 32 —1+X2
lim Veosx -/ cosx _ im "1 X‘E(X)_ lim 15 f(x): 1

X0 sin? x X- 0 SirfFx _Xeo(sinsz 12

X

Exercice 7:
Etudier la fonctionf :[— 1,1] . R définie parf(x)=Arccos(4x - 3x).

Correction de I'exercice 7 :

Etudier la fonction f :[— ],1] ~ R définie par f(x)=Arccos(4x 3x).

Quelques élémentd est bien définie sur [-1, 1]

3 .
—si x0]-1/2,1/
i VX
J1:7 si x0]-1,-1/40]1/2,f

Point d’inflexion enx = 0

Vérifions quef est bien définie sur [-1, 1]. Considérons pouadalfonction g(x)=(4x - 3x).
On ag'(x)=3(4% - 1) et le tableau de variation suivant :

-1 -1/2 1/2

g'(x) + T

000 R |1\_ I

1

si x0]-1/2,1/3

Deérivées f (=9 - 8@xX-1) _]  VI-xX
J-g0y7 - %)@x-1y 1—3 g solevgojuag
Vi—X
lim £y = lim £ 103 = o
N _1+ (X) - . +1_ (X) =
lim Vo lim vor_
wqyz Ty =23
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lim lim

w1z Oz =23
3x .
—— si x0]-1/2,1/4
f(x) = _3")((1_’( )

—— si x[O|-1,-1/30]1/2,
Le graphique dd admet donc un point d’inflexion ex=0 (dérivée seconde s'annule en
changeant de signe en 0).

Tableau de variation de

1 -1/2 172 1
F(x) i ¥ i

(x) n— o

Graphique :

t 1
05 1
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