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Chapitre 2

INTEGRATION

2.1 Intégrale définie

a et b désignent deux réels tels que a < b, on s’intéresse dans cette partie aux fonctions réelles de la
variable réelle, définies sur I'intervalle fermé I = [a;b] et bornées.

2.1.1 INTEGRALE D’UNE FONCTION EN ESCALIER SUR UN SEGMENT

Définition 2.1.1 (subdivision d’un intervalle) On appelle subdivision d’un intervalle [a;b] toute fa-
mille finie s = (a;)o<i<n telle que :

a=ayg<ay...<ap_1<a,=b avec neN,n>1

Définition 2.1.2 (Fonction en escalier) Soit f une fonction réelle de Uintervalle I = [a;b] dans R.
f est une fonction en escalier si et seulement si il existe une subdivision s = (a;)o<i<n de [a;b], dite
subdivision adaptée a f, telle que f soit constante sur chacun des intervalles |ay; ags1[ (pour tout x
de lag; apy1[, on a; f(x) = yr, ol yx est une constante réelle)

Remarque : les valeurs de f aux points aq, ..., as,...,a, sont quelconques.

Note : on note £(a;b) 'ensemble des fonctions en escalier sur [a; b]

Définition 2.1.3 (Intégrale d’une fonction en escalier) Soit f une fonction en escalier sur I =
[a;b], on appelle intégale de [ sur [a;b] le réel :

b n—1
/ f(x)de = (an1 — ar)ys
a k=0

ol s = (a;)o<i<n est une subdivision adaptée o f

Remarque 2.1.1
n—1
o Leréel Y (ars1 — ar)yr ne dépend pas de la subdivision adaptée o f

° L’intégmie de [ sur [a;b] est Uaire algébrique des rectangles hachurés de la figure (Fig. 2.1) : on
affecte Uaire des rectangles situés au dessus de l'axze (Ox) d’un signe positf et 'aire de ceuz situés
en dessous de l’axe d’un signe négatif

2.1.2 INTEGRALE D’UNE FONCTION BORNEE

Soit f une fonction réelle de la variable réelle bornée sur [a;b]. Il existe des fonctions en escalier
majorant f sur [a;b], par exemple e : x — M, M désignant un majorant de f. De méme, il existe des
fonctions en escalier minorant f sur [a; b]

Définition 2.1.4 (Fonction bornée intégrable) Soit f fonction bornée sur [a;b], on dit que f est
intégrable au sens de Riemann si et seulement si il existe deux fonctions en escalier u et v telles que
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6 INTEGRATION
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FiG. 2.1 -

pour tout x € [a;b] on ait u(z) < f(xz) <wv(x) et dont les intégrales sont arbitrairement voisines.
Autrement dit :

b b
Ve >0, Jue(a;d), ve&(a;b)/uf<v et / v(a:)d;z:f/ u(z)dr < e

Interprétation graphique : I'aire comprise entre les représentations de w et v est aussi proche de 0 qu’on
le veut (Fig. 2.2)

y
77>

0 A\ X
a a, a, a, a, b

Fig. 2.2 —

b
L’ensemble des réels de la forme / u(z)dr ot u € E(a;b) et u < f sur [a;b] admet une borne
a

b
supérieure. De méme ’ensemble des réels de la forme / v(x)dz ot v € E(a;b) et v > f sur [a;b] admet

une borne inférieure.
Si f est intégrable au sens de Riemann, ces deux bornes sont égales & un réel qui s’appelle intégrale de
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2.1 Intégrale définie 7

b
f sur [a;b] que I'on note : / f(z)dz

a
Note : si f est une fonction en escalier on retrouve, bien sir, la définition 2.1.2

Théoréme 2.1.5 Toute fonction f continue sur [a;b] est intégrable au sens de Riemann sur [a;b)
2.1.3 PROPRIETES DE L'INTEGRALE

f et g sont deux fonctions intégrables sur [a;b], on a :

(a)
/[f()+g dx—/ flx dx—i—/bg(m)dm

/kf x—k/f (k € R)

(b) Si f est positive sur [a;b] , alors / f(z)dx >0
a
b

b
(c) Si f<gsur[a;b], alors / f(z) dx S/ g(x) dx

(d) Relation de Chasles
Si ¢ €]a;b[ alors f est intégrable sur [a;c] et [c;b] et :

/f dx—i—/f dx—/f
/aaf(x) dx =0 et/abf(a:) da::—/baf(x) dx

La relation de Chasles est alors valable pour ¢ € [a;b]

De plus, on démontre que, a, b, ¢ étant trois réels tels que a < b < ¢, si f est une fonction intégrable au
sens de Riemann sur [a; ] et sur [c;b] alors f est intégrable sur [a;b] et la relation de Chasles est vérifiée.
On tire de cette propriété le théoréme suivant qui compléte le Th. 2.1.5. Il est trés important car il ouvre
un champs considérable de fonctions intégrables.

Par convention, on pose :

Théoréme 2.1.6 Toute fonction f continue par morceaux sur [a;b] est intégrable sur [a;b]

Remarque 2.1.2 (Interprétation géométrique de l’intégrale)
1l vient immédiatement de la définition que l’intégrale d’une fonction continue par morceauzr sur l'inter-
valle [a;b] est représentée par l'aire algébrique délimitée par la courbe et l'axe des abscisses. (Fig. 2.3)

Théoréme 2.1.7 Si une fonction f est intégrable sur [a;b] alors |f| est intégrable sur [a;b] et :

< /ablf(x)l dz

ATTENTION : Ce théoréme doit étre utilisé dans le bon sens : prenons, par exemple, la fonction g
définie par :

z) dx

g:[0;1] — R
r — 1 si z€Q
x — =1 si z&Q

|g| est intégrable sur [0; 1] mais ¢ ne ’est pas

Théoréme 2.1.8 (Inégalité de Schwarz) Soient f et g deuz fonctions intégrables sur [a;b] alors fg

est intégrable sur [a;b] et :
b b
< \/ [ @y dx\/ [ (ot

x)] dx
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8 INTEGRATION

=V

Fic. 2.3 -

Démonstration : Nous admettons que fg est intégrable. Soit £k € R on a :

((f + kg)(@))? = f2(2) + 2k (2)g(x) + k*g* ()
Donc :

/ab((f"'kg)(x))z da::/:(f( ) dx+2k/ f(z dx+k2/ab(g($))2 de

Or Vk e R, f: ((f 4 kg)(z))? dz > 0, donc le trinome en k qui constitue le deuxiéme membre de I'égalité
précédente doit étre positif quelque soit k, son discriminant doit donc étre négatif ou nul, ce qui équivaut

| (/ab f(z)g(z) d:v>2 —/ab (f(au‘))2 da;/ab (g(x))2 dz <0

2.1.4 THEOREME DE LA MOYENNE, VALEUR MOYENNE D’UNE FONCTION SUR UN
SEGMENT

D’ou le résultat.

Théoréme 2.1.9 (Théoréme de la moyenne) Soient f une fonction continue sur un intervalle [a;b]
(avec a £ b), m et M les bornes inférieures et supérieures de f sur [a;b] . Alors il existe pu compris entre

m et M, tel que f;f(:c) dr = u(b—a)

Démonstration : on a m < f(x) < M , on en déduit :
b b b
/md;vg/ f(ac)dacg/de

b
m(b—a)g/ f(z) de < M(b—a)

Et donc :

Enfin

_b_a/ f(a)do (=p) <M

Définition 2.1.10 fest une fonction intégrable sur un intervalle [a;b] , avec a # b. La valeur moyenne

de f sur [a;b] est le réel
b
= bia/a f(z) dzx

Si, de plus f est continue sur [a;b], il existe une valeur ¢ de x comprise entre a et b et telle que u = f(c)
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2.2 Primitives. Calcul des intégrales définies 9

Interprétation géométrique

Pour une fonction f positive sur [a;b]

On suppose que m < f(z) < M . L’aire du domaine associé a f sur [a;b] est comprise entre aires des
deux rectangles ABCD et ABEF.( (m(b—a) est l'aire du rectangle ABCD et M (b—a) celle du rectangle
ABEF)

Cette aire est égale a l'aire du rectangle d’aire u(b — a), u étant la valeur moyenne de f sur [a;b] .(Fig
2.4)

F Cf/\
m D / C

FiG. 2.4 —

2.2 Primitives. Calcul des intégrales définies
2.2.1 PRIMITIVES

Définition 2.2.1 (Primitive) f est une fonction continue sur un intervalle [a;b]. On appelle fonction
primitive de f sur [a;b] toute fonction F, dérivable sur [a;b], telle que F'(x) = f(x), pour tout x de

[a0].
Théoréme 2.2.2 f est une fonction continue sur un intervalle [a;b]. Pour tout x de [a;b] , la fonction

F:xw— / f(t) dt est dérivable et sa dérivée est f
a

Soit f continue sur [a;b], x € [a;b], la fonction F : z — / f(t) dt est la primitive de f qui s’annule

au point z = a
2.2.2 FAMILLE DE PRIMITIVES

Soit F et G deux fonctions définies pour tout = réel par : F(z) = 2% + 4 et G(x) =22 — 1
Pour tout z réel, on a : F'(z) = f(z) et G'(x) = f(x)
F et G sont deux primitives de f , elles différent d’une constante.

Théoréme 2.2.3 Si F' est une fonction primitive de f sur un intervalle I alors toute fonction définie
sur I par : x — F(x)+ k (ot k est une constante réelle) est une primitive de f sur I.

Ainsi, si ’'on appelle f la fonction définie sur R par f : x — x, les primitives des f sur R sont définies
1
par :x— F(x)= §x2+k

2.2.3 TABLEAUX DES PRIMITIVES USUELLES

Par lecture inverse des tableaux des fonctions dérivées usuelles, on obtient :
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10 INTEGRATION

f(z) F(x) Domaine de validité
a (a constante réelle) ax R
R si « entier naturel
x®, o réel et a # —1 %xwﬁ-l R* si « entier négatif, a # —1
]0; +-oc[dans les autres cas

1
= Inx 10; +o0]
"
e’ e’ R
sinx —cosw R
coS T sinx R

1

5 tan x T # T + km
COS“ 1 2
Shax Chzx R
Chzx Shx R

1

5 Thx R
Ch e

In (z + V1 + 2?) R

In |z + Va2 —1] ] — o0; —1[U]1; +o0]

1 1 1+=x
—1 R—-{-1;1
1— 22 21— =11
1
arctan x R
1+ 22
1
arcsin x ] —1;1]

2.2.4 PRIMITIVES ET CALCUL INTEGRAL

Proposition 2.2.1 Toute primitive d’une fonction continue sur [a;b] s’écrit sous la forme

F:xH/ f(t) dt+k
ot k est une constante réelle.
Si F' est une primitive de f alors
b
| @ da=F0) - F@

Note : le résultat ne dépend pas de la primitive choisie.
En effet, si G est une autre primitive de f, on a : G(z) = F(x) + k.
Et donc : G(b) — G(a) = F(b) + k — (F(a) + k) = F(b) — F(a)

Remarque 2.2.1 Dans les calculs il est commode d’utiliser I’écriture :
’ b
| @z =F@) = P - Fla)

Note : le choix de la variable d’intégration ne modifie pas le résultat : f; f(z) de = f; f(t) dt. On dit
que la variable d’intégration est muette, on peut remplacer x par n’importe quelle autre lettre (sauf les
bornes a ou b).

e Exemple 2.1: Calculer : [ = fol (2t —1)2 dt

1 1
Ona:I:/ (2t71)2dt:/ (46 — 4t +1) at
0 0

1 1 1
doncI:4/ t2dt—4/ tdt+/ dt
0 0 0

4 Loy 1
et donc I = [t3—2t2+t} =——-241-0==
3 o 3 3
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2.3 Intégration par parties 11

2
e Exemple 2.2: Calculer : J :/
1

Zp—1 27101
Ona:J:/ x dx:/ —— — ] dx
. a2 1 \z 22
2

1 1 1
doncJ:[lnx—l—] =In2+--1=In2- -
x|, 2 2

Définition 2.2.4 (Intégrale indéfinie) On désigne ’ensemble des primitives de f par le symbole

/f(:v)dx

qui se lit "somme de f(x)dx" et qui est appelé intégrale indéfinie.
Les propriétés de la dérivation de la composée de deux fonctions dérivables nous permettent de donner
les propriétés suivantes :
(a) [u/(z)cos (u(z))dr = sin (u(z)) + k
(b) [u/(x)sin (u(z))dz = — cos (u(z)) + k
(c) [u/(z)e"@dy = e + k

/
(d) Siu ne s’annule pas, / Z((;U)) de =Inlu(z)| + k

(e) Siu ne s’annule pas lorsque « € Z_ et si u est strictement positif lorsque o n’est pas entier

1
/ ad _ a+1 k
[ @ @) de = — @) +
e Exemple 2.3: Déterminer [ —/
P TQ
T 1 _1
Ona: —— = 22 (2% +1)" 2
1x2+1 2 ( )
T 1
donc I = 7dac:{ x2—|—1] =v2-1
/0 Va2 +1 0
Loy
e Exemple 2.4: Déterminer J = / — dt
0 241
1 1 1
t 1 2t 1 1 1
= —— dt = - dt=|=In(t?+1)] ==In2—=-Inl=Inv2
J /0 2+ 1 /02 [ZE] {2n( +)]0 In2-gll=Inv2

e Exemple 2.5: Déterminer K (z) = [zsin(z? +1) dz
2 1 2 1 2
K(z)= [ zsin(z®+1) dx = 3 2xsin(z” + 1) doe = ~5 cos(z®+ 1)+ k

2.3 Intégration par parties

Théoréme 2.3.1 u et v sont deuz fonctions dérivables un intervalle I et telles que u' et v’ soient
continues sur I. Pour tous réels a et b de I, on a :

Démonstration : u et v étant dérivables sur I, la fonction uv est dérivable sur I et (uv) = u'v+uv’
u’ et v’ étant continues sur I, les fonctions v'v et uv’ et par suite la fonction (uv)’ sont continues sur
I, on peut donc intégrer chaque membre de cette égalité entre a et b.
On écrit uv’ = (uv)’ — u'v
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12 INTEGRATION

Done /abu(x)v/(x) do = /ab (v (z) dz — / o (@)o(a) da

et donc

car uv est une primitive de (uv)’

1
e Exemple 2.6: Calculer I; = / ze® dx;
0

On pose u(z) = z et v/'(z) = ",
on obtient u'(z) =1 et v(z) =e”

1 1
donc I = / ze® dr = [xe”‘](l) —/ e” dx
0 0

donc I; =e — [e“”}é

Enfin [ =e—(e—1)=1

e Exemple 2.7: Calculer I = / Int dt (avec z > 0)
1

Calcul de I : pour tout t > 0, on pose u(t) =Int et v'(t) =1,
. p 1
on obtient u'(t) = n etv(t) =t

x T
dOIlCIQZ/ lntdt:[tlnt]f—/ dt

1
T

1
donc Iy = zlnx — [t];
Enfin Iy =alnz—x2+1

2.4 Intégration par changement de variable
2.4.1 CHANGEMENT DE VARIABLE DU TYPE t— at +b (a # 0)
e Exemple 2.8: On se propose de calculer d’une nouvelle fagon l'intégrale I = [ 01 (2t —1)% dt

Si l'on pose x =2t — 1
. dx 1
On obtient : i 2, et donc : dt = idm

Pourt=0,ona:z=—-1,etpourt=1,ona:x=1.
La fonction ¢ : t — 2t — 1 continue et strictement croissante sur l'intervalle [0 ; 1], réalise une bijection

de [0 ;1] sur [-1 ;1]
I devient :
1 1 1 1/t
I:/ (2t—1)2dt:/ x2><fdx:f/ z? da
0 ~1 2 2/

Enfin, on obtient :

On admet le résultat :

Théoréme 2.4.1 Soit x = p(t) = at + b, avec a # 0. Si f est une fonction de continue sur ¢([t1;t2]).

Ona:
to 1 ato+b
/ flat +b) dtz;/ f(z) dz
11 a

t1+b
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2.4 Intégration par changement de variable 13

2.4.2 CHANGEMENT DE VARIABLE DU TYPE ¢ — ¢(t)

4
1
e Exemple 2.9: on veut calculer J = / —— dt.
1 L+WE
On pose = = p(t) = v/t
d 1
On obtient : =&

dt 2yt

Ce qui peut s’écrire dt = 2v/tdx, ou encore dt = 2xdx, car © = \/t

Pourt =1,ona:z =1, et pourt =4, on a: z = 2, la fonction ¢ — /¢ étant continue et strictement
croissante sur Uintervalle [1 ; 4], ¢ réalise une bijection de [1 ;4] sur [1 ;2]

J devient : . ) )
1 1 2
J:/ 7dt:/—><2xdx:/ xdx
1 1+t 1 1+ 1 142
E t 2 _ 2 btient
N remarquan e =2 on obtient :
quatt que 3 +z 142’

2

2

J:/ (2—1+) de = [2¢ —2In(1+2)]} =4—-2In3 — (2—2In2) = 2(1 — In3 +1n2)
1 x

On admet le résultat :

Théoréme 2.4.2 On note : x = @(t), on suppose que  est continue et strictement monotone sur [ty ; ta].
Si f est une fonction de continue sur ([t1;t2]). On a :

to w(t2)
Flp(t)]e! () dt = / f(z) da

t1 (tl)

2.4.2.1 Intégration de fractions rationnelles en sin et cos

On s’intéresse ici au calcul des intégrales du type :

/b f (sin(x), co
.+ 9(sin(z),co
ou f et g sont deux polynomes.

Pour calculer ce type d’intégrales, un changement de variables possible est :

xT

@) [ o
S ))daﬁ—/a H(x)d

T
t = tan —
2
1 9 (T
On a alors : dt = 3 {1 + tan (5)] dx
2
Soit : dov = ——dt.
oi T T
On utilise les formules de trigonométries :
2t
SiIl(Z’) = m
1—t2
cos(z) = T

pour réécrie l'intégrale en t.
Ce changement de variable marche toujours mais peut parfois conduire & des calculs longs et fastidieux.
Dans certains cas, d’autres changements de variables permettent de simplifier les calculs :

e si H(z)dz reste invariant quand on change x en (—x), on pose : t = cos(x)

e si H(z)dx reste invariant quand on change x en (7 — z), on pose : ¢t = sin(x)

e si H(z)dx reste invariant quand on change x en (7 + z), on pose : t = tan(z)
Dans tous les cas, il est trés souvent utile d’exploiter la relation sin?(z) 4 cos?(z) = 1 pour exprimer
sin(z) en fonction de cos(z) et inversement.

Maths Rappels



14 INTEGRATION

e Exemple 2.10: Calculer I = /Qdix
sin”(z) cos(x)
S .t . H = .
01 (1’) Sin2 (J}) COS(I‘)
1 1
H(r—2z2) = - _
o sin’(m — ) cos(m — ) sin?(z) cos()

Donc : H(z)dx reste invariant quand on change = en (7 — ), on pose donc ¢t = sin(x)

dt = cos(x)dx = \/1 — sin®(z)dz, d’ou : do = \/%

d dt

Dou: I = /2730 = /ﬁ I s’intégre en décomposant la fraction rationelle en ¢ en
sin”(z) cos(x) t2(1 — t?)

1 1 1 11

éléments simples (voir paragraphe suivant) : m =2 + 311 + 2111
D’ou :

I - /l+l/L+/1L
e 22 ) 1-¢ 21+t

1 1 1
; 2Zn| t|+21n| +t/+C
1 1 1+t
= ——4Zp|—/=
t+2n'1—t +C
1 1 1 i
dou: Il =—— + =In Ln(z) + C ou C est une constante réelle.
sin(z) 2 |1 —sin(x)

2.4.2.2 Intégration de fonctions comprenant des radicaux

On s’intéresse ici au calcul des intégrales du type :

/ab R(zx,y)dx

ot R(z) représente une fonction faisant intervenir z et un radical y(x).

Suivant y(z) différents changements de variable sont possibles :

2dt
e si y(x) = \/aix + ag, on pose t? = a;x + ag On a alors : 2tdt = aidx, soit dr = —

aj
b 2
te — 2t
1:/ R( ao,t) Zat
a ai ai

Résoudre I, revient & calculer :

e siy(x) = Vax? +arx +ag = ,| a2

Suivant les valeurs de ag, a1 et as ,on peut avoir différents changements de variable :

o si agr? + a1 + ag = k? [(x —a)’ + ﬂQ} on posera : tan(t) = i ; 2 ou sh(t) = R
o si agw? + a1z + ag = k? [(x —a)’ - ﬂz} on posera : ch(t) = i ; <
o si agr? + a1 + ag = k? [— (z—a)’+ 62} on posera : sin(t) = i ; c

dxr

e Exemple 2.11: Calculer I = /7
p V1l —x
Posons : t? = 1 — z, soit 2tdt = —dx et doz = —2tdt, d’ou :

1—/ dx __/ 2tdt __2/ dt
) aI—2 (1—t2)t (1—t2)
or— -1 1 g

1-12) 20—t 20+ "

dt dt
I =— — =In|l—¢t|—In|1+¢+C dou:
/(l—t) /(1+t) n| | —In|1+¢+ ol
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2.4 Intégration par changement de variable 15

1—-—+1-—
I=1In v —® + C ou C est une constante réelle.
1++vV1—2x

e Exemple 2.12: Calculer J = / V4 + x?dx
4 + 22 est du type k? [(xfa)2+[32} aveca=0,8=2¢t k=1.

e Posons : sh(t) = g, soit ch(t)dt = dg et de = 2ch(t)dt, d’ou :

J = /\/de
= /1/4(1+(§>2dx
= / O T sh2{0)26h(t)dt

= 4/ch2(t)dt

_ 4/1+0211(2t)dt

- 2/(1 + ch(26))dt

= /dt+2/ (2t)d

= 2t+sh(2t)+C

= 2t+2sh(t)ch(t) + C
= 2t +2sh(t)\/1+ sh?(t) +C

d’ou : J = 2Argsh (g) + g\/él + 22 + C ou C est une constante réelle.

d
e On peut également poser : tan(t) = g, soit (1 + tan?(t))dt = ; et dor = 2(1 + tan?(¢))dt

mais comme nous allons le voir les calculs sont plus fastidieux. On a :
J = / V4 + x2dx

N 2
- /,/4(1+ (5) dz
= 4/\/(1+tan2(t)(1+ta112(t)dt
2 3
= 4 [(1+4tan=(t))=dt
. 4/L
cos3(t)
Posons : z = sin(t), d’ott dz = cos(t)dt, et cos?(t) = 1 —sin*(t), d’oit :

J

Il I

=~ H~
—~ o
= @}

R &
| l—‘/& o+
N ~+~
) ~—
~
N

U
I3

dz

1
4 —
/ [(1—2)(1+2)°

En faisant une décomposition en éléments simples du membre de droite, on obtient :
1 N 1 1 1

5 = 7 + + +

(1—2)1+2) *LA-2) (Q+2) (1422 (1-2)?
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16 INTEGRATION

d’ou :
1 1 1 1
7= /[(1—,2) tar) Tarr Ta—ap
142 1 1
= 1“‘(1_,2) “arataza e
Soit en revenant a la variable ¢ :
N 1+sin(t) | 1 1
7= (1—sin(t))| (1 +sin(t)) - (1 — sin(t)) e
(1 +sin(t))? 2sin(t)
In — C
(—sn2(t)) | (1—sm2(®)
o (1+sin(t))? 2sin(t)
= P o) | T o) T
= In (1 jozm ) + 2tan(t) cos(l) +C
= In (cos + tan( t)> + 2tan(t)/1 + tan?(t) + C

= /1 +tan?(t), d’ou :
J = 2In|y/1+ tan?(t) + tan(t ‘+2tan )1+ tan?(t) + C

1‘2 X X 1‘2
= 2\ /14 + D) +254/1+ =
n\1+ T+ 251+ +C

1 1
= 2In 5(\/4+$2+$) +§m\/4+:102+0

1
J=2In(v4+ 22 +2x)+ §x\/4+:172+D

ou D est une constante réelle.

2.5 Intégration de fractions rationnelles
2.5.1 DECOMPOSITION D’UNE FRACTION RATIONNELLE EN ELEMENTS SIMPLES

éléments irréductibles : les éléments irréductibles non constants dans R[X] sont les polynomes de
degré 1 et les polynémes de degré 2 a discriminant strictement négatif.

S
éléments simples : on appelle élément simple toute fraction rationnelle de la forme -5, avec degré(S) <degré(B),

ou S et B sont des polynémes, n un entier naturel et B un élément irréductible.

Toute fraction rationnelle s’écrit de facon unique comme somme d’un polynéme et d’éléments simples :

ot les a; sont les m racines réelles d’ordre A; du polynome Q(z).
Décomposer une fraction rationnelle en éléments simples consiste & déterminer le polynome E(x) et
les coefficients C; ;, M; et IN;.
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2.5 Intégration de fractions rationnelles 17

23 + 522 + 8z
(x+2)(z+3)

On effectue la division suivant les puissances croissantes, on obtient :F'(z) = z 4+

e Exemple 2.13: Soit F(x) =

2x
(x+2)(x+3)
On écrit ensuite :
2z Ch Cs
= —+ s
(z+2)(x+3) x+2 x+3
4

On obtient :F(x) =z —

C1 et Cy étant des réels que 'on peut trouver par identification.

6
x+2+x+3

2.5.1.1 division de polynémes suivant les puissances décroissantes

Soient P(z) et Q(x) deux polnomes de degré p et ¢ respectivement avec p > ¢. Diviser P par @
consiste a déterminer les polynémes E et R tels que :

avec degr(R) < degr(Q).

e Exemple 2.14: Soit P(z) = 2* + 223 + 522 + 42 + 1 et Q(z) = 2% + 3z + 1. Divisons P par Q
suivant les puissances décroissantes :

8
IS
_|_

2z + bz 4+ 4z 4+ 1 | 22 +3zx+1

—(z*  + 323 + 2?)

3 + 42 J_r dx
23

|
|
|
SR T |
e |
722 4+ b+ 1 |
— (722 + 21z + 7) |
.
— 16 — 6
P —16x —
D’oﬁ:QEi;a:2x+7+:62f;$_~_61801t:E(x)x2x+7etR(:v)16x6.

2.5.1.2 décomposition en éléments simples

On s’intéresse ici a la décomposition en éléments simples de la fraction de deux polynomes R(x) et
Q(x) de degré r et g respectivement et tels que r < q.
Décomposer une telle fraction rationnelle en éléments simples consiste & déterminer les coeflicients C; ;,
M; et N;.

ol les a; sont les m racines réelles d’ordre \; du polynéme Q(x).
Nous présentons ici les cas les plus fréquents :

e () admet des racines réelles d’ordre supérieur a 1
exemple : () admet 2 racines : a d’ordre 3 et b d’ordre 1 :
R(z) _ R(z)
Q@) ~ @—ap@—b)
Décomposer la fraction rationnelle en éléments simples consiste & déterminer les coefficients ¢y, co,
c3 et dy tels que :

) 4L s dy
G-ape—b) (-0 @-a @-ap @-b
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18 INTEGRATION

e () admet des racines réelles et des complexes conjuguées
exemple : () admet 2 racines réelles : a d’ordre 1 et b d’ordre 1 et deux racines complexes conjuguées :
R(z) _ R(x)
Q(z)  (z—a)(z—0b)(z? + cz +d)

avec A=c>—4d <0

Décomposer la fraction rationnelle en éléments simples consiste & déterminer les coefficients aq, as,
(1 et Bs tels que :

R(z) o} o2 Bz + B2

(x —a)(x —b)(x® + cx +d) (x—a)+(x—b) 2?2+cr+d

e () admet des racines réelles et des complexes conjuguées d’ordre supérieur a 1
exemple : () admet 1 racines réelles : a d’ordre 1 et deux racines complexes conjuguées d’ordre 2 :
R(x) R(x)
Q)  (z—a)(@®+cr+d)?

avec A =c? —4d <0

Décomposer la fraction rationnelle en éléments simples consiste a déterminer les coefficients a1, 51,
Ba, Y1 et 2 tels que :

R(x) . om prz + Bo YT + Y2

(x—a)(@®?+cx+d)? (r—a) 224+cx+d (22+cx+d)?

z? + 3z _ R(x)
ri 4203+ 222+ 22 +1  Q(x)
Factorisons Q(x), —1 étant racine double du polynome, on a :
Qz) = (z+1)*(2* +1)
DécomposerF'(z) en élements simples revient a déterminer les coeficients A,B, C et D tels que :
2?4+ 3z A L B n Cx+D
(z+1)2(22+1) z+1 (z+1)2  (22+1)
En réduisant au méme dénominateur, on trouve :

e Exemple 2.15: Soit la fraction rationnelle :F'(x) =

Alz+1)(z?+ 1)+ B(z?* + 1) + (Cx + D)(z + 1)?

o= EERVIFRSY

3(A+C)+2?(A+B+2C+D)+x2(A+C+2D)+ (A+ B+ D)
(x+1)2(z2+1)

Par identification, on a :

P
2
A+C=0 B=-1
A+B+204+D=1 _
A+C+2D=3 c-1
A+B+D=0 2
3
D=2
2
1 1 1 z+3
Dot : F(z) =~ |— -
ou:F@) =5 - T Grr T @D
x? R(x)

e Exemple 2.16: Soit la fraction rationnelle :F(z) = D E 1 = 2@
DécomposerF'(x) en élements simples revient a déterminer les coeficients A,B, a1, ag, 81 et By tels
que :
x? A B a1z +as  Bix+ B
(22 —4)(22+1)2 z-2 2x+2 (22+1)  (22+1)?
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2.5 Intégration de fractions rationnelles 19

x? A . B —ax+ay  —fix+ P
(22 —4) (22 +1)2  —2—-2 —x+2 (x2+1) (2 +1)2
On peut remarque que F'(z) = F(—x). La décomposition en éléments simple étant unique, on a :
A=-B,a; =—ay et f; = —01,donc a; = B, =0 dou :

z? A A @
Fz) = 2 2 = - + 22 + 2622
(22 —4)(x2+1) r—2 x+2 (2241) (2241
En multipliant par  — 2 et en appliquant la formule pour = = 2, on obtient :
22 1

@=2F2) = Gz~ 4 2%
En multipliant par (22 + 1)? et en appliquant la formule pour z

/3223

On a donc : F(x)

F(—z)=

2 = —1, on obtient :

B 1 1 n Qg n 1
25 —2) 25(x+2)  (22+1)  5(z2+1)2
En appliquant cette relation pour x = 0, on obtient as = ——

1 1 4

dot s Flo) = o “ ) T Bz 1) 5 1)

2.5.1.3 intégration des éléments simples de premiére espéce

L’intégration des éléments simples de premiére espéce ne pose pas de probléme particulier :

1 1 1
7 dt = dt =1z —
sik#1, /(m—a)’f (k—1)(z — a)F1 + C, ou /(m_a) n|z—al+C

2.5.1.4 intégration des éléments simples de deuxiéme espéce

L’intégration des éléments simples de deuxiéme espéce est plus délicate.
1 1

On écrit =
et (2 +cx+d)*  [(z—a)2+ 3%k
et on effectue le changement de variable : ¢ = r—a
On a alors : © = a+ Gt et dx = [Bdt
Intégrer les éléments de deuxie / AT T B i revient & inté
ntégrer les éléments de deuxiéme espéce T revient & intégrer :
© P e—ar Tk ¢
A t)+ B
H:/ (a+ﬁ)+k sdt
B2k [1 + 2]
) L tdt dt
On est donc ramené¢ au calcul des intégrales : Iy = | ———— et Jy = [ ————.
[1+¢?] [1+4¢?]
tdt
e Calcul de I}, = /7k
14 t2]
on pose : u = 1 + t2 soit du = 2tdt
7 _/ tdt /dfu
k= [1 —|—t2]k - 2uk
1 1
osik=1,1 = §ln|u|+C: §ln’1+t2’+0
1 T —a?
I ==In(l
1=5 + 3 +C
ou C est une constante1 réelle. L
ik 1hi=—-— C=— C
O S EL = T T R T 2k D1t &)1
1

oul C est une constante réelle.
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20 INTEGRATION

dt
e Calcul de J, = /71@
1+ ¢2]
En intégrant par partie, on établit une relation de récurrence entre Ji et Ji_1 :

Tr—«

% — 3 3
ok gkl Rl

20k —1) |1+ (9”;0‘)2]

Cette relation appliquée de proche en proche permet de se ramener en définitive au calcul de

Jk

dt e
Jl/warctan(t)ﬁ—Carctan( 3 )+C

ou C' est une constante réelles

d
e Exemple 2.17: Calculer I'intégrale indéfinie I = / 371;1
x
1
Soit F(r) = ———. Le dénominateur s’écrit :
o +1

B=1=@+1)(2*>—-z+1)

Le polynéme 22 — z + 1 est irréductible dans R. La décomposition en éléments simple de F(x) donne :
1 A Bz +C

F = =
S B | ) 1 , )
L’identification des constantes conduit & : A = -, B = —- et C = -. Dou: F(z) = — +
3 3 3 3(z+1)
—x+2
322 —2x+1)
dz dz —x+2
O 1 I = = d
th 8 alors /x3—|—1 /3(x+l)+/3(x2—x+1) v
J
-+ 2
Calculons J = /m T
[ —2x—-1)+3
= | ——*+—d
J 3/2(IL‘2—.’L‘—|—1) .

o —(22—1) 3
- g/2(x27x+1)dm+/2(x2—x+1)dx

3 d
= —%ln’xg—x—i—l’—l—f 21‘
2 1 3\ 2
(x_2> +(£))
32 2
= —dlnfz2—z+1 —|—arctan{ T — ]
6 ’ | 2\/3 3

1

2

1 2 1

= —LiIn m2—x+1+arctan[<x—>}
il | V3 V3 2

D’ou :

1 1 2 1
I=_1 1|+ tn|z? - 1| + —= arct — -=1]-
3n|gc—i— |+ iln|2? —z+ {—i—\/garcan[ (;U )]

Maths Rappels



