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3-1 Exercices corrigés

3-1.1 Exercice 7a — Projection orthogonale

Soit £ = Ry[X] 'ensemble des polynomes de degré inférieur ou égal a 2. Soit ¢ le produit
scalaire défini sur E? par :

p(P;Q) = P(0)Q0) + P()Q(1) + P(2)Q(2)
Soit f la projection orthogonale sur le sous espace E = R;[X]
1. Déterminer un polynéme P; orthogonal a la famille :{1; X'} .
2. Ecrire A la matrice de f dans la base {1; X; P} .

En déduire B la matrice de f dans la base canonique de E.

-~ W

Déterminer alors le projeté orthogonal du polynome 2X? + 3X + 4.

5. Vérifier de deux facons que X? — 1 est un polynéome annulateur de f.

1. Déterminer un polynome P, = aX? + bX + c orthogonal & la famille {1; X }:
Il faut donc que p(Pi;1) =0 et que o(P; X) =0
Soit 5a+3b+3c = 0 et 9a+5b+3c = 0. Ce qui correspond & P, = a(X? —2X + %),
et on peut choisir a = 1.

2. La matrice de f dans la base {1; X; P, } est

A:

O O =
O = O
o OO

puisque les composantes dans I'espace sur lequel on projette sont conservées (valeur
propre 1) et celles dans Iespace selon lequel on projette (son orthogonal, Vect { P, })
sont annulées (valeur propre 0).

3. La matrice B de f dans la base canonique de E est donnée par la relation de
similitude suivante:

wl=
wl=
ol

B=PAP ' =

OO =
O = O

1
-2 0
1 0

o = O
o O O

1
0
0

S = O
S O =
S = O

2 = 2

1 0

issue du changement de base pour passer de la base canonique a la base {1; X; P}
dans laquelle 'opérateur f est naturellement diagonalisé.
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4. Le projeté orthogonal du polynéme 2X?+3X +4 s’obtient facilement par le produit

matriciel: . 0
10 —3 4 3
01 2 3 | = 7
00 O 2 0

qui donne ses composantes dans la base canonique. C’est donc le polynome % +7X.

5. Vérifier de deux facons que X2 — X est un polynéme annulateur de f.
Il suffit de vérifier que A% = A ou que B? = B.

3-1.2 Exercice 8a — Régression linéaire

Soient (P)1<i<ny = (74, y:)1<i<n un ensemble de N points de R%. On se propose d’étudier
un ajustement linéaire de ces N points par une droite du type y = ax + b. La méthode
consiste donc a minimiser la somme des erreurs du modele, soit la quantité

E(a,b) = Ze? = Z(yz — ax; — b)* .

1=1 =1

Il s’agit 1a d’une technique tres utilisée en statistique, lorsque ’on pressent (par exemple
a partir d’une représentation graphique des données) une dépendance affine entre les
observations.

1. Mettre le probleme précédent sous forme d’un probleme de moindre carrés linéaires.

2. Caractériser la solution a ’aide du théoreme de projection orthogonale sur une
variété linéaire a préciser, et donner ’expression de la solution.

On mesure la longueur [ d’un barreau métallique chauffé a la température 6 sous la
pression P. Les mesures conduisent a postuler que ’allongement est régi par une loi de

la forme
I = (af + b0*)e "

ou a, b ete sont trois parametres du modele a estimer. On effectue m mesures (6x, Py, Ui ) k=1,m
de longueur dans différentes conditions de température et de pression.

3. On suppose connue la valeur du parametre c. Proposer une méthode d’estimation
par moindres carrés linéaires de a et b.

4. Caractériser la solution a l’aide du théoreme de projection orthogonale sur une
variété linéaire a préciser.
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1. Le probleme de la régression linéaire est tres facile & modéliser sous forme d’un
p g

probleme de moindres carrés linéaire. Considérons par exemble que les inconnues
(les coefficients a et b de la droite y = a x x + b que l'on cherche) constituent
le vecteur a € R2, que le vecteur y € RY est constitué des composantes y;,

i=1,...,N, et que la matrice X € My (R) est constituée du vecteur colonne
des z;, i+ = 1,..., N, et du vecteur colonne de taille N avec que des 1 comme
composantes :
T 1
i) 1
X —
TN 1

Avec ces notations, notre probleme de moindres carrés revient en fait a trouver
a € R? tel que ||y — Xal|? soit minimale (la norme étant la norme euclidienne
classique).

Du point de vue géométrique, cela revient a touver le vecteur z = Xa appartenant
donc a I'm(X), sous espace vectoriel de dimension 2 dans RY | qui soit le plus proche
(au sens de la distance euclidienne) du vecteur y de R,

Le théoreme de projection orthogonale assure l'existence et 1'unicité du vecteur
z € Im(X). La caractérisation géométrique de la projection orthogonale c’est que
(y —2z) L Im(X), ce qui revient a écrire que

v/BE:IRZJ <X67y_z> :07
ou de maniere équivalente que
VB eR?, ATXT(y—27)=0

puisque pour deux vecteurs a et b, le produit scalaire canonique (a,b) est égal
au produit a’b (juste en remarque: c’est aussi égal au produit b7a — symétrie du
produit scalaire). Pour finir, I'égalité ci dessus étant valable quel que soit 3 € R?,
on peut en conclure que le vecteur X”(y — z) est nul dans R?, et donc que

X'y = X"Xa (= X"z) .

On retrouve donc la caractérisation algébrique de toute solution du probléeme aux
moindres carrés linéaire considéré, et on peut conclure que si la matrice X est
de rang maximal (égal & 2), alors la matrice 2 x 2 (X?X) est symétrique définie
positive, donc inversible, et la solution est donnée par

a=(XTX)"'X"y .

Pour mémoire (justification de 'assertion précédente): la symétrie de A = (XTX)
est triviale, sa positivité résulte du fait que 37 (XTX)3 = ||X3||*> > 0, ceci quelque
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soit le vecteur 4 € R2, et pour finir T(XTX)3 =0 < |XF2=0 < X5 =0,
ce qui équivaut a § = 0 sous réserve que X soit de rang 2, c’est a dire que ses deux
colonnes soient linéairement indépendantes.

Cette derniere hypothese mérite une petite remarque: en effet, si jamais les deux
colones de X étaient linéairement dépendantes, alors on aurait tous les z; égaux et
le nuage de points observés (P;)1<i<ny = (%, ¥i)1<i<n serait aligné sur une droite
verticale. Il est clair que dans ce cas il n’est pas possible de trouver une droite
d’équation (y = a X x + b) qui passe par ce nuage de points (pour avoir une droite
verticale, il faudrait que la pente a soit infinie). L’hyphotheése que X soit de rang
maximal est donc une hypothese naturelle pour ce probleme, si on veut qu’il soit
bien posé (cela releve de la modélisation, en amont de la résolution algébrique).

. Dans cette deuxieme partie de 'exercice, il est clair que si le coefficient ¢ nous est

donné, alors on peut ramener le modele a une expression linéaire dans les deux
seules inconnues a et b. On pose

(91 6% ll ecpl

0y 63 Iy el
A= ? _2 et y= 2 . ,

0, 921 L, eFm

et on peut alors écrire que le probleme revient a trouver o = ( CbL ) € R? tel que

Aa=y.

. Pour finir, on résoud ce probleme linéaire au sens des moindres carrés, c’est a dire

que on cherche o € R? tel que ||y — Aal|? soit minimale, la solution étant donnée
par

a=(ATA) ATy,
sous réserve que A soit de rang 2 (c’est a dire que les températures observées 6; ne
soient pas toutes égales).

Une derniere remarque, du point de vue numérique celle la: il sera préférable dans
les mesures de ne pas avoir des valeurs de la température qui soient trop étalées,
car sinon on aura de grandes disparités d’échelle dans les valeurs numériques de la
matrice A (a cause du terme en 62), ce qui rendra difficile la résolution du probleme
ci-dessus en arithmétique finie (sur ordinateur).

3-1.3 Exercice 9a — Polynémes de Legendre

On considere l'espace vectoriel H = L?(—1,1) des fonctions dites d’énergie finie sur
[—1, 1], muni du produit scalaire :

(fg) = / J(e) gla) o
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et on considere les polynomes

1 da°
o nl dan

Po(r) = ([z*—=1]") , neN.

1. Vérifier que la famille {P,, n € N} est une famille orthogonale dans H, et en
déduire une famille orthonormée {Q,,, n € N} de H.

2. Soit f un élément de H. Comment obtenir un polynome de degré < N qui soit la
meilleure approximation de f au sens de la norme de H ?

3. En utilisant le développement du binéme, donner I'expression de Ps et en déduire
les valeurs de a, b, ¢, d, e qui minimisent l'intégrale :

1
/ (2° — ax* — br® — ca® — dv — e)*dx .

1

On rappelle, pour les besoins de cet exercice, la formule de Wallis :

/ ” cos™ 1 0dp = (2 nl)* ,
0 (

2n 4 1)!

1. Considérons (sans perte de généralité) que n > m et étudions le produit scalaire
de P,, avec P,,:

PP = /1 w1 I () de
o 2ntmplm! ) | dan da™
1 dn—l . dm . 1
- on+m plm) |:dl.n1 ([xg_l] ) d ([xQ_l] ) B

1 dn—l dm+1

1
T ntmplml /1 -1 ([z* —1]") drm+l

Comme dans le polynome (2% —1)", —1 et 1 sont toutes deux racines de multiplicité
n, —1 et 1 restent racines de multiplicité supérieure ou égale a 1 dans toute dérivé
d’ordre strictement inférieure a n de ce polynome. Par conséquent, la partie prin-
cipale ci-dessus, produit de 2 polynoémes dont le premier a —1 et 1 comme racines,
est nulle. On se retrouve alors avec

P, Pr) = ! TP ) T gy g
<n> m>__2n+mn|ml _ldxnfl ([.’E— ])W([x_ ]) £ .

On itere les intégrations par parties n-fois avec, toujours pour les mémes raisons,
la partie principale qui est nulle, et on obtient:

(PoPa = (Vg [ (2= 11) o (= 1))

2rtmpnlml! )4 dxmtn

Deux cas se présentent alors:
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e soit n > m et, dans ces conditions, le deuxieme polynome dans l'intégrale ci-
dessus est nul car on dérive plus de 2m fois le polynome ([z? — 1]™) de degré
2m, et on en conclut donc que (P,,P,,) = 0, ce qui établit I'orthogonalité
de P, avec P,, au sens du produit scalaire considéré.

e soit n = m et on a alors

PP = (Vs [ (=17 o (= 17) s

n)! to, "
(—1)”(2(3n)!)2/ ([~ 1J") de.

-1

Pour finir, un argument de parité et un changement de variable en (x = sin #) nous
donne (d’apres la formule de Wallis):

w/2
2(—=1)" cos®™ 1 0 dp
0

2(2n)! (27 n!)?
@7 2o+ 1)

2n+1

valeur qui représente la norme au carré de P, au sens du produit scalaire considéré.

Une famille orthonormée serait donc la famille des

2 1
{ n2—l— Pn,nEN}.

. Soit Viy C H le sous-espace vectoriel des polyndomes de degré au plus N (qui est

de dimension N + 1), et soit F = Vyy + Vect{f} le sous espace de H constituté des
polynomes de degré au plus N complété par la droite vectorielle engendrée par le
vecteur f. E est de maniere évidente un sous-espace vectoriel de H de dimension
finie (dim £ < N + 2), contenant les polynomes de degré au plus N ainsi que f, et
E muni du produit scalaire de H est un espace euclidien. Le théoréeme de projection
orthogonale dans 'espace euclidien E' de f sur V) assure l'existence d’un vecteur
Uy € Vy (polynome de degré < N) qui minimise la distance de f a tout élément
de Vi, c’est a dire que Uy est la meilleure approximation de f sur Vy.

De plus, la famille {P,,, 0 < n < N} est une famille orthogonale donc libre dans
Vi, et elle constitue donc d’une famille libre de N+1 vecteurs dans Vy de dimension
N +1. Par conséquent la famille {P,,, 0 < n < N} est une base orthogonale de Vy.
En exprimant formellement Uy € Vy comme combinaison linéaire de ces vecteurs
de base:
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le corollaire 3-1.1 page 39 (section 3-1 — projecteurs et symétries) nous indique que
les coefficients «; sont les composantes de la solution du systeme de GRAM:

Ga=b,

avec
G = (gij)1gi7jgn et gy = <Pj7 PZ>
b = (bi)lgign et b; = <f7 7)1> )

et ou la matrice g, constituée des produits scalaires des vecteurs de base 2 a
2, est diagonale puisque la base considérée est orthogonale. On en déduit donc
I'expression des coefficients du développement de Uy dans la base orthogonale

{P,, 0<n< N} de Vy:

o = P oy

3 <7DZ7 P,L> 9 —

et la meilleure approximation de f dans Vy est donc donnée par la combinaison
linéaire:
N

2141
Uy = Y =5 (f. P)P:.

La formule du bindme nous donne:
(> —1)° = 2'% - 52° + 102° — 102" + 52 — 1

et en le dérivant 5 fois et en divisant par (2° x 5! = 32 x 120), on obtient I’expression

de Ps:
1
Ps(x) = @ﬁ - Exg + —51: :

8 8 8

Pour finir, déterminer les valeurs de a, b, ¢, d, e qui minimisent 'intégrale :

1
/ (2° — ax* — bx® — ca® — dr — e)* dx

1

revient en fait & trouver le polynome Uy(z) = ax* + ba® + cax® + dz + e de degré 4
tel que la distance au carré ||z° — U,]|? soit minimale (la norme étant celle associée
au produit scalaire sur H).

Il s’agit donc de trouver la meilleure approximation de f(z) = z® dans le sous
espace vectoriel des polynomes de degré inférieur ou égal a 4. On pourrait alors
appliquer les résultats de la question précédente: il faudrait, pour cela, déterminer
les polynomes Py, ..., Py vecteurs de base orthogonaux engendrant le sous-espace
V3, puis calculer les 5 produits scalaires (x°, P;), i = 0,...,4, pour enfin en déduire
par combinaison linéaire I’expression du polynome U, recherché.

Pour autant, dans ce cas particulier, on peut faire beaucoup plus rapide, en remar-
quant que F = Vj + Vect{z} est directement égal & V5 I'espace des polynomes de
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degré au plus 5. Dans la base orthogonale {P;, 0 < i < 5} qui engendre Vs, 25 se
développe sous la forme:

5 .
2 1
2 = ; Z; @, P Pix)

et on en déduit, par soustraction avec le terme en Ps(x), que:

11 19
935—§<:v5,7?5)735(93) = ZZ:;

2“ (@, P Pilz) = Us(x).

on aurait pu aussi faire la remarque que Vj et
Vect{Ps} sont en somme directe orthogonale dans V;, et donc que, dans Vj, la
projection orthogonale sur Vj est égale a I'identité moins la projection orthogonale
sur Vect{Ps}.

comme seul le polynome Ps contient le monome z° dans son développement,
11

il faut nécessairement que le terme = (x°, Ps) soit égal a 6% pour que l'égalité
précédente ait lieu, ce qui nous épargne méme le calcul du produit scalaire {(x°, Ps).
Ainsi, on en conclut que:

8 70 4 15

Uy(z) = x5—§775(:c) = &% &gt
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3-2 Exercices avec indications seulement

3-2.1 Exercice 7b

Soit E' = Ry[X] I'ensemble des polynomes de degré inférieur ou égal a 2.
Soit ¢ le produit scalaire défini par :

o(P;Q) = / P(2)Q(x)dz

Soit f la projection orthogonale sur le sous espace E = R;[X]

1.

2.

Déterminer un polynéme P; orthogonal a la famille :{1; X'}.
Ecrire A la matrice de f dans la base canonique de F.

Déterminer le projeté orthogonal du polynome 2X? + 3X + 4.

Ecrire les relations d’orthogonalité et en déduire le polynéme P; (déterminé a une
constante multiplicative pres).

. Appliquer le changement de base a la matrice de f dans la base {1; X; P }.

Faire le produit matrice-vecteur de la matrice précédente avec le vecteur (4;3;2)7.

3-2.2 Exercice 8b — Moindres carrés pondérés

1.

Résoudre au sens des moindres carrés le systeme algébrique linéaire surdéterminé :

z+y =0
r+2y =1
204+ 3y = 2

c’est & dire déterminer (z,y) € R? tels que la valeur
E(z,y) = (z+y—0)°+ (z+2y — 1)> + (22 + 3y — 2)°
soit minimale. Interprétez géométriquement le résultat (faire un dessin).

On multiplie la premiere équation par 2. Résoudre le nouveau systeme au sens des
moindres carrés et comparer avec le résultat de la premiere question.
Interprétez le résultat.
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3. Généralisation :
On considere le systeme linéaire surdéterminé

(1) Ax=Db,

ol A est une matrice rectangulaire de type m x n (m > n), b est un vecteur de
R™, et x est un vecteur inconnu de R".

Compte tenu des facteurs d’échelle ainsi que des erreurs de mesure dans la détermination
des coefficients du systeme (1), on pondere chaque équation de ce systéme par un
poids positif w; > 0 relatif a la précision des coefficients dans I’équation numéro .

Ainsi, au lieu de trouver x € R™ qui minimise F(x) = ||[Ax — b||%, on va chercher
a minimiser

Ew(x) = ||Ax = by .

ou W = Diag(wy,...,wp) et, pour tout vecteur y de R™,
Iyl =y Wy =Y wiy?.
i=1

Montrer que une telle solution x existe bien, et donner une caractérisation ma-
tricielle de la solution de ce probleme de minimisation.

1. Ecrire le probleme sous la forme minyege ||[Ax — b||? (ou la norme est la norme
euclidienne classique), et en déduire le systéme 2 x 2 qui caractérise la solution. Le
résoudre, et représenter graphiquement dans le plan le point solution ainsi que les
3 droites qui correspondent aux trois lignes du systeme 3 x 2 initial.

2. Faire de méme que précédemment et, sur le méme dessin, positionner le nouveau
point et commenter.

3. Dans cette question, il s’agit de raisonner géométriquement comme dans le cas
des autres exercices. Le produit scalaire a changé, mais les propriétés intrinseques
restent les mémes, a savoir que le probleme revient a trouver un vecteur
y = Ax appartenant donc a I'm(A) qui soit le plus proche du vecteur b en norme
| - |lw- Il s’agit donc d’une projection W-orthogonale sur Im(A), et la propriété
géométrique qui caractérise toute projection orthogonale dans un produit scalaire
donné doit vous conduire a la caractérisation algébrique de la solution:

ATWAx = ATWb.
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3-2.3 Exercice 9b — Décomposition spectrale

Soit f € L%(a,b). On considere le probleme différentiel suivant :

trouver u € L%(a,b) t.q.
(P) —u" = f dans L?(a, )
u(a) = u(b) =0

On va chercher a approcher la solution de (P) en la décomposant dans un sous-espace
vectoriel particulier.

1. Le but de cette premiere question est de caractériser les solutions particulieres
(fonctions propres et valeurs propres) (¢, \) € C*(a,b) x R du probléme

trouver ¢ € C*(a,b) t.q.
(P(N) —¢" = A¢
¢(a) = ¢(b) =0

e Vérifier que si (¢, \) € C%(a,b) X R est solution du probleme (P()\)), alors
)‘l|¢||%42(a,b) = ||¢/HiQ(a,b) :

e En déduire que A est nécessairement strictement positif, et que, dans ces con-
ditions, les solutions particulieres recherchées sont

k272

(b—a)*’

2. Montrer que pour deux fonctions u et v de C?(a,b) x R, vérifiant les conditions aux
limites du probleme (P(A)), on a

or(x) = sin(\/)\_k(a: —a)), avec A\, = ke N* .

(_ullav)LQ(a,b) = (% —U”)L2(a,b),

et en déduire que les fonctions propres déterminées a la question précédente sont
orthogonales dans L?(a, b).

3. Exprimer la projection orthogonale f de f sur le sous-espace engendré par les N
premieres fonctions propres déterminées précédemment.

4. En écrivant formellement @ € C?(a, b) comme combinaison linéaire de ces N premicres

solutions particulieres
N
u= E Py
k=1

déterminer les coefficients ay, k =1,..., N, tels que

" = ]E
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Montrer que % ainsi déterminée vérifie bien les conditions aux limites du probleme
(P), et interpréter le résultat. Quelle approximation réalise @ par rapport a la
solution du probleme général (P) ?

. Ecrire )\H(bHiz(a — f: A¢?(x) dx, puis exploiter le fait que ¢ est solution du

probleme (P())) ainsi qu'une petite intégration par parties pour obtenir 1'égalité
recherchée.

Le fait que A > 0 découle trivialement de cette égalité. 11 ne vous reste plus
qu’a vérifier (par 'absurde) que A ne peut pas étre nul. Ensuite, la résolution de
I’équation différentielle ordinaire qui en découle, en tenant compte des conditions
aux limites, vous conduira naturellement aux solutions particulieres énoncées dans
I’exercice.

Ecrire (—u",v)12(ap) = fab —u"(x) v(z) dz, puis faire deux intégrations par parties
pour vérifier I'égalité. Les fonctions propres ¢ vérifiant —¢) = Ay, 1'égalité
précédente appliquée a deux fonctions propres associées a deux valeurs propres
différentes doit vous permettre de conclure.

Le fait de disposer d’une famille orthogonale permet d’exprimer tres facilement la
projection orthogonale de f sur le sous-espace Vect {¢1, ..., ¢y}, car la matrice du
systeme de GRAM associé est diagonale.

Le gros intérét d’une famille de fonctions propres c¢’est que l'espace Vect {¢1, ..., on}
est invariant par application de 'opérateur différentiel considéré. Développez —u”
en fonction des ¢y, et des g, puis exploitez le fait que la famille des fonctions propres
étant orthogonale, ¢’est nécessairement une base du sous-espace Vect {¢1,...,on},
pour en déduire la valeur des scalaires «y.

Si on suppose que la solution u du probleme général (P) existe bien, on peut alors
vérifier que
(U—ﬂ, ¢k)L2(a,b) =0, 1<k<N

ce qui caractérise le fait que @ est la meilleure aproximation (i.e. projection orthog-
onale) de la solution sur I'espace Vect {¢1,...,¢n}. Pour établir cela, il faut partir
du fait que (u — @) vérifie les conditions aux limites et que (—u” + @’ = f — f), et
exploiter la propriété établie a la question 2.
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3-3 Devoir a rendre

3-3.1 Exercice 7Tc
Soit E = R3. Soit ¢ le produit scalaire défini par :
o((z,y,2); (2, Y, 2") = zx' +yy + 22’
1. Soit P le plan d”équation 2z + 3y + z = 0. Déterminer P+ et (P+)+.

2. Déterminer le projeté orthogonal du vecteur (2;3; —1) sur le plan P. Quelle est la
distance d de ce vecteur au plan P.

3. Décomposer tout vecteur de F = R?® comme somme d’un vecteur de P et de P+.

4. En déduire une matrice de la symétrie orthogonale par rapport au plan P. Illustrer
par un schéma.

3-3.2 Exercice 8c

On mesure I'échauffement d’un liquide visqueux dans lequel tourne une pale a la vitesse
angulaire w. Une série d’expériences conduit a postuler que 1’évolution de la température
0 est régie par une loi de la forme

0 = Aln(a + bw)

ol A, a et bsont trois parametres a estimer du modele. On effectue m mesures (wg, Ok )k=1....m
de température.

1. On suppose connu le parametre A. Proposer une méthode d’estimation par moin-
dres carrés linéaires de a et b.

2. Caractériser la solution a 'aide du théoreme de projection orthogonale sur une
variété linéaire a préciser.
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3-3.3 Exercice 9c

Soit f € L2(0,b). On considere le probleme différentiel suivant :

trouver u € L%(0,0)  t.q.
(P) a*v/ = f  dans L?(0,b) (a > 0)
(O)—O et u/'(b) + Ku(b) =0 (K >0)

On va chercher a approcher la solution de (P) en la décomposant dans un sous-espace
vectoriel particulier.

1- Pour étudier, dans L2(0,b), les propriétés de lopérateur L défini par Lv = —a*v”

avec les conditions aux limites ci-dessus, on introduit le domaine D(L) :
D(L) = {v e L*(0,b) t.q. v € L*(0,b), v" € L*(0,b), avec v'(0) =0 et v'(b) + Kv(b) = 0}.

a- Montrer que l'opérateur L de domaine D(L) est auto-adjoint (symétrique) dans
L2(0,b), c’est a dire que pour deux fonctions u et v de D(L) on a

<—6L2U”7U)L2(O,b) = (u, _a%//)L?(Ovb)'

b- Vérifier que 'opérateur L de domaine D(L) est défini positif dans L2(0,b), c’est
a dire que pour toute fonction u non nulle dans D(L) on a

(—a*u", u)r20 > 0.

2- Le but de cette deuxieme partie est de caractériser les solutions particulieres (fonctions
propres et valeurs propres) (¢, \) € L?(0,b) x R du probleme

trouver ¢ € L2(0,b)  t.q.
(P(N) —a*¢" = Ao
#(0)=0 et ¢b)+ Kob) =0 (K >0)
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a- Vérifier que (¢, \) € L?(0,b) X R est solution du probleme (P())) si et seulement
si A est strictement positive et vérifie

VA _ Ka
tan (71)) = ﬁ,

et donner I'expression des fonctions propres ¢ correspondantes.

b- On pose w = \/X/a, et soient wq,ws,...,wy, ... les racines positives de I'équation
wtan(wb) = K. Sans chercher a les déterminer explicitement, indiquer par un
raisonnement graphique les intervalles dans lesquels elles se trouvent, et vérifier
qu’elles forment bien une suite dénombrable croissante tendant vers 'infini.

¢- Calculer la norme de ces fonctions propres en fonction de K et de la racine wy,
associée. On utilisera la relation

2tant

sin2t = ———
1+ tan?t

3- Montrer que les fonctions propres ainsi déterminées forment bien une famille orthog-
onale dans L2(0, ).

4- Exprimer la projection orthogonale f de f sur le sous-espace engendré par les N
premieres fonctions propres déterminées précédemment. On pensera aussi a bien justifier
I’existence et 'unicité de f.

5- En écrivant formellement @ € L?(0,b) comme combinaison linéaire de ces N premiéres
solutions particulieres

6- Montrer que @ ainsi déterminée vérifie bien les conditions aux limites du probléeme

(P).

7- En supposant qu’il existe bien une solution u € D(L) au probleme (P), quelle propriété
importante (que 1'on justifiera explicitement) relie alors u et @ 7



