Corrections des Exercices de type 2 - Semaine 3

Joseph Noailles, Frédéric Messine

1 Exercice 1

flz,y) = (2° + yHe” ¥

Les dérivées partielles sont :

2 (r,y) = 20(1 + (42 1))
S(x,y) = 2y(1 — (2 + y?))e”

Comme e ¥ est strictement positif, pour que les dérivées partielles s’annulent, il faut
et il suffit de résoudre le syteme non-linéaire suivant :

{ 2e(1+ 2 +y?) =0 (1)
2y(1 -2 —y*) =0 (2)

On obtient de 'équation (1) que z = 0 ou 22 + y? = —1 ce qui est impossible dans IR?.
Dong, le seul cas possible est © = 0 pour vérifier I'équation (1). Si on considere I’équation
(2), on obtient que y = 0 ou 22 + > = 1. Comme d’apres 1'équation (1) z = 0, on a
seulement deux points qui annulent les dérivées partielles : P, = (0,0) et P, = (0, 1).

Si on regarde ce qu'il se passe autour du point P, = (0,0), on s’apergoit que f(0,0) =0
et que partout ailleurs la fonction est strictement positive donc, P; est bien le minimum
absolu de la fonction f.

Si on regarde ce qu’il se passe autour du point P, = (0, 1) : soit (h, k) IR? tel que ||(h, k)|| <
€ avec € > 0.

f(0+h1+k):(h2( )) ~(+k)

le développement limité de e* =1+ + 5 S+ -+ 2 + o(z™), on s’arrétera au premier
ordre, soit : e’ T(1HR)* — 1 4 o(h, k) d’on

fha1+k)=n+1+Ek)?*+h' =0 +k)"+ (R*+ (1 +Ek)o(h* — (1+k)?

la fonction h? + (14 k)2 + h* — (1 + k)* est bien définie mais n’est ni négative ni positive,
donc ce n’est pas un optimum (ni minimum, ni maximum).



2 Exercice 2
Soit w la forme différentielle définie de |0, +oo[x IR par :
w(z,y) = arctan L +In /22 + y2dy
T

Posons P(x,y) = arctan? et Q(z,y) = Iny/2? 4+ y%. D’apres le théoreme de Poincaré,
pour que cette forme différentielle soit exacte, il faut que :

oP, . 9Q
a—y<x7y) - a—$($7y>

or,
y
oP 0 (arctan £ o 1 1 1 22 x
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dy Ox 1+%  z1+4+%L za+y? 2?4y
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0Q Olny/z2+y? 1 0l(a*+y*) 1 2 x

B — :[/‘7 = = —. g
Ox (z.9) Ox 2 Ox 2 224+ y? x4 y?
Donc la condition de Poincaré est bien vérifiée et donc w est bien une différentielle exacte.

Il faut maintenant trouver une primitive, ce qui n’est pas simple dans ce cas. On remarque

que :
/
(x arctan 2 +yln/22+ y2> — arctan 2
x x
de plus,

/
(% In(z* + y*) — y + x arctan g) =In2%+y?
x

Donc la primitive générale est :

F(z,y) = z arctan 2 —y+yln/22r 2+ K
x
ou K € IR est une constante quelconque. On vérifie bien que :

OF (x,y) OF (x,y)

dF(z,y) = w(z,y), o 9

= P(z,y) et = Q(z,y).

3 Exercice 3
f(z,y) =2’ +z+y)
1. Signe de f suivant M = (x,y) :

r2y* > 0,Va,y, VM,
Le signe de f est le méme que celui de 1 + x + y. Posons D = {(z,y)|ly = —1 — x}

I'ensemble des points sur la droite y = —1—x. Posons aussi, Fy = {(x,y)|y > —1—x}
et By = {(z,y)ly < —1 — 2} les deux demi-espaces séparés par la droite d’équation
y=—1—ux.

Alors,



. si M € Ey, f est de signe positif,
. si M € Ey, f est de signe négatif,
. si M € D, f est la fonction nulle.

2. Etude des extrema de f :
Les dérivées partielles sont :

{

Les extrema vérifient le systeme non-linéare suivant :

(r,y) = 22y*(1 + = + y) + 22y?
(r,y) = 22%y(1 + = + y) + 2*y?

®|QQ>|®
Py paniag e

y*(2z + 3% + 2yx) = 0 (1)
2?(2y + 2xy + 3y%) = 0 (2)

L’équation (1) nous donne : y = 0 ou 2x+3x2+2yz = 0, soit x = 0 ou 24+3x+2y = 0
dans ce dernier cas. Posons la droite D' = {(x,y)|2 + 3z + 2y = 0}.
L’équation (2) nous donne : z = 0 ou 2y+3y>*+2yx = 0, soit y = 0 ou 2+3y+2z = 0
dans ce dernier cas. Posons la droite D" = {(x,y)|2 + 3y + 2z = 0}.

Tous les extrema sont de la forme :
. (0,9),Yy € R,

. (2,0),Vz € R,
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(4) — (3) donne = = ~E et y = —g en remplagant dans (3) ou dans (4). Dou, on

obtient :
2 2
5 5/
En conclusion,

. Dans le cas (0,y),Vy € R, si y > —1, f admet un minimum local en (0,y), si

y < —1, f admet un maximum local en (0,y) et si y = —1, f n’admet ni minimum
ni maximum en (0, y).
. (z,0),Vz € IR, mémes remarques pour z > —1,x < —1l et x = —1.

5
Aucun des extrema n’est global car f(x,y) n’est pas borné : f(z,y) — +oo, quand

r — +o00.

2 2
. Le point (——, —— ], est un maximum local en ce point.



