Exercices FPV - Semaine 1

Joseph Noailles, Frédéric Messine

1 Programme de la semaine 1

Les exercices portent sur les notions de limite, de continuité et sur le calcul des dérivées
partielles d'une fonction numérique de IR" (dans IR).
Il y a 5 exercices corrigés, 4 exercices avec aide et 3 exercices a rendre.

2 Exercices avec Corrigés

2.1 Exercice 1

Enoncé :

Etudier la limite en (0, 0) de la fonction suivante qui est définie sur IR?\ {(0,0)} :

fla,y) = sinz —y

T —siny



Correction :

Si l'on s’approche de (0,0) sur la droite d’équation y = 0, on a pour tout x # 0,

sinx

z,0) =
Fl.0) =
Dans ce cas, la limite de f(z,0) est 1 quand x tend vers 0.

Maintenant, prenons la droite ¥ = x, on considere donc la fonction :

sinx — x

flz,2) = —— = —1

T —singx

Donc évidemment f(x,x) tend vers —1 lorsque x tend vers 0.
On en conclut que la fonction n’a pas de limite en (0, 0)



2.2 Exercice 2

Enoncé :

Etudiez la continuité sur IR3 de la fonction suivante :

f(fl:,y,z) = { o4 49y0+428 51 (x7y7 Z) ?’é (070,0),

0 sinon.



Correction :

D’apres les théoremes généraux sur la composition de fonctions continues, cette fonction
est continue sur ?*\ {(0,0,0)}.
Il reste a regarder si elle est continue en (0,0, 0).

En prenant les majorants suivants :
lz] < (z* +9°+28)
yl < (@ +y°+ 2%
2] < (af +y° + 27

®l=  Ol= e

On obtient ainsi :

(x4+y6+28)§+%+§

a4+ yf + 28 = (2 0+ 2B)atets Tl = (2 4 8+ 2B)s

|f(2,y,2)] <

La limite de |f(z,y, )| tend bien vers 0 quand (z,y, z) tend vers (0,0,0). Ainsi, f est
bien continue sur tout IR3.



2.3 Exercice 3

Enoncé :

Peut on prolonger au point (0,0) la fonction suivante, qui est définie sur IR? \ {(0,0)} :

_ sin(zy)
x| + |yl

f(z,y)

Calculer les dérivées partielles de f sur R?\ {(0,0)}.



Correction :

En utilisant les majorations suivantes :

|sinu| < |ul
|z <[] + 1y
[yl <]+ [yl

On obtient :

eyl _ (=l + [y
[+ lyl = faf + y|

Donc, lim, )~ (0,0) | f(z,y)| = 0 et I'on prolonge f par continuité en posant : f(0,0) = 0.

|f(z,y)| < > < |z|+ |y

Les dérivées partielles sont :

01 (. — yeostan)(lal 1) — sin(ay) S
oz (I] + Ty1)2

et
0F oy _ Feostay) el +1yl) —sinCay) S
oy Y= (Il + Ty1)2



2.4 Exercice 4

Enoncé :

Etudier sur IR? la continuité de la fonction définie par :

s st (w,y) # (0,0),

f(x,y)z{ -

0 sinon.

Calculer les dérivées partielles de f sur R?\ {(0,0)}.



Correction :

D’apres les théoremes généraux sur la composition des fonctions continues, cette fonction
est continue sur ??\ {(0,0)}.

Il reste a étudier la continuité en (0,0).

En utilisant les majorations suivantes :

|| < (2" +y°)
ly| < (2" + %)

Nl= =

on obtient :

(z! +y?)2t2

feyl < T

Cette méthode que I'on a déja utilisé souvent ne permet pas de conclure dans ce cas : ce

majorant est trop lache pour la valeur absolue de f.

. Si l’on se rapproche de (0, 0) par la droite y = 0, on obtient évidemment que f(z,0) =0
et donc que la limite dans cette direction est 0.

. Si l’'on se rapproche de (0, 0) en considérant la parabole suivante : y = 22, on a que

=1

4
2y _ T _ 1
. 1
Cette limite vaut donc 3 quand z tend vers 0.

Ainsi nous avons trouvé deux directions différentes par lesquelles les limites ne coincidaient
pas au point (0,0). On en conclut ainsi que f n’est pas continue en ce point.

Les dérivées partielles sur [R? \ {(0,0)} sont :

of 2zy(a* + y?) — 42y
a_(xvy) = 4 232
x (x* 4+ y?)
et
g(m ) 22(z + y?) — 2022 - 25 — 52y
By Y) = (2% + y2)? T (@t )2



2.5 Exercice 5

Enoncé :
Etudier sur IR? la continuité de la fonction définie par :

x? i |7 <y,
y? sinon.

f(ﬂs,y)Z{



Correction :

Séparons I'espace IR? en deux sous espaces U; = {(z,y)/|z| < y} et Uy = {(z,y)/|z| > y}.
D’apres les théoremes généraux sur la continuité des fonctions composées, f est continue
sur U; et sur U, qui sont deux sous ensembles de IR%. Par contre f n’est pas forcément
continue a la jonction de ces deux domaines; cad le cas ou |z| = y.

Pour tous les points (2/,4") étant sur la frontiere de U; et de Us, on a que 2’ = /. Dans
ce cas, f(2/,2") = 2 par définition.

Qu’en est il de la limite quand (z,y) € Us, soit f(z,y) = y?, tend vers (z/,2)?

lim y" ==
(@y)—(a 2")
(z,y)€U2

Cette limite coincide bien avec la valeur de la fonction en (2/, ') et ce, quelque soit ' € IR.
Cette fonction est donc bien continue sur tout IR2.
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3 Exercices avec Aide

3.1 Exercice FPVINP-01

Calculez la limite de _ )
xsiny —ysinx

x? + y?

(2, y) # (0,0))

quand (z,y) tend vers (0, 0).

Aide : Utiliser le développement de la fonction sin x au voisinage de 0 a 'ordre 3.

3.2 Exercice FPVINP-02

On considere la fonction f de IR* dans IR définie par f(z,y) = max{x,y} (ie. la valeur
de f au point (z,y) de IR? est égale au plus grand des deux réels = et y), cette fonction
est elle continue sur IR??

Aide : On discutera suivant la position du point (x, y) par rapport a ’ensemble {(z,y)|y =
z,x € R}

3.3 Exercice FPVINP-03

Précisez le domaine de définition et le domaine de continuité de la fonction définie par

r+y

flz,y) = pr—

Aide : Décrire f comme composée d’applications.

3.4 Exercice FPVINP-04

On suppose que f est une fonction dérivable de ]0, +00[ dans IR, montrez en les calculant
que la fonction g(x,y, z) = f(\/2% + y? + 22) admet des dérivées partielles.

Aide : On utilisera la définition de la dérivation de fonctions composées :

0f(u(z)) _ du(z) 9f(u)
ox; ox; ou

Il s’agit d’établir les relations entre les dérivées partielles de g en fonction de la dérivée
de f.
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4 Exercices a rendre

4.1 Exercice 1

Soient di, ds, d, les trois distances suivantes sur IR™ :

n

di(M,M') = Z|$z — ]

i=1

n
D lwi— )
=1

doo(M,M') = max{|x; — 2| |i=1,2,...,n}

do(M,M") =

si M = (x1,29,...,2,) et M' = (2, 2h,...,2]).

rn

1. Tracez pour n = 2, les boules B; de centre O et de rayon 1 correspondant a ces
différentes distances (B; = {M|d;(O, M) < 1},i=1,2,00)).

2. Pour n = 4, calculez d;(M, M'") pour i = 1,2,00 si M = (1,0,1,0) et M’ = (0,1,0,1).

4.2 Exercice 2

Peut-on prolonger par continuité au point (0, 0) la fonction f, définie par :

|lzy|®

falz,y) = 2yt

si (z,y) # (0,0). On discutera suivant les valeur du parametre o > 0.

4.3 Exercice 3

Soit ¢ une fonction dérivable de IR dans IR et soit f la fonction de IR? dans IR, définie
par :
_ gz xy)
f(l', y) - 1 + y2

Montrez que, f admet des dérivées partielles d’ordre 1 que 1'on calculera en fonction de
la fonction g.
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