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1 Exercice 1 : Continuité et Différentiabilité

Etude de la continuité et de la différentiabilité en (0, 0) des fonctions suivantes :

1. Etudions la continuité de f; pour a =2 et a =4 :

iz, y) = { Iﬁﬁy; si (z,y) # (0,0)

0 sinon.

On a que y? < y? + |23 d’ou,

xozyQ
0< |filey) < 'y = ||

On voit que si «v est strictement positif alors, la limite de fi(x,y) tend vers 0 quand (z,y)
tend vers (0,0) ; car le majorant vaut 0 en (0,0). Donc, on a que pour a = 2 et a = 4 alors
la fonction f; est bien continue au point (0,0).
2. En ce qui concerne la différentiabilité de f; au point (0,0),
— En utilisant les mémes fonctions majorantes que précédemment et 22 < z? 4+ 32 on a
que :
h|®k?
| | < ‘h’afl
k2Vh? + k2
On remarque que la limite de ce majorant est bien 0 en (0,0) pour a = 2 et a = 4. Donc
f1 est bien différentiable en (0,0) pour o = 2 et o = 4.

e(h,k) <

Donc f; est continue et différenciable en (0,0) pour o = 2 et a = 4.

Pour la deuxiéme fonction fs5, nous obtenons les résultats suivants :

1. Etudions la continuité de fy :

fale,v) :{ LS (2,y) # (0,0)

0 sinon.
On a que 227 < (22 + y?)7 et 27 < (22 +y?)7, d’ou le résultat suivant
0 < [fa(e,y)| < (22 +y%)* 77,

— On voit que si a + > 27 alors, la limite de fa(z,y) tend vers 0 quand (z,y) tend vers
(0,0); car le majorant vaut 0 en (0,0). Donc, on a que si a+ 3 > 27 alors la fonction fo
est bien continue au point (0,0).

~ Si a4 B = 2y et si on prend la direction y =z, on a que fo(x,z) = & # 0, et donc fo
n’est pas continue dans ce cas (a + 8 = 2v) au point (0,0).



— Si a+ 8 < 27 et si on prend la direction y = x, on a quefa(x,z) = z%xo“rﬁ_% qui tend
vers 400 et non vers 0 quand x tend vers 0. Donc on a bien une direction ot les limites
ne coincideront pas et donc fo n’est pas continue dans ce cas non plus.

2. En ce qui concerne la différentiabilité de f, au point (0,0), on peut déja dire que fy n’est
pas différentiable en (0,0) quand o 4+ 5 < 27 car fo n’est déja pas continue en (0,0) dans
ce cas la. Il reste donc les cas ot o+ 3 > 2.

— En utilisant les mémes fonctions majorantes que précédemment et utilisant le fait que
a? +y* > 2|wy| > |wy|, on a que :

|h|a|k|ﬁ < ($2 +y2)a+672771/2

. On remarque que la limite de ce majorant est bien 0 en (0,0) si a+ 8 > 2v+1/2. Donc
sia+f >2y+1/2, on a que fy est bien différentiable en (0, 0).

— Sia+ 8 =2y+1/2 et dans la direction h = k, on a que €(h,h) = ﬁ =% 0 et donc fo
n’est pas différentiable en (0,0).

— Si @+ f <2y+1/2, et en prenant la méme direction h = k, on a que :
e(h,h) = 2W+#1/2|h|0‘+5_27_1/2 tend vers +o0o0 dans cette direction quand h tend 0. D’out
f2 n’est pas différentiable en (0,0) dans ce cas.

Donc fo est continue en (0,0) si et seulement si a4 3 > 27y et fo est différentiable en (0, 0)

si et seulement si o + 8 > 2y + 1/2.

2 Exercice 2 : Dérivation

1. Soit g une fonction définie de IR? sur IR? par :

g1 22+ 3z + 4y
gzy)=1| g2 | = | 42’y +expay
g3 3 — oxY

L’expression de sa matrice jacobienne est donc :

0, 0

i 2z + 3 4
Jg(z,y) = % %—g; = | S8xy+yexpay 42’2+ zexpay

995 g3 322 — 5y —bx

ox oy

Soit ' Une Fonction définie de IR? sur IR? par :

(i) _ u?v + v*w + vow
Flu, v, w) = ( fo )\ ww — v+ uPw
L’expression de sa matrice jacobienne est donc :

(ﬁ oh %>_< 2uv +vw w4 2vw + uw 2 4 ww >
= 2

T (u, v, w) = % @ % v+ 2uw u—w+2uPvw  —v 4w
ou ov ow

2. Remarquons que f(g(z,y)) est une fonction définie de IR? sur IR%. Donc sa matrice jaco-
bienne sera de taille 2 x 2 et elle est définie par le produit matriciel suivant :

Jtog(x,y) = J x2+3x+4y,4x2y+expxy,x3—5xy X Jg(x,y).
fog f g



3. De méme g(f(x,y,2)) est une fonction définie de IR? sur IR3. Donc sa matrice jacobienne
sera de taille 3 x 3 et elle est définie par le produit matriciel suivant :

Jgof(x,y,2) = Jg(wa + %2 4+ zyz, zy — yz + x2y22) x Jp(x,y,2).
3 Exercice 3 : Optimisation

1. Soit la fonction suivante :
fz,y) =222 +dzy® + 4yt + 42+ 1

1. Le gradient est :
| 4x+ 4y? + 4

Nous voulons résoudre Vf(z,y) = 0. L’équation (1) donne x = —y* — 1. L’équation (2)

donne : 16y + 8z = 0 ou y = 0.

— Pour y = 0 alors x = —1.

~ Sinon 16y% + 8z = 0 alors en remplacant dans I’équation (1), on a —8y* 4 16y — 8 = 0.
A =162 — 4 %8 %8 =0 donc 32 = 1. On obtient alors les points (—2,1) et (=2, —1).

On en déduit les solutions possible du gradient nul sont : M; = (—1,0), My = (—2,1) et

My = (-2,-1).

2. Les dérivées secondes sont :

_ (4 8y
Hy(z,y) = < 8y 8z + 48y? >

~ Au point (=1,0) onaque r =4,5 =0 et t = —8. D’oit A’ = 52 —rt = 32 > 0. Donc M,
n’est ni un maximum ni un minimum de f.

— Au point (=2,1) onaque r =4,s =8 et t = 32. D'ou A’ = —64 < 0. Or r > 0, donc
Ms est un minimum local de f.

— Aupoint (—2,—1)onaquer =4,s = —8et t =32. D'out A’ = —64 < 0. Or r > 0, donc
M3 est un minimum local de f.

De plus, lim|g |00 f(2,y) = +00 et f(=2,1) = f(=2,—-1) = =3, donc M et M3 sont

deux minima globaux de f.

2. Soit la fonction suivante :

f(z,y) = y* +yln(z), avec (z,y) € [%,—i—oo[le.

1. Le gradient est :
y T
Vi(y) = (L2 + () .

Nous voulons résoudre V f(z,y) = 0. L’équation (1) nous donne y = 0 et I’équation (2)
In(z) = 0, c’est-a-dire x = 1. Donc f admet un unique point stationnaire en M = (1,0).

2. La matrice Hessienne est :

Hy(w,y) = < _1‘%96 1éx )



Au point M = (1,0) onaquer =0,s =1l et t =2. D'ou A’ =52 —rt =1 > 0. Donc M
n’est ni un maximum ni un minimum de f.

Etudions le comportement de f sur le bord du dommaine :
= limy, |00 f (@, y) = +00
~ Pour z = 4, f(3,y) = ¥> —In(2)y

Cette fonction admet un minimum en y =
1 In(2)
T2

In(2) 1 In(2),
o G

1
) sur [§,+oo[><]R.

In(2)2
2

Donc f admet un minimum global en (

O |

4 Exercice 4 : Formes Différentielles

1.
w1 = (42 + zy?)dz + (2°y — 1+ y*)dy
P(z,y) = (dz + 2y°) et Q(z,y) = (2%y — 1 +?).
On a que
OP@.y) _y,, - 99@:y,2)
oy ox
c’est donc une forme différentielle totale exacte.
Notons la df; = wy.
1
fila,y) =227 + 5952212 +C(y),
De plus, C(y) = iy4—y+K avec K € IR car %Z’y) = Q(z,y)+C"(y), donc C'(y) = y3—1.
D’ou,
1 1
Niz,y) =207+ o’y + 2yt —y + K
2.
wy = (—y’ sin(zy?) + 32%y)dz + (cos(vy?) — 2y* sin(zy?)z + 2*) dy
Avec P(z,y) = —y®sin(zy?) + 322y et Q(z,y) = cos(zy?) — 2y sin(zy?)z + 23.
On a que :
oP
7((;?/’ y) = —y° cos(zy?) + 32°.
et 9
% = (—2y — 4zy) sin(zy?) — 4z%y> cos(zy?)
x
ce n’est donc pas une forme différentielle totale exacte.
3.

ws = (yz + 6z2)dx + (2 + 223y)dy + (zy + 32° + 32%y?)dz
P(z,y,2) = yz + 622, Q(x,y,2) = vz + 223y et R(x,y,2) = zy + 322 + 32%9°.

On a que

OP(x,y,2) _ _ 9Qx,y,2) OP(z,y,2) _ y+ 67 — OR(z,y,2)

oy ox 0z ox




et
2Q(x,y, )
0z

OR(x,y, 2)

=462y = dy

c’est donc une forme différentielle totale exacte.
Notons la dfs = ws.

On a que
f3(x,y,2) = zyz + 32%2 + C(y, 2).
De plus,
0 ocC
a—j; =zz+ (9_y(y’ z) = xz + 225y,
Donc
f3(z,y, 2) = zyz + 3222 + 223 + K(2).
Or,
0fs _ 2 2 2 1oy 2 2,2
3 =zy + 3z° 4+ 3y“z° + K'(2) = zy + 32° + 32°y
z
D’ou,

f3(z,y, 2) = zyz + 3z22 + 4?23 + K, avec K € IR.



