Fonctions de Plusieurs Variables - Correction Examen 2008

Frédéric Messine

1 Exercice 1 : Continuité et Différentiabilité

Etude de la continuité et de la différentiabilité en (0,0) des fonctions suivantes :

1. Etudions la continuité de f; :

filz,y) = { izﬂ; si (z,y) # (0,0)

0 sinon.
On a que 22 < 22 + 92, et |y|* < (22 +y*)*, d’ot,

(xz +y2)1+%
x2 + y?

0 < [fiz,y)] < = (@® +9%)2

— On voit que si « est strictement positif alors, la limite de fi(z,y) tend vers 0 quand
(z,y) tend vers (0,0); car le majorant vaut 0 en (0,0). Donc, on a que si a > 0 alors la
fonction f; est bien continue au point (0, 0).

— Si @ =0 et si I'on prend la direction y = z, on a que fi(z,x) = % # 0, et donc f; n’est
pas continue dans ce cas (a = 0) au point (0,0).

— Si @< 0 et si Pon prend la direction y = x, on a que fi(x,z) = |12|;a = %ma qui tend

vers +00 et non vers 0 quand z tend vers 0. Donc on a bien une direction ou les limites

ne coincideront pas et donc fi n’est pas continue dans ce cas non plus.

2. En ce qui concerne la différentiabilité de f; au point (0,0), on peut déja dire que f; n’est
pas différentiable en (0,0) quand a < 0 car f; n’est déja pas continue en (0,0) dans ce cas
la. Reste donc les cas ou a > 0.

— En utilisant les mémes fonctions majorantes que précédemment, on a que :
h2 ‘ k‘a

a_3 Lia—
Gyl S @A @i

e(h,k) =
On remarque que la limite de ce majorant est bien 0 en (0,0) si & > 1. Donc si a > 1
on a que fj est bien différentiable en (0, 0).
— Si @ = 1 et dans la direction h = k, on a que €(h,h) =
différentiable en (0, 0).
— Sia €]0,1], et en prenant la direction h = k, on a que : ¢(h, h) =

4 £ 0 et donc f; n’est pas
2%

1
2%|h‘a71
dans cette direction quand h tend 0. D’ou f; n’est pas différentiable en (0,0) dans ce
cas.

tend vers +o00

Donc f; est continue en (0,0) si et seulement si « > 0 et f; est différentiable en (0,0) si
et seulement si a > 1.

Pour la deuxieme fonction fo, nous obtenons les résultats suivants :



1. Etudions la continuité de fs :

|zy|* :

fola,y) = { T2 BmyTioy7 (z,y) # (0,0)
0 sinon.

On a que 4z — 3lay| + 9y* > ay| > |ayl, car (2fa] — 3[y))* > 0 et (2]z| - 3[y|)* =

4z% — 12|zy| + 9y2, d’on le résultat suivant

(0%
0< Iyl < T = et
|y

— On voit que si > 1 alors, la limite de fa(z,y) tend vers 0 quand (x,y) tend vers (0,0);

car le majorant vaut 0 en (0,0). Donc, on a que si a > 1 alors la fonction f; est bien

continue au point (0,0).
— Si @ =1 et si l'on prend la direction y = x, on a que fa(z,x) = % # 0, et donc fo n’est

pas continue dans ce cas (o = 1) au point (0,0).
— Si a < 1 et si 'on prend la direction y = z, on a que fa(x,z) = %':; = lio\x|2(a_1) qui
tend vers +oo et non vers 0 quand x tend vers 0. Donc on a bien une direction ou les
limites ne coincideront pas et donc fy n’est pas continue dans ce cas non plus.

2. En ce qui concerne la différentiabilité de fo au point (0,0), on peut déja dire que fa n’est
pas différentiable en (0,0) quand o < 1 car fo n’est déja pas continue en (0,0) dans ce cas
la. Reste donc les cas ou o > 1.

— En utilisant les mémes fonctions majorantes que précédemment et utilisant le fait que
2?2 4+ y% > 2|zy| > |wy|, on a que :

k| a2
(k) = T g = 1M
On remarque que la limite de ce majorant est bien 0 en (0,0) si a > 2. Donc si a > 2,
on a que fy est bien différentiable en (0, 0).

— Si o = 2 et dans la direction h = k, on a que e(h,h) = whé‘ﬁ = 2% # 0 et donc fo
n’est pas différentiable en (0,0).

— Si a €]1, 2], et en prenant la méme direction h = k, on a que : e(h,h) = %]h\ZO‘*Q tend
vers +oo dans cette direction quand h tend 0. D’ou fy n’est pas différentiable en (0,0)
dans ce cas.

Donc fo est continue en (0,0) si et seulement si & > 1 et fy est différentiable en (0,0) si

et seulement si a > 2.

2 Exercice 2 : Dérivation

Soit ¢ une fonction définie de IR? sur IR? par :

wen=(1)-(252)

On note F(¢(x,y)) = F(u,v) = f(x,y).

1. On a que
of OudF  OvOF = OF  OF

o Orou owdv “Ou B



t
¢ Of  OudF 0vdF 8F

oy ay Ou oy dy P

Les opérateurs de dérivations sont :

0 _

%—O‘au"’av
9 +ﬁ8
oy ou ov
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2. Les dérivées premieres sont donc

af OudF  OvdF OF OF

o %%*%%Z%ﬁ@;

of  OudF  OvoF _ 8F

o = oo oy ont o
Comme on l'a vu précédemment et en réappliquant l'opérateur de dérivation, on a les
dérivées secondes suivantes :

Pf L OPF +g O*F N O*F
ar2 ¢ 2 Youdw " 02
0’ f 0’F 0’F 9 82F
o2 o2 +26 Oudv + 5
0% f 0*F 62 0’F
oxdy a@T (1+ ﬂ) + ) Ov?
3. A partir de
1 0? f 0’ f 82 f
on obtient ’équation suivante :

1 1. 0°F O*F 5 1, 0*F
(307 + 20+ )5 (o) + (o + 20 +1) +B) o (w9) + (G5 428+ )5 5 (w9) =0
Pour revenir a gu(.i (z,y) = 0, il faut donc résoudre 1’équation :

L o 1 2
(52 +2z+§)20<:>z +424+1=0.

A =16 —4 =12 et donc on a les deux solutions suivantes :

—4 -2
21:2\/52_2_\/361322:_2"_\/?:.

Dot lonaquea=z2 =-2—+3etf=2=-24++3et comme a+2B+1)+3=
—2—V3+2((—2—-V3)(—2+V3)+1) =2+ V3= —4+2((4—3) +1) = 0. Donc, on ne

peut pas retomber sur I’équation gjgv (z,y) = 0.

4. La matrice Jacobienne de ¢ est :

T = 2 :( )
95 o 1 g



Or d’apres le théoreme sur la composition des fonctions on a que f(z,y) = F(¢(x,y)) et
donc :

et 'on retrouve les résultats précédents.
En calulant I'inverse de J, on en déduira que VF(u,v) = Jy(z,y) 'V f(z,y). Or,

4 (a1 _1_; g -1 —# gl
Jo(z,y) —<1 ﬁ) _detj¢(l"y)<—1 a>_aﬁ—1<_1 O‘)

Et donc on a que

oF 1 <6f 8f)

u af —1 or Oy
oF 1 (of  of
o af-1 Ox a@y

3 Exercice 3 : Optimisation

1. Soit la fonction suivante :
flzy) =2 = 229” +y* + 22
1. Le gradient est :
Vf<$, y) = (21} - 2y2 + 27 —4[13y + 4y3)T'

Nous voulons résoudre Vf(z,y) = 0. L’équation (1) donne y?> = x + 1. L’équation (2)
donne : y(—4x+4y?) = 0 donc y = 0 ou —4x+4y> = 0. En remplacant dans —4x +4y?> = 0
y? par z -+ 1 on obtient la contradiction 4 = 0 donc —4x +4y? # 0 et on a que la possibilité
y=0.

On en déduit la seule solution possible de gradient nul : (—1,0).

2. Les dérivées secondes sont :

_( 2 —4y
Hy(zy) = ( —dy 4z +12y° >

Donc au point (—1,0) onaquer =2,s =0et t = 4. Dot A’ = s2—rt = 0—-2x4 = -8 < 0.
On en conclut que comme r > 0, ¢’est un minimimum local qui est global ici car on a qu’un
seul point stationnaire qui annule le gradient.

2. Soit la fonction suivante :
f(@,y) = cos(z® + ¢?)
1. Le gradient est :
Vf(z,y) = (7256 sin(:n2 + y2), —2y Sin(ﬂrz2 + y2))T

Nous voulons résoudre V f(x,y) = 0. Une solution evidente est (0,0). Ensuite il existe une
infinité de solutions annulant le gradient, il suffit que

2?4+ y? =k xmn, avec k € IN.



2. La matrice Hessienne est :

—4 cos (¢° +y?) 2> — 2 sin (2° + y°) —4 cos (2% + y?) yz
—4 cos (2% 4+ y?) yz —4 cos (2% 4+ y?) y* — 2 sin (22 + 3?)

Hf($ay) = (

Siz?+y?>=0alorsz =y =0et H¢(0,0) est nulle et donc on ne peut conclure.
Si 22 + y? = km avec k impair, alors, pour ces points P = (x,%) on a que :

422 day

Or A’ = 52 — rt est égal ici & zéro et on ne peut conclure.
Il en va de méme pour 22 + y? = k7 avec k pair avec :

—4x?  —dzy
Hf(l‘,y) = < —dxy _4y2 )

Cependant, pour les points P = (x,y) avec 22 + y? = k7 et k pair, on a que f(x,y) =
cos(km) = 1 et ce sont bien des maxima globaux pour une fonction cosinus.

De méme, pour les points P = (z,y) avec 22 + y? = k7 et k impair, on a que f(z,y) =
cos(km) = —1 et ce sont bien des minima globaux pour une fonction cosinus.

4 Exercice 4 : Formes Différentielles

1.
2 2
w1 = zyzdr + ﬂdy + Y4,
2 2
P(z,y,z) =zyz, Q(z,y,2) = % et R(z,y,z2) = %
On a que
OP(x,y, 2) s 0Q(z,y,z) OP(z,y,z) oy = OR(z,y, z)
oy or 0z Ox
et
9Q(r,y,z) _*  OR(z,y,2)
0z 2 oy
c’est donc une forme différentielle totale exacte.
Notons la df; = wi.
22yz
fl(xvy’z) = 9 +C(yaz)a
De plus, C(y,z) = K avec K € IR car 781[1(52%2) = Q(z,y,2) + 808(2”2) et afl%”;y’z) =
R(z,y,2) + 2522,
D’ou,
2
fl(xvyaz) = x2yz + K.



wy = y? cos(zy?) cos ydx + (2:Uy cos(zy?) cosy — sin(zy?) sin y) dy

Avec P(x,y) = y? cos(zy?) cosy et Q(z,y) = 22y cos(xy?) cosy — sin(zy?) siny — 2siny.

On a que :

ali(az,y) =—y (—2 cos (ny) cos (y) + 27 sin (:L‘yQ) x cos (y) + y cos (wa) sin (y))

c’est donc une forme différentielle totale exacte.
Une primitive de P(z,y) par rapport a x, nous donne fs :

fa(x,y) = cos (y) sin (xy2) +C(y)

De plus,
0 oC
0h(z,9) = —sin (wa) sin (y) 4+ 2 zy cos (;Uy2) cos (y) + 9Cy) =Q(z,y)
dy dy
d’on %@S‘y) = —2siny et donc C(y) = 2cosy + K avec K € IR.
On a donc,

fo(x,y) = cos (y) sin (:L'yQ) +2cosy + K.

2
2
w3 = In (2) dx — —wdy
Yy Yy

P(z,y) =1In <z—§> et Q(z,y) = _2?95.

On a que

OP(z,y) 2 _ 0Q(z,y)

oy Y Oz

c’est donc une forme différentielle totale exacte.

2Q(z,y)

ox

Une primitive de P(x,y) par rapport & 2 n’est pas si évidente & trouver, partons plutot de

Q(z,y). On a que
fs(z,y) = —2zIny + C(x)

avec w3 = df .
De plus,

0 , oC 2
J“g;y):_mny+ af) Pz.y) = In (y)

Or In (’;—3) =2(Inz —Iny) d’ou %g(f) =2Inz et on a que

C(z) =2zxlnzx -2z + K

avec K € IR,

D’ou
2

fa(z,y) = —2xlny+2xInz —2x+ K =zln (562) -2z + K.
Yy



