Cours FPV - Semaine 2 : Différentiabilité de Fonctions
de Plusieurs Variables

Frédéric Messine

1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons étudier la différentiabilité des fonctions de plusieurs
variables dans le cas général; cad dans le cas de fonctions a valeurs vectorielles (nous
utiliserons surtout de IR™ dans IR™).

Le premier paragraphe porte sur la différentiabilité de fonctionnelle -augmentation du
cours de la semaine précédente-. La seconde partie est I’extension des notions de limite
et de continuité dans le cas de fonctions de plusieurs variables a valeurs vectorielles.
Ainsi, la différentiabilité dans le cas général sera abordée dans la troisieme partie et nous
terminerons par une quatrieme partie portant sur les développements de Taylor dans le
cas général de fonctions de plusieurs variables a valeurs vectorielles et la dérivation d’ordre
supérieur.

Pour la suite du cours, nous aurons besoin de l'introduction d’'une nouvelle métrique :
la norme (d’un vecteur). Vous avez remarqué que vous avez pu comprendre les notions
de limite, de continuité et de différentiabilité sans avoir eu besoin d’assimiler un cours
détaillé sur les espaces vectoriels.

Nous utiliserons dans ce qui suit et dans les exercices les trois normes suivantes, qui
sont d’ailleurs en étroites relations avec les trois distances: dy,ds et d :

Soit x € R",

n
el = > lad
=1
n
lell. = > a2
=1

|z]lc = sup |z
ie{l,~-n}

Ainsi en toute généralité, les fonctions sont définies d'un espace vectoriel normé (E,||.||g)
vers un autre (F.||.||r).

Remarque 1 Dans le cas d’espaces vectoriels de dimensions finis (comme IR™), toutes
les normes sont équivalentes et donc les définitions de limite et de continuité que nous
allons voir ne dépendent pas de la norme choisie.



Remarque 2 FEn fait cette nouvelle métrique peut aussi s’écrire a l'aide des distances,
notamment a cause des bijections qu’il y a entre IR"™ et les notions d’espaces vectoriels et
d’espaces affines. Ainsi, si l'on prend deuz points P et () dont les composantes sont dans
IR™, on s’apercoit, a l'aide des définitions des distances et des normes, que :

4(PQ) = 1PQILh = 1P~ Qlli = 3 Ini —
=1

n

Z(pi —q)?

i=1

d2(P>Q) = HP_QH2 = HP_QH2 =

do(P.Q) = [|PQllc = IP = Qll2 = sup |p: — i

e{1,,n}

2 Différentiabilité des fonctionnelles

Dans cette partie, nous allons traité de la différentiabilité des fonctions numériques.
Dans le premier chapitre, nous avons déja présenté ce qu’étaient les dérivées partielles
d’une telle fonction, soit :

af R T f(p17 e 7pi—17pi + h7pi+17 e 7pn) - f(pl; e 7pi—17pi7pi+17 te 7pn)
(pb U 7pn) = lim
Oz; hem h

De plus, on a vu que par définition f est dite de classe C! sur A C IR"™ si ses dérivées
partielles étaient continues sur A.

2.1 Différentiabilité

Définition 1 On dit que f est différentiable au point P, si il existe un opérateur linéaire
L tel que:

fP+h) = f(P) = L.h+|[h][ae(h)

avec
im €h)=0
||hl[a—0 h)
L’opérateur linéaire s’appelle la différentielle au point P. Elle sera noté df (P) et simple-
ment df si il n’y a pas d’ambiguité. h est bien sur un élément de ’ensemble A et sert
a définir la “direction” de dérivation (pour la différentiabilité, on les prend toutes en
considérations).

Pour fixer les idées et bien comprendre ce a quoi correspond l'opérateur linéaire L,
nous allons redonner cette définition dans le cas d’une fonction de trois variables.

Définition 2 Soient trois réels a,b,c, on dit que f est différentiable au point (a,b,c), si il
existe trois constantes réelles A,B,C' telles que :

f(CL + hl,b + hg,C"’ hg) — f(a,b,c) = A X h1 + B x hg + C x h3 -+ ’|(h1,h2,h3)HAE(hl,hg,h:g)



avec
6(h17h27h3) - 0

lim
[|h1,h2,h3]|4—0

La fonction (hy,hg,hs) — Ahy + Bhy + Chs est bien une application linéaire et ainsi
(A,B,C). définit notre opérateur linéaire (le point représentant le produit scalaire).

Exemple 1 Soit une fonctionnelle f de IR* dans IR, définie par:
flay) =o' + 32
Plagons nous au point (1, —1) :

FA+hy, —14hy)— f(1,—1) = (14h)* +3(1+h)*(=1+ hy) + 2
= 1+ 4hy + 6h] +4h3 + hi + (3 + 6hy + 3h7)(—1 + hy) + 2
1 —3+2+ (4—06)hy + 3hy + [6h] + 4h3 + h] — 3R]
+6h1hg + 3h3hy]
= —2hy + 3ha + ||(h1,h2)||€(h1,h2)

On vérifie bien que €(hy,he) — 0 quand (hq,hy) — (0,0).

Donc f est différentiable au point (1,—1) et sa différentielle est lapplication linéaire :

df(]., — ].) . (hl,h2> — —2h1 + 3h2

0 0 af(1,—1
On remarque que M = 423 + 62y et M = 32? et donc que, M =
ox Jy ox
af(1,—1) ‘ : L
4—6 = —2 et que T = 3 ce qui correspond aux coefficients trouvés précédemment.
Y
Théoreme 1 . Si f est de classe C' sur un ouvert U de IR"™ alors f est différentiable
sur U.

. Réciproquement, si f est différentiable sur U alors f admet des dérivées partielles.
Celles-ci ne sont pas forcément continues et donc on n’a pas la réciproque compléte.
De plus, les dérivées partielles sont les coefficients de l'opérateur linéaire comme
nous venons de le voir dans l’exemple précédent :

of
8J]Z'

ou l; est la ieme composante de l’opérateur linéaire L.

(P):li

Exemple 2 Cet exemple va nous permettre d’illustrer le théoreme précédent.
Soit f une fonction définie par

22 sin —— st (z, 0,0),
o[ w700

0 sinon.

D’apreés les théorémes généraux des compositions sur les fonctions de classe Ct, f est de
classe C* sur IR*\ {0,0)}.
. [ est continue en (0,0), en effet |f(z,y)] < 2* < 2* +y? donc | f(x,y)| < ||(x,)||3
et hm(x,y)—>(0,0) f(x,y) =0.



. Dérivées partielles premieres en (0,0) :

of _ o f(0) = f(0,0) _
%(0,0) = /1115.% i = hlllTO hy sin Tl 0
of _ o f(0he) — f(0,0)
5,00 = [fim, 7 =
. Dérivées partielles premieres sur IR*\ {(0,0)} :

g(m ) = 2zsin ! — v Ccos !

oz " Vai+y? (Vai+ P e+

of %y 1

S-(ry) = - cos

ay ( /2 4 y2)3 /2 4 yz

— Différentiabilité en (0,0) :
Si f est différentiable en (0,0) alors on a correspondance avec les dérivées partielles
et donc Dopérateur linéaire est ['opérateur nul. On a ainsi que:

h? sin ——
|€(h1 h2)| _ |f(h1,h2) — f(OaO)l _ ! hi+h3 < h%
’ [[(R1,ha)] |2 [(heho)ll2 7 [I(Ryhe)ll2
or ||(h1,ha)|l2 = 0 quand (hy,ha) — (0,0). f est donc différentiable en (0,0).
. f est elle de classe Ct sur IR??

< |[(h1,h2)]]2

x
vers 0. Ainsi, cette dérivée partielle n’est pas continue en (0,0) et donc, f n’est pas
de classe C1 sur IR%.

0 1 1
Si x> 0 alors a—f(m,O) = 2z sin <—) —cos | — | n’admet pas de limite quand x tend
x x

2.2 Différentielle et exercices

On note la différentielle de f de la maniere suivante:

, of of

On note aussi plus simplement :

of

Exemple 3 Soit f la fonction définie par:

flzy) = { :Eg:j-:l:{ﬂ si (w,y) # (0,0),

0 sinon.

Montrons que f est différentiable en (0,0).



En regardant f(x,0) on s’apercoit que

of B
%(0,0) =0
car f(x,0) = 0,Vx.
De méme, on a que
af B
8_y(0’0) =0

Donc si f est différentiable en (0,0) son opérateur linéaire est nul, et donc

1 fnha) — FO0)] [ F(hsh)
)l = T il k)]s

En prenant comme magjorant : |h|> < (\/h3 + h3)? et |hy| < /B2 + h3, d’ou:
€(h1,ha) < [(h,ha)l]2

et la limite de cette expression est nulle lorsque (hy,he) — (0,0).
La fonction f est donc différentiable en (0,0) et ainsi sur tout IR>.

Remarque 3 Une fonction qui est différentiable en un point P admet des dérivées par-
tielles en ce point. C’est une condition nécessaire pour que f soit différentiable, mais
attention, cette condition n’est pas suffisante; une fonction peut avoir des dérivées par-
tielles en un point sans étre différentiable en ce point.

Exemple 4 Soit f la fonction définie par:

Z‘3+y3 .
o= { B e 00,
0 sinon.
[ est elle différentiable en (0,0) ?
En remarquant que f(x,0) = x et par symétrie que f(0,y) =y on a que:
of of
2L0,0) = ZL(0,0) = 1
5100 = 2 00)
Si f était différentiable en (0,0), on aurait que L.h =1 X hy+1X hy = hy+hy. En prenant
comme norme, la norme 1, nous obtenons que :
f(h1,ha) — hy — hy —hihg(h1 + ha)

€ h ,h = —
(o) = = el (] + ) 2 + 1)

Si lon fait tendre ||h|| vers 0 quand hy = hy on obtient

—on3 h3
hi,hy) = L=
() = 5oz = ~3p,

or la limite quand hy tend vers 07 est —% et donc f n’est pas différentiable en ce point

meéme si elle posséde des dérivées partielles en ce point.



2.3 Gradient

Définition 3 Soit f une fonction différentiable sur U un ouvert de IR"™, le vecteur suivant
formé des dérivées partielles :

_(of Of of
V= (8351 0xs o axn)

est appelé le gradient de f.

Le gradient est utilisé en mécanique, en mécanique des fluides, en électrotechnique
ainsi que dans de tres nombreux domaines...

3 Différentiabilité des fonctions a valeurs vectorielles

Pour simplifier 'exposé de ce cours, nous prendrons E = IR" et F' = IR™ ainsi, on ne
considérera que des espaces vectoriels réels.

Soit f une fonction a valeurs vectorielles définie sur des sous-espaces vectoriels de
nombres réels soit A C IR™ un ouvert, les valeurs de la fonction seront dans IR™. En fait,
tout se passe comme si nous avions m fonctions numériques définies de A dans IR, soit

f1($1,$2, T #ﬂn)
T fz) = f2($1,$2,"'7xn)
fm($1,$2, e 7xn)

3.1 Différentiabilité

Définition 4 Soit P = (py,---,pn) un point de A C IR", f est différentiable au point
P si il existe une application linéaire -notée u : IR™ — IR™ -correspondant aussi a un
opérateur linéaire mais qui n’est plus aussi simple que précédemment- telle que ['on ait:

f(P+h)= f(P)+u(h)+||h|le(h) avec ||ilzi||r20€(h) =0

L’application linéaire u s’appelle alors la différentielle de f au point P et se note df (a) ou

dof.

f est dite de classe C* sur A si les fonctions composantes f; sont de classe C' sur A;

ofi . : .
cad que les n X m dérivées partielles a—f,z e{l,---;m},j € {1, -+ n} existent et sont, de
x.

j
plus, continues.

Remarque 4 Attention, maintenant ’égalité f(P+h) = f(P)+u(h)+... est une égalité
vectorielle. Ceci différencie cette définition de celle pour les fonctions numériques qui n’est
qu’un cas particulier avec u(x) = L.x = Y"1 | l;z;, le . étant le produit scalaire entre L et
x.



3.2 Matrice Jacobienne

Définition 5 Les n x m dérivées partielles misent sous forme matricielle de m lignes et
n colonnes, donnent la matrice suivante :

of 9N of1

ox1 Oxo Tt Oz

of2  Of Of2

o ox1 Oxo T Oxn
Jfp)y=1 "1 7 .

Ofm  Ofm Ofm

oz Oz et OTn

Elle est appelée la matrice Jacobienne de f au point P.

3.3 Propriétés

La limite d’une fonction vectorielle s’étudiant a partir des limites des fonctions com-
posantes, f est donc différentiable au point P si et seulement si ses m fonctionnelles f; le
sont.

Théoréme 2 Soit A un ouvert de IR" et f une fonction de A a valeur dans IR™.

OFf
Si f est différentiable au point P, alors les dérivées partielles l existent pour tout

al'j
i€ {1,---;m} et pour tout j € {1,---,n}. La différentielle de f au point P est alors la
matrice Jacobienne de f au point P.
Réciproquement, si f est de classe C* dans A alors f est différentiable en tout point

de A.

Remarque 5 Attention, on n’a pas une parfaite relation d’équivalence car la différentiabilité
n’entraine pas forcément le fait que f soit de classe C.

3.4 Exemples sur les changements de reperes

Exemple 5 Soit (O,Zj) le repére orthonormé du plan Euclidien et soit P un point de ce
plan. Si l'on veut passer en coordonnées polaires, on pose:

{ Tz =1rcosf

y =rsinf

avec v = /22 + y? = d(O,P) et 0 = (i,0P) défini o 2km pres.
Le couple (r,0) s’appellent les coordonnées polaires de P. Soit U = {r > 0,0 < § < 2w},
U est un ensemble ouvert. L’application f : (r,0) — (z,y) a pour matrice Jacobienne :

ofi  0Of1 .
= - cosf —rsind
Jf(P) = ( on  of ) = < )

i sinf rcos@

%)

Exemple 6 Soit (O,Z;,E) le repere orthonormé de [’espace Fuclidien et soit P un point
de cet espace. Si 'on veut passer en coordonnées cylindriques, on pose :

x =rcosf
y =rsinf
z2=2z



-,

Soit P' la projection orthogonale par rapport a k de P sur le plan (O,f,]) Ainsi,
r=d(O,P) et = (;,O_p’) défini a 2k pres.

Le triplet (r,0,z) s’appellent les coordonnées cylindriques de P. Soit U = {r > 0,0 <
0 < 2w,z € IR}, U est un ensemble ouvert. L’application f : (r,0,z) — (z,y,2) a pour
matrice Jacobienne :

E) B 9 )
g_g;i g_gj; g_;,, cos@ —rsinf 0
JI(P)=| 322 30 7= | = sinf rcosf 0
ofs Ofs Ofs 0 0 1

oz Oxrs  Oxs

Exemple 7 Soit (O,;,j,g) le repere orthonormé de [’espace Fuclidien et soit P un point
de cet espace. Si 'on veut passer en coordonnées sphériques, on pose :

X = rcos¢cosf
Yy = rcos¢cosf
z=rsing

avec 7 = /22 +y? + 22 = d(O,P) et soit P' = (rcos¢,rsin¢) la projection de P sur le
plan (O,ZJ), ainsi 0 = (;,O_P’) et ¢ = (O_P’,O_P) tous les deux définis a 2km prés.

Le triplet (r,0,¢) s’appellent les coordonnées sphériques de P. Soit U = {r > 0,0 <
0 <210 < ¢ <2n}, U est un ensemble ouvert. L’application f : (r,0,0) — (x,y,2) a pour

matrice Jacobienne :

ofi 0h Ofr

911 01y s cospcosf) —rcos¢sinf —rsin ¢ cosb
Jf(P) = g—ﬁ g—ﬁ g—g = | cos¢sind rcospcosf —rsingsinfd
Ofs  9fs Ofs sin ¢ 0 7 COS @

Ox1 Oxs Oz

3.5 Opérations sur les différentielles

Proposition 1 Soit U un ensemble ouvert de IR"™, P un point de U et f une fonction de
U dans IR™. On a les trois propriétés suivantes :

1. Si f est constante dans U alors df (P) = 0.

2. Si f est la restriction a l’ensemble U d’une application linéaire de IR"™ dans IR™,
alors df (P) = f.

3. Si f et g sont différentiables au point P alors f + g et Af avec A € IR sont
différentiables au point P.

En considérant maintenant le cadre plus général des fonctions composées, on a:
Théoreme 3 Soient n,m,p trois entiers positifs non nuls.

Soit f une application de U C IR™ dans V C IR™ et soit g une application de V dans
IRP; U etV étant deux ouverts.

Si f est différentiable en P € U et si g est différentiable en f(P) € V alors gof est
différentiable en P et

d(gof)(P) = dg(f(P))odf (P)
Or la matrice d’une application linéaire composée est le produit matriciel dans cet ordre,
S0t :
Jr(gof) = Jyryg x Jpf



En explicitant les termes on obtiendra :

90f 891 afk .
o, Zayk D (PI¥I € (Lo mp k€ {1 m) i€ (1,0 )

En pratique, on retiendra les formules suivantes :

0(gof)i _ 99i Oy | 9gi Oy, 9gi _ Oym
Oz - On % 0z + 0y 81'] toet OYm x oxq

avec les notations habituelles : yp = fi(x).

Exemple 8 Considérons une courbe paramétrée de IR :

x = x(t)
y=y(t)
z = z(t)

On suppose que les fonctions x,y et z sont dérivables sur un intervalle I de IR, et que
leurs dérivées sont continues; cad ces fonctions sont de classe C!.

Soit U un ouvert de IR? et f : U — IR une fonction de classe C*.

Alors la fonction t — F(t) = f(x(t),y(t),z(t)) est définie et dérivable sur I et l'on a:

dF _0fdr  0fdy  0f dz
dt — Oxdt Oydt Ozdt

Dans le cas particulier ou n = m = p, et ou f est une application bijective de U dans
V., deux ouverts de IR".

Définition 6 On dit que f est un difféomorphisme de U sur V' si et seulement si:
1. f est byective de U sur V,
2. f est de classe C' sur U,
3. g= f~! est de classe C* surV.

Remarque 6 Ce cas est celui du changement de variable dans le calcul des intégrales
multiples.

Théoréme 4 Si [ est un difféomorphisme, la matrice Jacobienne de f~' au point f(P)
est la matrice inverse de la matrice Jacobienne de f au point P.

En effet: M(fof™') = M(f) x M(f™') = Idg», ot Idgnest la matrice identité sur
R

Définition 7 Si f est un difféomorphisme, on appelle Jacobien de f au point P le
déterminant de la matrice Jacobienne de f au point P.
Ce déterminant s’écrit :

h(py ... Oh(p
21 py - 6( | . axn:( | _ DU eeofu)
Dz . . : D($1, .. Jn)
(P) - G(p)



Le Jacobien de f=* au point f(P) est égal a :
1
(55) (P)
d’apres les propriétés du calcul matriciel.

La composition des applications se traduit par la multiplication de leurs matrices
Jacobiennes, et donc de leurs Jacobiens. D’ou la formule utile pour les changements de
variables dans les intégrales:

D(gh"'vgn) :D(gh?gn) > D(y177y’n>

D(x17"'7xn> D<y177yn) D(Jfl,"',JZn)

si 'on pose comme d’habitude que f(z1,--,2,) = (Y1, ,Yn)-
Exemple 9 FExpression des dérivées partielles en coordonnées polaires et formules réciproques.

=rsinf

{ T =1rcosf

définissent un difféomorphisme de Uouvert U = {r > 0;0 < 0 < 2w}vers louvert V =

{(zy) € B\ {(0,0)}}.

Sa matrice Jacobienne est:

cosf —rsinf
J(rvg)(x,y) - ( sinf rcosf ) - <

S eR38
5 |

<
N—

et le Jacobien vaut:

4 Dérivation d’ordre supérieur

Par soucis de simplification, on ne considerera, dans cette partie, que des fonctions
numeériques et qui sont définies de IR" dans IR.

4.1 Dérivées partielles d’ordre 2

of
Lorsque les dérivées partielles —— existent, se sont aussi des fonctions de plusieurs
. . N i' 7’ 3 7 .
variables qui peuvent, a leur tour, avoir des dérivées partielles:

o(2) 02 f

se note

81’]' &Uﬁx]

2

Dans le cas ol i = j, on a ——5; attention a cette notation: le chiffre 2 est apres le 0 au
/ N . axl 7’ .
numérateur et apres la variable x; au dénominateur.

10



L’origine de cette notation est la méme que pour les fonctions d’une seule variable:

d*F

dz?
Définition 8 Une fonction [ dont les dérivées partielles du second ordre sont continues,
est dite de classe C?. Il y a, a priori, n® dérivées partielles avec f définie de IR™ dans IR.

Théoreme 5 Ce théoréeme s’appelle le théoreme de Schwartz.
Si il (x,y) et il
azdy Y o

si de plus, ces deux fonctions sont continues en (a,b). Alors,

(x,y) sont définies autour de d’un point de coordonnées (a,b),et

o0 f B o0 f
axay(&vb) - 83]8{[' (Cl,b)

Ainsi lordre de dérivation n’a pas d’importance sous ces hypothéses de continuité.

Exemple 10 Soit f(z,y) = x*y—5zy> une fonction polynomiale de deuz variables définies
et continue sur IR?.
Les dérivées partielles premieres sont :

0 0
a_i(m’y) = 2vy — 5y et a—g(ﬂf,y) = 2° — 15zy°
Les dérivées partielles secondes sont :
2 2
ﬁ(%y) = 2z — 15y? ﬁ(w,y) = —30zy

On vérifie bien sur cet exemple le théoreme de Schwartz.

4.2 Dérivées partielles d’ordre supérieur a 2

Soit (iy, - - - ,ix) une succession d’indices de {1, - - - ;n}, et soit f une fonction de plusieurs
variables de IR" dans IR.
On définit par récurrence sur k :
oF f
ak—lf
0z, _, -+ 0xyy
0 ( oFLf

al’ik 8:6%71 tee 3:161-1

Définition 9 5i a une dérivée partielle par rapport a x;, alors:

0

) est noté

Remarque 7 Pour cette définition ['ordre des indices est important.

11



Exemple 11

Pf 0 (0
020y0z 0z \ Oydz

Proposition 2 Soient deuz entiers non nuls k et k', alors si les dérivées partielles sui-
vantes existent, elles sont aussi égales :

1c1 11 = 3,09 = 2 et 13 = 3.

ak’ ( 8kf ) ak—i—k’f
6xik+k’ cee 8:1:ik+1 (9ka tee 8x¢1 8wik+k, cee (%cil
Cette propriété est une propriété d’associativité des dérivées partielles.

Définition 10 On dit que f est de classe CF sur A C IR™ si pour tout systéme de k
indices (i1, - ,i) entre 1 et n, la dérivée partielle

o
sy - Oy,

existe sur A et y est continue.
Souvent on dit: soit f une fonction C* au lieu de soit f une fonction de classe C*.

Proposition 3 Si f est de classe C* alors f est aussi de classe C*¥~' et par récurrence,
de classe C*=2 jusqu’a C*.

Théoreme 6 Nous allons maintenant généraliser le théoreme de Schwartz.
Si f est une fonction définie de A C IR™ dans IR, et si de plus, f est de classe C¥,
alors
ok f ok f

&cik s 81‘1’1 &cjk s 3$j1

avec (ji,- -+ ,Jk) une permutation quelconque des indices de (iq,- - ,ix).
Cette propriété est la propriété de commutativité des dérivées partielles sous les hy-
pothéses de continuité.

Remarque 8 D’apreés ce théoréme si f est de classe CF, les dérivées partielles s’écrivent :

0
Ok .. gk

in i1
avec ki + ko + -+ k, = k.

Théoreme 7 . La somme de deux fonctions C* est C*.
. Le produit d’une fonction C* par un scalaire (un nombre réel ici) est C*.
. Le produit de deux fonctions C* est C*.
. Le quotient de deux fonctions C* est C*, quand le dénominateur est non nul.
. La composée de deuz fonctions C* est CF.

Définition 11 Une fonctions est dite C* si elle est C* pour toutes les valeurs de k dans
IN. Le théoréme précédent est aussi valable pour les fonctions C°.

12



Exemple 12 . Les polynomes sont C°.
. Les fractions rationnelle sont C'*™° aux points ou le dénominateur ne s’annule pas.

. La fonction (x,y,2) — /a2 4+ y% + 22 est C>° comme composition d’un polynéme
(C*) et de la racine carrée qui est aussi C*.

. Les fonctions transandantales classiques log ,In ,sin e,... sont C*° sur leur domaine
de définition.

Remarque 9 Souvent les fonctions rencontrées en physique sont de classe C* ou sinon
on les approche par des fonctions C™. Ainsi, on est quasiment toujours, en pratique, dans
le cadre d’utilisation du théoréme de Schwartz.

4.3 Exercice sur les fonctions composées

Prenons un petit exemple pour illustrer la dérivation des fonctions composées.

Exemple 13 Soit f une fonction continue sur IR* et définie par: f(x,y) = ey’
Supposons que x et y sont des fonctions d’une seule variable :

x(t) = 1% et y(t) = sint

On considére la fonction z d’une seule variable comme étant: z(t) = f(x(t),y(t)).
Calculons les dérivées d’ordre 1 et d’ordre 2:

Z(t) = %x/(t)—i-g—; '(t)

= 2™ 2t + 2aye™ cost
= (2tsin®t + 2¢*sint cost) el sin’t
= 2tsint (sint + tcost) el

On aurait pu dériver directement z(t) = o™’ — pt’sin’t

Pour calculer 2"(t), il faut dériver 2'(t) = g—;x'(t) + g—zy’(t) par rapport a t. On va

détailler le calcul du premier terme (le second est symétrique entre x et y):
0 (0z , 9%z oz
5 (%x‘ (t)> = a0 " (t) + e (t)

D’apres le théoreme de Schwartz ci-dessus, on obtient :

T _ 02 _ 0 (05) 0y

otox ~ oxdt oz \ot) oz

En prenant la valeur de 2'(t), on obtient :

J ., d [0z, 0z , 0%z 02z,
S C0) = 5 (e 0+ 50 0) = w0+ 220,

On effectuera exactement la méme chose pour le second terme a dériver et [’on obtien-
dra le résultat suivant pour 2"(t) :
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02z 0z 02z 0z 0z
" . -~ 12 / / -~ 12 g/ el

= gl 4 + 2(2zy° + Zy)e"’“"y2 2t cost + (2x + 49(:23/2)6”2 cos® t + 27" + Qxyexyz(— sint)
= W (4¢% sin® t 4 8t cost(sint + t*sin® t) + (2¢* + 4¢* sin® t) cos® ¢ + 2sin® (1 — %))

On obtient finalement :
2(t) = et s (4¢% sin® t 4 8t cost(sint + t*sin® t) + (2¢* + 4¢* sin® t) cos® ¢ + 2sin* (1 — %))
Comme exercice, vous pouvez vérifier cette solution en dérivant deux fois:

Z(t) _ 6t2 sin? t

5 Conclusion

Ce chapitre est uniquement centré sur la différentiabilité des fonctions de plusieurs
variables. Nous avons abordé et traité les notions de fonctions & valeurs vectorielles.

Le chapitre suivant sera dédié a une application de la différentiabilité : I’optimisation
de fonctions de plusieurs variables et a la notion de différentielles totales exactes.
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