
Exercices corrigés niveau III
pour le chapitre 1 :
Algèbre linéaire et tenseurs

1 Exercices de niveau III

NIVEAU III Révision sur les tenseurs (B)

1) On considère K = grad U et sa décomposition K = Ω + D en partie
antisymétrique et symétrique. On pose τ = λn tr (D) I+2 µn D. Montrer
que div τ = (λn + µn) grad (div U) + µn ∆U .

On a τij = λnDll δij + 2µnDij = λn
∂Ul

∂xl
δij + µn

(
∂Ui

∂xj
+

∂Uj

∂xi

)
. On en déduit

div τ = ∂τi
∂xj

ei =
[
λn

∂2Ul

∂xl ∂xj
δij + µn

∂2Ui

∂xj ∂xj
+ µn

∂2Uj

∂xi ∂xj

]
ei. On a donc div τ =[

(λn + µn)
∂2Uj

∂xi ∂xj
+ µn

∂2Ui

∂xj ∂xj

]
ei = (λn + µn) grad (div U) + µn ∆U .

2) Ecrire la formule de la divergence
∫∫
∂DQ · ndS =

∫∫∫
D div Qdx3 avec la

convention d’Einstein. Exprimer les composantes du vecteur C = A − B
avec A =

∫∫
∂D x ∧ σ(x) · ndS et B =

∫∫∫
D x ∧ div σ(x) d3x. En déduire que

σ est symétrique lorsque C = 0 pour tout domaine D.

La formule de la divergence peut s’écrire sous la forme
∫∫
∂D Ql nl dS =

∫∫∫
D
∂Ql

∂xl
dx3.

En appliquant la formule de la divergence à l’expression Ai =
∫∫
∂D εijk xj σkl nl dS =∫∫∫

D
∂(xj σkl)
∂xl

dx3 =
∫∫∫

D εijk δjl σkl dx
3 +

∫∫∫
D εijk xj

∂σkl

∂xl
dx3 et en remarquant que

Bi =
∫∫∫

D εijk xj
∂σkl

∂xl
dx3, on obtient Ci = εijk δjl

∫∫∫
D σkl dx

3 = εijk
∫∫∫

D σkj dx
3 =.

On a donc C1 =
∫∫∫

D(σ32 − σ23) dx3, C2 =
∫∫∫

D(σ13 − σ31) dx3 et C3 =
∫∫∫

D(σ12 −
σ21) dx3. On voit que σ est symétrique si C = 0 pour des domaines D de plus en
plus petits.

3) On considère un champ de tenseurs d’ordre deux symétrique σ(x) et
un champ de vecteurs U(x). On note K = grad U et K = Ω + D
sa décomposition en partie antisymétrique et symétrique. On note A =∫∫
∂D U · σ · ndS , B =

∫∫∫
D div σ · U d3x et C = A − B. Montrer que

C =
∫∫∫
D σ : D d3x.

En appliquant la formule de la divergence, A =
∫∫
∂D U · σ ·ndS =

∫∫
∂D Ui σij nj dS =∫∫∫

D
∂(Ui σij)
∂xj

d3x =
∫∫∫

D Ui
∂σij

∂xj
d3x+

∫∫∫
D
∂Ui

∂xj
σij d

3x. Comme B =
∫∫∫

D Ui
∂σij

∂xj
d3x, on

a C =
∫∫∫

DKij σij d
3x avec Kij = ∂Ui

∂xj
. Comme σ : tK = σij Kij = σij Dij + σij Ωij

et que σ : Ω = σij Ωji = −σji Ωij = −σij Ωji = −σ : Ω = 0, on a σ : K = σ : tK =
σ : D.
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